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PRÉFACE. 


Le  plan  de  ce  Livre  lui  attirera  sans  doute  deux  reproches 
opposés  :  les  Géomètres  s'étonneront  d'y  voir  traitées  sî  rapide- 
ment des  questions  si  diverses,  sans  que  la  place  mesurée  à  chacune 
d'elles  corresponde  à  son  importance  scientifique;  les  Ingénieurs 
pourront  trouver  superflus  les  Chapitres  consacrés  aux  Fonctions 
analytiques  et  aux  Fonctions  elliptiques. 

C'est  que  l'Ecole  Polytechnique  n'est  ni  une  école  de  pure 
théorie,  ni  une  école  de  pure  application.  Elle  ne  cherche  pas  à 
former  directement  des  savants  ou  des  praticiens.  Son  but,  nette- 
ment défini  par  ses  fondateurs,  est  de  donner  à  de  futurs  Élèves- 
Ingénieurs,  militaires  ou  civils,  une  instruction  scientifique 
étendue  et  solide,  qui  leur  permette  plus  lard  non  seulement  de 
diriger,  mais  de  perfectionner  les  services  publics  auxquels  ils 
seront  attachés. 

Ces  principes  généraux  déterminent  avec  précision  le  caractère 
du  Cours  d^ Analyse  professé  en  seconde  année. 

La  place  la  plus  importante  y  est  due  aux  Théories  fonda- 
mentales dont  la  Mécanique,  la  Physique,  l'Art  de  l'Ingénieur 
ou  du  Constructeur  font  un  perpétuel  usage  :  j'ai  donc  consacré 
la  moitié  de  mes  leçons  aux  Équations  difTérenlielles,  qui  inter- 
viennent dans  la  plupart  des  problèmes  que  nous  posent  les 
Sciences  appliquées,  et  dont  l'étude  est  d'ailleurs  la  question 
maîtresse  de  l'Analyse;  j'ai  insisté  spécialement  sur  les  procédés 
d'intégration  et  de  réduction,  en  les  éclairant  par  des  exemples 
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variés;  j'ai  donné  enfin  une  idée  des  méthodes  emplojées  pour 
l'étude  directe  des  solutions,  principalement  dans  le  cas  parti- 
culier des  équations  linéaires.  En  vertu  des  mêmes  principes,  j'ai 
développé  avec  soin  la  Théorie  des  Intégrales  multiples,  si  utile  à 
l'Électricien;  j'en  ai  fait  des  applications  à  la  Géométrie,  à  la 
Mécanique;  j')-  ai  rattaché,  en  quelques  pages,  les  Intégrales 
Eulériennes. 

Mais  le  but  de  l'institution  polytechnique  n'eût  pas  été  atteint 
si  le  Cours  d^ Analyse  n'avait  dépassé  ce  cadre  un  peu  étroit, 
mesuré  aux  besoins  actuels  des  Ecoles  d'Ingénieurs  :  en  vue  des 
perfectionnements  possibles  de  l'application,  il  était  indispensable 
d'aller  au  delà,  en  introduisant  dans  le  Cours  des  nouons  mathé- 
matiques d'un  ordre  plus  élevé,  simplifiées  cependant  par  l'effort 
continu  des  Géomètres,  et  mûres  pour  l'utilisation  pratique. 

Ce  développement  de  l'instruction  a  un  autre  avantage.  On  ne 
possède  en  effet  la  méthode  et  la  sûreté  qui  sont  nécessaires  pour 
plier  à  une  application  nouvelle  une  théorie  d'Analyse,  même 
élémentaire,  que  si  l'on  est  maître  de  celle-ci  :  il  convient  dès  lors 
de  l'avoir  dépassée,  de  connaître  ses  liens  avec  les  théories  voi- 
sines qui  la  prolongent  et  l'illuminent.  L'Algèbre,  par  exemple, 
et  la  Géométrie  de  Descartes,  en  éclairant  la  vieille  Géométrie 
d'Euclide,  n'en  ont-elles  pas  rendu  le  maniement  plus  facile  et 
plus  sûr? 

On  comprend  maintenant  dans  quel  but  ont  élé  inscrites  au 
Programme  de  ce  Cours  les  deux  Théories  des  Fonctions  analy- 
tiques et  des  Fonctions  elliptiques,  dans  leurs  parties  élémentaires. 

La  première,  en  raison  de  son  importance  mathématique,  ne 
peut  être  ignorée  de  ceux  qui  cultivent  les  sciences  exactes;  elle 
intéresse  aussi  les  fonctions  réelles,  dont  elle  précise  certaines 
prO|)riétés  fondamentales;  elle  permet  d'étudier  les  solutions  des 
E(|uations  différentielles  q^iand  l'intégration  directe  est  impos- 
sible; elle  conduit  enfin  à  la  doctrine  des  Fonctions  elliptiques. 
Celle-ci,  prolongement   naturel   de  la  Trigonométrie,  offre   des 
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applications  fécondes  et  variées  à  l'Analyse,  à  la  Géométrie,  à  la 
Mécanique;  ses  formules  se  traduisent  en  chifTres  avec  facilité; 
elles  sont  simples,  souples,  d'un  maniement  aisé,  et  il  serait  injuste 
d^affirmer  a  priori  qu'on  en  a  épuisé  toutes  les  conséquences 
utiles. 

Dans  cette  partie  du  Cours,  qui  remplit  le  milieu  du  Volume, 
j'ai  réduit  au  minimum  la  théorie  pure,  en  Teflaçant,  autant  que 
possible,  devant  les  applications.  J'ai  pris  comme  guides  les  Traités 
classiques  de  Briot  et  Bouquet  et  de  M.  Jordan  :  le  point  de  vue 
est  donc  plutôt  le  point  de  vue  de  Cauchy  que  celui  de  Weierstrass 
et  d'Hermite.  J'ai  laissé  de  côté  les  méthodes  de  Riemann  :  elles 
m'étaient  d'ailleurs  inutiles,  car  les  seules  fonctions  algébriques 
dont  j'étudie  l'intégrale  dépendent  d'une  racine  carrée.  Pour  les 
fonctions  elliptiques,  j'adopte  les  principes  et  les  notalions  de 
Weierstrass,  en  me  bornant  à  signaler  l'ancienne  fonction  sna. 

Le  Livre  complète  mon  Cours  oral  par  plusieurs  propositions 
générales  sur  les  fonctions  uniformes,  et,  en  particulier,  par  les 
théorèmes  célèbres  de  M.  Mittag-Leffler  et  de  Weierstrass;  le 
Lecteur  trouvera  également,  à  la  fin  du  Volume,  quelques  Exer- 
cices, traités  jusqu'au  bout,  qui  le  familiariseront  avec  l'emploi 
des  fonctions  elliptiques. 

M.  Painlevé  a  bien  voulu  me  donner,  pour  la  rédaction  de  mes 
Leçons,  les  conseils  et  les  directions  les  plus  utiles;  je  lui  adresse 
ici  tous  mes  remercîments. 

Paris,  février  1904. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

COMPLÉMENTS  DU  CALCUL  INTÉGRAL. 


CHAPITRE  I. 

INTÉGRALES  MULTIPLES. 


I.  -  NOTION  DE  L'INTÉGRALE  MULTIPLE. 


1.  Retour  sur  la  notion  d'aire.  —  La  définition  analytique  de 
Taire,  donnée  aux  n"*  274-275  du  Tome  I,  a  besoin  d'être  précisée 
et  dégagée  de  certaines  liaisons  géométriques. 

Soit,  dans  le  plan,  un  champ  fini,  G,  limité  par  un  contour  y, 
et  rapporté  à  deux  axes  quelconques,  Oj:  et  Oy,  faisant  entre  eux 
un  angle  6.  Sur  chaque  axe  marquons  les  points  de  coordonnées 
entières,  . . .,  —  3,  —  2,  —  i,  o,  4-  ij  -+-2,  4-3,  . . .;  partageons 
chacun  des  segments  obtenus  en  deux  parties  égales,  puis  chacune 
de  celles-ci  en  deux  autres  égales,  et  ainsi  de  suite.  A  un  instant 
quelconque  de  cette  division,  menons,  par  chacun  des  points 
marqués  sur  un  axe,  des  parallèles  à  l'autre  axe  :  cette  réglure 
partage  le  plan  en  losanges  égaux. 

Considérons,  à  un  instant  quelconque,  ceux  des  losanges  qui 
H.  —  II.  I 
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sont  situes  tout  entiers  à  l'intérieur  du  champ  C  :  leur  aire  totale 
ne  peut  évidemment  que  s'accroître  quand  on  passe  d'une  divi- 
sion à  la  suivante,  puisque  chacun  des  losanges  primitifs  se  trouve 
alors  partagé  en  huit  autres,  également  intérieurs  à  C,  et  que  de 
nouveaux  losanges  peuvent  s'y  ajouter.  D'ailleurs,  Taire  totale 
considérée  reste  évidemment  inférieure  à  un  nombre   fixe,  par 
exemple  à  l'aire  d'un  losange  de  côtés  parallèles  aux  axes,  com- 
prenant le  champ  i*  elle  tend  donc  vers  une  limite  finie  A,  que 
l'on  nommera  aire  du  champ  C,  par  rapport  aux  axes  0:r  et  Oy. 
De  même,  si  l'on  considère  Tensemble  des  losanges  qui,  à  un 
instant  quelconque,  sont  tout  entiers  à  l'intérieur  du  champ  C,  ou 
dont  une  partie  seulement  est  dans  C,  leur  aire  totale  ne  peut  que 
décroître  quand   on  passe  d'une  division  à  la  suivante;  comme 
elle  reste  supérieure  à  zéro,  elle  tend  vers  une  limite  finie,  A'  :  je 
dis  que  A'  est  identique  à  A,  c'est-à-dire  que  l'aire  totale  des 
losanges  qui  mordent  sur  la  surface  du  champ  a  pour  limite  zéro. 

2.  Pour  l'établir,  supposons  que  le  contour,  y,  du  champ  ne 
soit  coupé  qu'en  deux  points,  au  plus,  par  toute  parallèle  à  Oy  ; 
à  chaque  valeur  de  l'abscisse  x  comprise  entre  deux  limites, 
a  et  é  \_fig'  ï»  (^  <  6)]?  répondent,  sur  le  contour  y?  deux  points 


M  et  N,  d'ordonnées  y\{x)  et  y-ii^)*  Supposons  que  y^  et  y2 
soient  des  fonctions  continues  de  x  dans  l'intervalle  aby  extrémités 
comprises  :  la  continuité  étant  uniforme  (Tome  I,  n°  H),  soient 
r,|(e)  et  •/^^(e)  les  modules  de  continuité  uniforme  de  ces  deux 
fonctions,  pour  le  nombre  e;  si  Yj  est  le  plus  petit  des  deux,  l'iné- 

0)'     .od(5'-$)<.         entraîne         I  """'[•"'î^?-''*!!!!;  ^' 
Ç  et  Ç'  étant  des  valeurs  de  l'intervalle  ab  (Tome  I,  n**  258). 
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Considérons  maintenant,  à  un  instant  quelconque,  une  division, 
PP',  de  Taxe  des  x^  ayant  pour  longueur  p;  soient  x  et  x'  les 
abscisses  de  P  et  P';  MP  et  M'P'  sont  y\{x)  e\.  y^{x').  Si  p  est 
inférieur  à  r,,  la  différence  des  ordonnées  de  deux  points  quel- 
conques de  Parc  MM'  sera,  en  vertu  de  (i),  inférieure  à  e  :  il  en 
résulte  aisément  que,  à  l'instant  considéré,  le  nombre  des  losanges 
qui  appartiennent  à  la  tranche  comprise  entre  les  droites  PMN, 
P'M'N',  et  qui  contiennent  des  points  de  l'arc  MM',  est  inférieur 

à  -  -f  2.  La  même  conclusion  s'applique  à  Tare  NN'  :  la  somme 

des  aires  des  losanges  qui  contiennent  des  points  de  l'un  ou  de 
Tautre  arc  est  donc  plus  petite  que  si(e  +  2p)psin9. 

Désignons,  à  l'instant  considéré,  par  v  le  nombre  des  divi- 
sions PP',  de  l'axe  des  x,  qui  comprennent  des  points  du 
segment  ab  :  chacune  des  divisions  PP'  ayant  pour  longueur  p, 
il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'aire  totale  des  losanges  conte- 
nant des  points  du  contour  Y,  c'est-à-dire  mordant  sur  le  champ  G, 
est  inférieure  à 

(2)  v.2(e-4- 2p)psin6; 

comme  d'ailleurs  pv  est  évidemment  plus  petit  que  b  —  a  +  ap, 
l'expression  (a)  est  inférieure  à  2sin8(e -f- 2p)  (ft — <i-H2p), 
quantité  qui  peut  décroître,  avec  e  et  p,  au-dessous  de  toute  limite. 

c.    Q.    F.    D. 

La  démonstration  est  li  même  pour  un  contour  rencontré  par 
une  parallèle  à  Oy  en  un  nombre  de  points  supérieur  à  deux, 
mais  Gni. 

3.  Expression  analytique  de  Taire.  —  Reprenons  la  tranche  des 
losanges  compris,  à  un  même  instant,  entre  les  droites  PMN 
elP'M'N'  :  ceux  d'entre  eux  qui  sont  complètement  intérieurs  au 
champ  C  forment  une  file  dont  la  longueur,  comptée  parallèlement 
àO/,  eslauplus  égale  à  MN;  ceux  qui  sont  intérieurs  à  C  el  ceux 
qui  mordent  sur  C  forment  une  file,  de  longueur  'au  moins  égale 
à  MN  :  sous  une  autre  forme,  la  quantité  MlN  p  sinO  est  comprise 
entre  les  aires  de  ces  deux  files.  En  répétant  le  même  raisonnement 
pour  toutes  les  tranches,  on  voit  qu3  la  somme 

(3)  SMNpsinO,        ou        S[rï(a?)  — >'i(a7)](a:'— a7)sin8, 
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étendue  à  toutes  les  divisions  PP',  est  comprise  entre  Taire  totale 
des  losanges  intérieurs  à  G  et  Taire  totale  des  losanges  intérieurs 
à  C  ou  mordant  sur  G.  Ges  deux  dernières  aires  ayant  une  même 
limite,  A,  qui  est  Taire  du  champ,  il  en  sera  de  même  de  la 
somme  (3).  D'ailleurs  celle-ci  a  évidemment  pour  limite  Tinté- 

grale  définie  sinO  /     [yii^) — y^  {x)]dx,  de  sorte  que  Ton  a 

(4)  A  =  sinO  f  [M^)-yi(^)]^- 

Si  Ton  avait  procédé  par  tranches  parallèles  à  O^,  on  aurait 
trouvé  de  même  : 

(ibis)  A  =  sinO  /     [Ti(jr)- xi(y)]dy, 

les  notations  s'expliquant  d'elles-mêmes. 

Plus  généralement,  si  le  contour  de  Taire  est  rencontré  par  une 
parallèle  à  Taxe  des  y,  d'abscisse  x,  en  un  nombre  fini  de  points, 
et  si  y^{x)  est  la  longueur  totale  que  le  champ  intercepte  sur  cette 
parallèle,  on  aura,  pour  A, 

(5)  A  =sine    /     'k(x)da;, 

et  une  expression  semblable  par  une  intégrale  en  y, 

4.  Influence  du  choix  des  axes.  —  L'aire  d'un  champ,  telle  que 
nous  l'avons  définie,  dépend,  en  apparence,  du  choix  des  axes  de 
coordonnées;  nous  allons  montrer  qu'aile  en  est  indépendante. 

Tout  d'abord,  dans  les  expressions  (4),  (4  bis)  et  (5)  de  A, 
n'intervient  évidemment  que  la  direction  des  axes;  comme 
d'ailleurs  un  changement  d'axes  autour  de  Torigine  peut  s'opérer 
en  modifiant  les  deux  axes  l'un  après  l'autre,  il  suffira  d'établir 
que  l'expression  (5)  garde  la  même  valeur  quand  on  conserve 
Taxe  Oy,  en  changeant  Taxe  des  x,  Torigine  demeurant  fixe. 

Soient  donc  Ox  et  O^i  l'ancien  et  le  nouvel  axe  des  x]  6  et  8| 
les  angles  ^O^  et  ^Oa^i  ;  on  a,  pour  Taire  du  champ  dans  les  deux 
systèmes, 

A  =  sin6   /     \{x)dx,        Ai  =  sin8i   /      \i{x^)  dxi. 
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D^ailleurs  {^fig*   2),  les   abscisses  ancienne  et  nouvelle  d'un 
même  point,  Q,  du  plan,  x  ^^,Xx^  sont  liées  par 

(6)  â7sinO  =  :ri  sinO|; 

enfin,    si  x   et  x^    vérifient  celte  relation,   les  deux  fonctions 


X(^)  et)n(X|)  sont  égales,  puisque  toutes  deux  représentent  la 
longueur  MN.  Cela  posé,  faisons,  dans  l'intégrale  A|,  le  change- 
ment de  variable  défini  par  (6);  il  vient,  en  vertu  de  ce  qui  pré- 
cède, 

Âi=sinOi   /     X(ar)flrar-:— r- =  sinô  /     X(a7)<ij?=A, 


car 


asinO  =  ai  sînOi)        6  sin0  =  61  sinOj, 


ainsi  que  le  montre  immédiatement  la  fig,  2. 

La  définition  de  Taire  ajant  maintenant  une  base  analytique 
solide,  nous  pouvons  passer  à  celle  de  l'intégrale  double. 

5.   Intégrale  double.  —  Pour  les  anciens  analystes,  la  notion 
d^iniégrale  double  se  rattachait  à  celle  de  volume,  de  même  que 

Fig.  3. 


f:^ 


la  notion  d'intégrale  simple  se  rattachait  à  la  notion  d'aire.  Soit 
en  effet,  dans  le  plan  des  xy  (axes  rectangulaires),  une  aire 
limitée,   C  ijig.  3)  :  pour  évaluer  le  volume  compris   entre  la 


6  PRBHIÉRB  PARTIE.   —   COMPLÉMENTS   DU   CALCUL  INTÉGRAL. 

surface  z=/(Xj  y)^  le  plan  des  œy  el  le  cylindre  droit  ajanl 
pour  base  G,  on  peul  décomposer  Taire  G  en  élémenls  très  petits, 
Ati,  Ada,  ...,  At;,,  ...,  et,  si  Ton  désigne  par  j:„,^„un  point  quel- 
conque de  l'élément  Ao-,,,  on  comprend  intuitivement  que  le  volume 
proposé  est  la  limite  de  la  somme 

lorsque  les  dimensions  des  éléments  Aff^  tendent  vers  zéro  dans 
tous  les  sens.  Gette  limite  se  représente  par  le  sjmbole 


/-( 


f{x,y)dtj,     ou     SQf{x,y)d<s\ 

sa  signification  géométrique  montre  qu'elle  est  indépendante  du 
mode  de  division  de  Taire  G  en  éléments,  ainsi  que  du  choix  du 
point  Xn,  y,i  dans  chaque  élément.  En  particulier,  si  Ton  divise  G 
en  éléments  infiniment  petits  par  des  parallèles  à  O^,  distantes 
de  dy^  et  par  des  parallèles  à  O^,  distantes  de  dx^  Télément 
d'aire  rfo*  sera  dx  dy,  et  Tintégrale  double  s'écrira 


// 


f(ar,y)dxdjr, 
c 

6.  Théorème.  —  Il  est  clair  que  cette  définition  est  tout  à  fait 
insuffisante,  au  point  de  vue  analytique,  comme  Tétait  celle  de 
l'intégrale  simple  par  une  aire.  Mais  on  peut,  en  admettant  la 
continuité  de  la  fonction /(a:,  j^)  dans  Taire  G  et  sur  son  contour, 
et  en  supposant  cette  aire  limitée,  établir  la  proposition  sui- 
vante : 

Si  l'on  décompose  l'aire  G,  supposée  d'un  seul  tenant,  en 
éléments  de  sur/ace  At,  ,  Aa-j,  . . .,  Aa-,,,  . . .,  e/  si  x„^  yn,  est  un 
point  quelconque  pris  à  l'intérieur  de  l'élément  Ao*;,,  ou  sur 
son  contour,  la  somme 

tend,  lorsque  les  dimensions  des  éléments  Aa^  ont  pour  limite 
zéro  dans  tous  les  sens,  vers  une  limite  Ji nie  et  déterminée, 
indépendante  du  mode  de  décomposition  de  l'aire  G  et  du 
choix  des  points  x„,yn. 
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7.  Pour  le  démontrer,  suivons  exactement  la  même  marche 
que  dans  la  théorie  de  Tinlégrale  définie  (Tome  I,  n*»  2o9). 

On  commence  par  considérer  un  mode  de  décomposition  parti- 
culier de  l'aire  G  et  un  choix  particulier  des  points  x„,  yn-  A  cet 
effet  on  marque,  sur  les  axes  Ox  et  O  k,  supposés  rectangulaires, 
les  points  aux  distances  .. .,  — 3,  — 2,  — 1,0,  -f-i,  +2,  -f-3,  ... 
de  Torigine,  et  par  chacun  de  ces  points  on  mène  les  perpendi- 
culaires à  l'axe  correspondant;  on  divise  ensuite  chaque  inter- 
valle, sur  Ox  et  sur  Oy^  en  deux  autres  égaux;  par  les  nou- 
veaux points  de  division  on  mène  encore  des  perpendiculaires; 
et  ainsi  de  suite.  Â  chaque  période  de  cette  division,  on  a 
décomposé  le  plan  en  carrés  égaux  :  soit  alors,  à  un  instant  quel- 
conque, LfJn  l'aire  d'un  de  ces  carrés  compris  entièrement  dans 
l'aire  C,  ou  la  portion  d'aire  intérieure  à  C  d'un  carré  non  com- 
pris entièrement  dans  C  ;  si  Wn  est  le  minimum  de  f{^ty)  pour  les 
points  X,  y  de  l'aire  Ao-,!  et  de  son  contour,  on  considère  la  somme 

S  =  2  nin  A^rt, 

et  l'on  démontre  qu'elle  a  une  limite  finie  et  déterminée  en 
observant  :  i''  qu'elle  est  inférieure  à  MC,  M  étant  le  maximum 
de  f{j^',  y)  dans  l'aire  G,  et  G  étant  la  valeur  de  cette  aire; 
2?  qu'elle  croît  quand  l'on  passe  d'une  division  à  la  suivante. 

Soit  Sc/(x,^)rfo"  la  limite  ainsi  obtenue;  on  établit  ensuite, 
en  calquant  les  raisonnements  du  n**  260,  Tome  I,  les  corollaires 
suivants. 

Corollaire  i".  —  Si  l'on  partage  l'aire  G  en  deux  autres  G| 
et  G2»  par  une  ligne  A,  on  a 

Sc=  Sc,-+-Sc,. 

En  effet,  à  un  instant  quelconque  de  la  division  de  l'aire  en 
carrés,  désignons  par  S,  S|,  S^  les  sommes  qui  ont  pour  limites 
Se,  Sc^,  Se,;  la  différence  S  —  S|  —  Sa  provient  seulement  des 
carrés  ou  portions  de  carrés  intérieurs  à  G,  et  traversés  par  la 
ligne  A.  Soient  5  la  somme  des  aires  de  ces  carrés,  Mo  le  maximum 
du  module  de  /{x^y)  dans  G  et  sur  son  contour;  la  différence 
S  —  S, —  S2  est  évidemment,  en  valeur  absolue,  inférieure  à  2M05  : 
or  il  est  clair  que  s  tend  vers  zéro  avec  les  côtés  des  carrés,  ce 
qui  établit  la  proposition. 


_k    J 
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Plus  généralement,  si  Ton  partage  Taire  G  en  /?  autres 
C|,  C2)  •..7  Cp,  on  a  de  même 

(0  Sc=Sc,-+-Sc,  +  ...-f-Sc^. 

Corollaire  2°.  —  Les  rrin  étant  compris  entre  le  minimum,  m, 
et  le  maximum,  M,  à^f^x^y)  dans  G,  on  a  évidemment 

et,  à  la  limite,  en  désignant  par  G  l'aire  du  champ  G, 

inG<Sc/(ar,  ^)rf(i<MG, 
d*où 

jjL  étant  compris  entre  m  et  M.  Gomme  /(x,  y)  prend  la  valeur  jjl 
en  un  point  Ç,  7|  de  G  ou  de  son  contour  (Tome  I,  n®  8),  on  a 

{1)  Sc/(:r,jK)rf(T=C/(f,7i). 

G'est  le  théorème  de  la  moyenne. 

Montrons  enfin  que  la  somme  Jl/{xn^yn)  ^^n^  où  la  loi  de  dé- 
composition de  l'aire  G  et  le  choix  du  point  x,i^yn  dans  l'élé- 
ment Ao-;j  sont  arbitraires,  a  pour  limite  Sc/{x^y)d(T,  On  a, 
par(i)  et  (2), 

Sc/(iP,  y)d(j  =  SAa.-H  Sa(t,   H-. .  .-H  Sa(t„-h.  . . 

i/îj  '^n  étant  un  point  de  l'élément  /i<7„  ou  de  son  contour.  On  en 
conclut  : 

(3)       2/(a-«,  yn)  Aar„  -  Sc/(^,  J')  rfa  =  S  A(i«[/(^„,  r«)-/(5/.,  ^«)]- 

Mais  /(^,  jk)  est  uniformément  continue  (Tome  I,  n°  H)  dans 
l'aire  G  :  cette  fonction  admet  donc,  pour  tout  nombre  e,  un  mo- 
dule de  continuité  uniforme  in(e),  c'est-à-dire  que,  si  les  diffé- 
rences x' — X  et  y — y  sont,  en  valeur  absolue,  inférieures,  àrj(e), 
la  différence /(j;',jk')  —  /{^^  y)  est  inférieure  à  e.  Or  les  aires  Ao-/, 
tendant  vers  zéro,  il  arrivera  un  moment  à  partir  duquel  chacune 
d'elles  sera  comprise  dans  un  carré  dont  les  côtés,  parallèles  aux 
axes,  ont  pour  longueur  t, (e)  :  alors  les  différences  Xn — ^n  et 
yn  —  "^in  resteront,  en  valeur  absolue,  inférieures  à  ^^^(e),  puisque 
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les  deux  points  Çy,,  y\„  et  x„^  y,i  appartiennent  à  Taire  Ao-,,  ou  à  son 
contour;  la  différence  /(xn^yn) — /(i/ij  "'l/i)?  restera  donc,  en 
valeur  absolue,  inférieure  à  e,  et  l'on  aura  dès  lors,  d*après  (3), 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

La  limite  dontTexistence  est  ainsi  établie  se  nomme  V intégrale 
double  àe  la  fonction  f{Xjy)^  prise  dans  le  champ  d'intégra- 
tion C,  et  se  représente  par  les  notations  indiquées  au  n^  5. 

8.  Volumes.  —  Soit,  dans  l'espace,  un  solide  fini,  S,  limité  par 
une  surface  fermée,  S.  Désignons  par  Ox^  Oy,  Oz  trois  axes 
rectangulaires,  sur  chacun  desquels  nous  marquerons  les  points 
de  coordonnées  entières,  ...,  — 3,  — 2,  —  i,  o,  H-i,  +2,  -4-3,  — 
Partageons  chacun  des  segments  obtenus  en  deux  parties  égales, 
puis  chacune  de  celles-ci  en  deux  autres  égales,  et  ainsi  de  suite, 
A  un  instant  quelconc|ue  de  celte  division^  menons,  par  chacun 
des  points  marqués,  des  plans  normaux  à  Taxe  correspondant  : 
nous  partageons  ainsi  l'espace  en  cubes  égaux. 

On  reconnaît,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux 
des  n*»»  1-2, 

1°  Que  le  volume  total  des  cubes  intérieurs  au  solide  S  tend 
vers  une  limite  V  ; 

2**  Que  le  volume  total  des  cubes  intérieurs  à  S  et  des  cubes 
qui  mordent  sur  S  tend  vers  une  limite  V; 

3**  Que  ces  deux  limites  coïncident. 

Leur  valeur  commune,  V,  sera,  par  définition,  le  volume  du 
solide  S  par  rapport  aux  axes  Ox^  Oy,  O^. 

Il  est  aisé  d'en  donner  une  expression  analytique. 

Considérons  la  tranche  des  cubes  qui,  à  un  instant  quelconque 
de  la  division,  est  comprise  entre  deux  plans  successifs,  normaux 
à  O:;,  de  cotes  5  et  -z'  (5' >  5)  :  le  solide  S  intercepte,  sur  le  plan 
de  cote  z^  une  portion  d'aire  ^{z).  Or  ceux  des  cubes  de  la 
tranche  considérée  qui  sont  complètement  intérieurs  à  S  ont 
évidemment  un  volume  total  inférieur  à  (3' — z)^{^z)\  ceux  qui 
sont  intérieurs  à  S  et  ceux  qui  mordent  sur  S  ont  un  volume  total 
supérieur  à  la  même  quantité.  En  répétant  le  même  raisonnement 
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pour  toutes  les  tranches  on  voit  que  la  somme 

(4)  ^iz'-z)<j{z), 

étendue  à  toutes  les  divisions  z' — z  de  l'axe  des  z^  est  comprise 
entre  le  volume  total  des  cubes  intérieurs  à  S  et  le  volume  lolal 
des  cubes  intérieurs  ou  mordant  sur  S  :  elle  a  àonc  pour  limite  le 
volume  V  du  solide.  D'ailleurs  la  somme  (4),  d'après  sa  forme 
même,  tend,  lorsque  les  divisions  s'  —  z  décroissent  indéûniineat, 

vers  rintégrale  définie    /     (T{z)dz,  a  ei  b  désignant  le  minimum 

et  le  maximum  de  la  cote  z  d'un  point  de  la  surface  limite  du 
solide.  On  a  donc 

(5)  V=   r   <T(z)dz, 

et,  si  l'on  procède  par  tranches  normales  à  Ox  ou  à  Oy,  on 
trouve  de  même 


(6) 


les  notations  n'ajant  pas  besoin  d'être  expliquées. 

L'expression  (5)  de  V  ne  dépend  évidemment  que  de  la  dircc 
tion  de  l'axe  des  z\  une  remarque  analogue  s'appliqi:e  zix 
expressions  (6).  Il  en  résulte  que  le  volume  d'un  solide,  tel  que 
nous  l'avons  défini,  est  indépendant  du  choix  des  axes  :  c:ir  on 
peut  toujours  passer  en  trois  temps  d'un  système  d'axes  rectangu- 
laires à  un  autre  de  même  origine,  un  axe  étant  laissé  fixe  à 
chaque  temps. 

9.  Autres  expressions  du  volume.  —  Soit  C  la  région  du  plan 
des  xy  à  l'intérieur  de  laquelle  se  projettent  les  points  du  solide  S  ; 
à  un  instant  quelconque,  le  plan  des  xy  se  trouve,  d'après  l'hjpo- 
thèse,  divisé  en  carrés  égaux  :  appelons  A<7  l'aire  d'un  carré  inté- 
rieur à  C,  ou  l'aire  de  la  partie  intérieure  à  C  d'un  carré  mordant 
sur  C.  L'un  et  l'autre  des  carrés  considérés  sert  de  base  à  une  file 
de  cubes,  parallèle  kOz.  Désignons  parx,  j>^  les  coordonnées  d'un 
point  de  l'aire  Aa;  par  \(x^y)  la  longueur  totale  interceptée  par 
le  solide  sur  la  parallèle  à  l'axe  des  z  issue  de  ce  point  :  ceux  des 
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cubes  de  la  file  envisagée  qui  sont  intérieurs  au  solide  ont  un 
volume  total  évidemment  inférieur  à  )»(^,^)At;  en  répétant  le 
même  raisonnement  pour  toutes  les  files  qui  rencontrent  le  solide, 
sommant  et  passant  à  la  limite,  on  obtient  ainsi  l'inégalité 

De  même,  en  considérant  les  cubes  de  la  file  qui  sont  intérieurs 
au  solide  ou  qui  mordent  sur  lui,  on  trouvera 

on  a  donc  rigoureusement,  puisque  V'=  V  (n®  8), 

c 
ce  qui  exprime  le  volume  par  une  intégrale  double,  car  X(x,^) 
peut  se  calculer  sans  quadrature,  dès  qu'on  connaît  Téquation  de 
la  surface  qui  limite  le  solide.  En  procédant  par  files  parallèles 
à  Ox  ou  Oy^  on  obtiendra  deux  autres  expressions  analogues 
pour  V. 

10.  Intégrale  triple.  —  L'intégrale  triple  se  définit  de  la  ma- 
nière suivante.  Soit  /(^,  y^  z)  une  fonction  de  trois  variables 
continue  à  l'intérieur  d'un  corps  ou  volume  limité,  V;  si  l'on  dé- 
compose V  en  éléments  de  Nohime,  AV,,  ...,  AV„,  ...  et  si 
^nî^/i?  -2/1  est  un  point  quelconque  de  l'élément  AV„,  la  somme 

tend,  lorsque  les  dimensions  des  éléments  AV;,  ont  pour  limite 
zéro  dans  tous  les  sens,  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  indé- 
pendante du  mode  de  décomposition  de  V  et  du  cboix  des  points 

Cette  limite  se  représente  par  le  symbole 


SSL 


f(,x,y,z)dW,        ou        ^sf{x,y,z)dW. 
£d  particulier  si  Ton  divise  le  volume  Y  en  éléments  infiniment 
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petits  par  des  plans  normaux  à  O^  distants  de  d/x,  à  Oy  distants 
de  dy,  k  Oz  distants  de  ds  (axes  rectangulaires),  rélément  de 
volume  AV  sera  dx  dy  dz  et  l'intégrale  triple  s'écrira 


jJj/(^^  yj^)dx  dy  dz. 


On  démontre,  comme  dans  le  cas  de  l'intégrale  double,  que 
l'intégrale  triple  existe  et  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  indé- 
pendante du  mode  de  décomposition  du  volume  V,  ainsi  que  du 
choix  des  points  Xn^ynt  ^n*  H  suffit  que  /{^ly-i  ^)  soit  continue 
à  l'intérieur  et  sur  le  contour  du  volume  V,  supposé  lui-même 
limité  dans  tous  les  sens  :  ce  volume  est  dit  champ  d^ intégra- 
tion de  l'intégrale  triple. 

H.  Remarque.  —  Pour  définir  une  intégrale  double  ou  triple 
il  faut  donc  se  donner,  non  seulement  la  fonction  à  intégrer,  mais 

un  champ  d* intégration,  aire  pour  /  /,  volume  pour  f  1  f  - 

Analytiquement  le  champ  est  défini  par  une  ou  plusieurs  iné- 
galités; par  exemple,  si  le  champ  est  l'intérieur  du  cercle 
x^-hy'^=  R'^,  on  peut  dire  que  l'intégrale  double  est  étendue  à 
tous  les  points  x,y  qui  vérifient  l'inégalité 

L'existence  de  l'intégrale  double  ou  triple  n'a  été  établie  qu'à 
la  condition  que  le  champ  soit  fini  (c'est-à-dire  n'ait  aucun  point 
à  l'infini)  et  que  la  fonction  à  intégrer  soit  continue  à  l'intérieur 
et  sur  le  contour  de  ce  champ.  On  essaiera  plus  tard  de  s'alTranchir 
de  ces  restrictions. 


II.  -  CALCUL  DES  INTÉGRALES  MULTIPLES. 


12.  Lemme  I.  —  Décomposons  le  champ  C,  d'une  intégrale 
double,  en  rectangles,  ayant  leurs  côtés  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées,  et  cela  d'une  manière  quelconque;  faisons  tendre 
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eosuite  vers  zéro,  suivant  une  loi  arbitraire,  les  deux  dimensions 
de  chaque  rectangle. 
A  un  instant   quelconque,  l'aire  C  est  ainsi  décomposée  en 

Fig.  4. 


éléments  Ao-/,,  dont  certains,  ombrés  sur  la  figure,  proviennent  de 
rectangles  mordant  sur  C.  Je  dis  qu'on  peut  négliger  dans  la 
somme 

dont  la  limite  est  l'intégrale  double   /  /  /(^,  J^)rfo-,  les  termes  (*) 

qui  correspondent  à  ces  éléments  ombrés.  La  limite  de  la  nouvelle 
somme  sera  toujours 

f{x,  y)  d9. 


Il, 


La  valeur  absolue  de  la  partie  négligée  est  en  effet  inférieure 
à  MoO-,  Mo  désignant  le  maximum  du  module  de/{x,y)  dans 
Taire  C,  et  <j  la  somme  des  aires  ombrées  :  comme  o-  tend  évidem- 
ment vers  zéro  (^)  en  même  temps  que  les  dimensions  de  tous  les 
rectangles,  le  lemme  est  établi. 

On  verrait  de  même  que  l'on  peut  remplacer  dans  la  somme  (i), 
sans  changer  sa  limite,  chacune  des  portions  ombrées  (')  par  l'aire 
totale  du  rectangle  auquel  elle  appartient. 

Xr 
^{y)dy,    où 

Ton  suppose  y'<Zy\  et  où  o(y)  est  une  fonction  continue  de^. 


(')  Ou  quelques-ans  seulement  des  termes. 

(^)  Car,  lorsque  les  dimensions  des  rectangles  deviennent  suffisamment  petites, 
l'aire  ombrée  totale  finit  par  rester  comprise  entre  la  courbe  C  et  une  courbe 
parallèle  et  intérieure  à  C,  aussi  voisine  qu^on  veut  de  C. 

C)  Ou  quelques-unes  seulement. 


l4  PREMIÈRE  PARTIE.   -—  COMPLEMENTS   DU   CALCUL   INTÉGRAL. 

Désignons  par  rji,T,2,  ...,''1A>  •'•?^/»  d^s  quantités  croissantes, 
arbitrairennent  choisies  entre  y'  et  y" ]  posons,  pour  la  sjraélrie 
des  notations,  y'=riQ,^":=7)jt»+i,  et  soient  [jl^^  et  Ma  le  minimum 
et  le  maximum  de  <f{y)  enire  tja  et  7^*4.1.  Je  dis  que  I  est  compris 
entre  les  deux  sommes 

En  effet  on  peut  écrire 

y\9       ^-ni  *^^k  ^"Tip 

et  Ton  a  (Tome  I,  n<»  263,  2«) 

f         <^(y)dyi:{7ik+i'-y\k)y^ky 
fïk 

ce  qui,  par  addition  des  inégalités  analogues  membre  à  membre, 
démontre  la  proposition. 

13.  Calcul  de  l'intégrale  double.  —  Cela  posé,  pour  calculer 
rinlégrale  double 

J=ffAx,y)d<i, 

nous  admettrons,  ce  que  l'on  peut  toujours  réaliser  par  le  partage 
de  l'aire  G  en  plusieurs  autres,  que  le  contour  du  champ  n'est 
coupé  qu'en  deux  points,  au  plus,  par  toute  parallèle  à  Oy  (*). 

Divisons  le  champ  en  tranches  verticales  par  des  parallèles 
à  Oyj  menées  par  les  points  Xq^  Xx,  .  . .,  Xm^  . . . ,  X©  de  Taxe 
des  X  (Jig'  5);  x^^  et  Xq  sont  les  abscisses  extrêmes  des  verti- 
cales qui  rencontrent  le  contour  du  champ  (^o  étant  inférieur 
à  Xq),  et  ^< ,  . . . ,  Xnn  .  .  •  sont  marqués  arbitrairement  en  allant 
de  Xq  vers  Xo. 

Considérons  maintenant  la  tranche  comprise  entre  les  verti- 
cales Xm  et  Xm-i-i  ;  divisons-la  en  rectangles  par  des  horizontales, 
dont  les  deux  extrêmes  passent  par  les  points,  d'ordonnées  y'„^ 


(1)  Pour  simplifier  le  langage,  on  appellera  verticales  ,les  parallèles  à  Oy; 
horizontales  les  parallèles  à  Oj:. 
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^^  Tm^  ^^  '*  verticale  Xm  rencontre  le  contour  du  champ 
(v)»<J'^»);  soient  y,|,  Yjj,  . .  . ,  irijt,  ...,  yj^  les  points  de  division 
sur  cette  verticale. 

Désignons  par  {jl^ir  et  M^m  le  minimum  et  le  maximum  de 
/(j:,  jk)  sur  le  segment  'r\k'rlA^^  ;  en  vertu  de  la  définition  de  l'in- 
tégrale J  el  du  lemmel,  Jest  la  limite  commune  des  deux  sommes 
doubles 


et 


m      k 


Dans  chacune  de  ces  sommes,  considérons  les  termes  qui  cor- 
respondent  aux  rectangles   de    la   tranche  Xm^m^i  ;   le  facteur 

Fig.  5. 


0     •af©  JCW*.  Xm-t-t 


Xq  oc 


Xm^i  —  Xm  leur  est  commun  et  peut  sortir  du  signe  som  matoire  S;t, 
de  sorte  que  les  deux  sommes  s'écrivent 

Or  [jL^^  et  Mato  sont  le  minimum  et  le  maximum  de/(Xjy)  sur 
le  segment  t^aTia+i  ,  c'est-à-dire  de  la  fonction /(^T;,,, y),  lorsque  x„i 
étant  regardé  comme  constant,  y  varie  de  r^*  à  r^/^^i.  Donc,  en 
vertu  du  lemme  II,  on  a 

étant  bien  entendu  que  dans  l'intégrale    /      /(^wi,  y)  dy,  Xm  est 

•/y/ 

Jm 

regardé  comme  une  constante   el  que*  la  variable  d'intégration 
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esl  y.  Celle  inlégrale  est  dès  lors  une  fonclion  de  Xm^i  donl 
dépendent  aussi  ses  limites  j^J^  ^'^  ym\  appelons-la  Y(^x„^^  en 
posant (*) 

(3)  \f{x^,y)dy  =  ?(,x,ny 

Malllplions  maintenant  par  Xm+i  — Xm  (quantité  positive)  les 
trois  membres  des  inégalités  (2),  et  faisons  la  somme  pour  tous 
les  intervalles  Xm^m+\  '  nous  voyons  que  la  somme 

2  (ar;„^-l  —  ar^ )  F (ar;„  ) 
est  comprise  entre  les  deux  sommes 

2m(^m-4-l  —  a:,rt)  2A-(TlJb4-i—  'n*)MA•m• 
MaiSf   comme   on  Ta  dit  plus  haut,  ces  deux  dernières  ont 
pour  limite  Tintégrale  double  J,  lorsque  les  intervalles  Xm^nu^i 
et  TiAT'iA+i   tendent  vers  zéro;  la  première  somme  a  évidemment 

pour  limite  l'intégrale  simple  /  ¥{x)dxy  et  Ton  a  dès  lors,  en 
remplaçant  F(jr)  par  sa  valeur  (3), 

(4)  J=y     ?(x)dx  =  J"dx\j    f{x,y)dyV 

y  tiy"  étant  les  ordonnées  des  points  où  la  verticale  d'abscisse  x 
rencontre  le  contour  du  champ. 

On  voit  ainsi  que  Tintégrale  double  se  calcule  à  l'aide  de  deux 
quadratures  simples  successives;  dans  l'intégrale  simple  en  y,  que 
Ton  calcule  d'abord,  x  est  traité  comme  une  constante,  comme 
on  l'a  dit  plus  haut,  de  sorte  que  cette  intégrale  est  une  fonc- 
tion de  x,  qui  figure  aussi  dans  ses  limites  y  et  y,  La  fonclion 
de  X  obtenue  ainsi  doit  ensuite  être  intégrée  par  rapport  à  x 
entre  Xo  et  Xo,  ces  deux  limites  étant  des  constantes  absolues. 

14.  Remarque  I.  —   Le  résultat  aurait  été  le  même,  puisque 

(*)  Il  est  facile  d établir  que  F(x)  est  uoe  fonction  continue  de  jt,  entre  x» 
et  X«,  si  y'  et  ,>  '  sont  elles-mêmes  des  fonctions  continues  de  x  dans  le  même 
interfalle,  e&trémitcs  comprises. 
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rÎDtégrale  double  a  une  valeur  unique,  si  Ton  avait  procédé  par 
tranches  parallèles  à  Ox.  Si  donc  y^  et  Yo  sont  les  ordonnées 
des  parallèles  extrêmes  à  O^  qui  rencontrent  le  contour  du 
champ,  et  af  ^  af  les  abscisses  (fonctions  de  y)  où  le  contour  est 
coupé  par  la  parallèle  à  Oj:  d'ordonnée ^,  on  aura(*) 

15.  nemarque  II.  —  Dans  le  cas  où  le  champ  d'intégration  est 
un  rectangle  {fig-  6),  compris  entre  les  parallèles  aux  axes 

X  =  a,        X  =  6;        Y  =  c,        Y  =  </       (,a<b,  c  <rf), 
les  limites  jk'  et  y  de  l'intégrale    /     f{^ty)^y  sont  indépen- 

Jyl 

dantes  de  x  et  égales  à  c  et  </;  ^^  et  Xq  sont  a  et  b.  De  même, 

Fig.  6. 

3/ 
d.  ... 


au  second  membre  de  (5),  les  limites ^o  et  Yq,  J?'et  ocf^  sont  aussi 
ceid,  a  et  è,  de  sorte  que  la  formule  (3)  devient 

J     dxj    f{x,y)dy=  j     djrj    /{x,y)dx; 

ce  qu'on  exprime  en  disant  que  : 

Entre  des  limites  constantes,  on  peut  renverser  C  ordre  des 
intégrations. 

Mais  on  ne  peut  le  faire  avec  sécurité  que  si  la  fonction  f{x^  y) 
est  continue  dans  le  rectangle,  supposé  lui-même  fini,  car  Texis- 
tence  de  l'intégtale  double  n'est  établie  que  dans  ces  conditions. 


(*)  En  supposant  que  les  parallèles  à  Oâ;  coupent  1c  conlour  du  cbamp  en  dei:\ 
points  au  plus. 

H.  -  II.  a 
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Règle.  —  En  résumé,  voici  la  règle  à  retenir  pour  le  calcul 
de  V intégrale  double  1  f  /(x^y)dxdj'. 

On  écrit 

fd^[fAT,y)dy]^l 

dans  l'intégrale  //(^,  y)dy^    que   Ton  calcule  d'abord,  x  est 

regardé  comme  constant,  et  les  limites  sont  les  valeurs  de  y  qui 
correspondent  aux  deux  points  du  contour  du  champ  dont 
l'abscisse  est  x,  la  limite  inférieure  étant  la  plus  petite  de  ces 

deux  valeurs;  dans  l'intégrale  l  dx\  j  f{x^ y) dy  que  Ton  cal- 
cule ensuite,  les  limites  sont  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur 
que  prend  x  sur  le  contour  du  champ. 

16.  Calcul  de  Tintégrale  triple.  —  Pour  calculer 

J  j   j  f{x,y,  z)d\     ou    jjjf{x,y,z)dxdydz, 

on  peut  raisonner  exactement  comme  on  vient  de  le  faire  dans  le 
cas  de  l'intégrale  double;  toutefois,  pour  abréger,  nous  présente- 
rons la  démonstration  sous  une  forme  moins  rigoureuse  et  plus 
sommaire  :  il  n'y  aurait  aucune  difficulté  à  rétablir  la  rigueur. 

Admettons  encore,  ce  que  l'on  peut  toujours  réaliser  par  le 
partage  du  champ  en  plusieurs  autres,  que  la  surface  qui  limite  le 
volume  donné  V  n'est  coupée  qu'en  deux  points,  au  plus,  par 
toute  parallèle  à  l'axe  des  z. 

Divisons  le  champ  V  en  tranches  verlicales,  par  des  cylindres 
juxtaposés,  n'empiétant  pas  les  uns  sur  les  autres,  et  de  généra- 
trices parallèles  à  O^  {fig-  7)- 

Soient  d^  l'aire  de  la  section  (droite)  d'un  de  ces  cylindres  par 
le  plan  des  xy\  x^  y  les  coordonnées  d'un  point  pris  à  l'intérieur 
ou  sur  le  contour  de  cette  aire;  z'  et  z"  les  cotes  des  deux  points 
où  la  verticale  du  point  x^  y  coupe  le  contour  du  champ. 

Décomposons  maintenant  la  tranche  verticale  considérée  en 
éléments  de  volume  infiniment  petits  par  des  plans  normaux  à  O:», 
distants  de  dz.  Si  z  est  la  cote  d'un  point  d'un  de  ces  éléments, 
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Î9 


dont  le  volume  est  dadzj  le  terme  de  Tintégrale  triple  qui  cor- 
respond à  l'élément  envisagé  est  /{^^y,  z)d<Tdz;  Ja  somme  des 
termes  analogues  qui  correspondent  aux  éléments  du  volume  V 
situés  à  rintérieur  du  cylindre   considéré  est  évidemment,  à  la 

limite, 


(6) 


d7 


z)dz, 


x  et/ étant  regardés  comme  constants  dans  Tintégrale  en  z.  11 
faut  faire  maintenant,  pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  triple,  la 
somme  des  expressions  (6)  qui  correspondent  à  toutes  les  tranches 

V'y%'  7- 


KSl^-^'^ 


verticales  comprenant  des  points  du  volume  V  :  celte  nouvelle 
somme  s'étend  par  suite  à  toutes  les  aires  d<T  et  à  tous  les  points  x^y 
situés  à  l'intérieur  du  contour  apparent,  C,  du  volume  V  sur 
le  plan  des  xy.  Le  résultat  de  la  sommation  est  donc,  à  la  limite, 
^intégrale  double 


//'''U'-^^^'^'^^H- 


prise  dan$  le  champ  C;  ce  champ,  répétons-le,  est  rintérieur 
du  contou  r  apparent  du  volume  V  sur  le  plan  des  xy,  ou  encore, 
la  région  du  plan  des  xy  à  l'intérieur  de  laquelle  se  projettent  les 
points  de  ce  volume. 
Sous  le  bénéfice  de  cette  définition,  on  a  donc 

////(^,  yyz)dx  dy  dz  =JJ  dx  dy  \j    f{x,  y,  z)dz\, 

et  Ton  ne  devra  pas  oublier  : 
i®  Que  ^  et  ^"  sont  fonctions  de  x  et  y; 
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2°  Que  X  ety  sont  regardés  comme  constants  dans  Pintégration 
par  rapport  à  z. 

On  calculera  ensuite  Tintégrale  double  par  la  règle  donnée  plus 
haut. 

17.  Remarque.  —  Si  le  volume  V  est  l'intérieur  du  parallélé- 
pipède rectangle  P,  dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux  axes  et  dont 
les  faces  ont  pour  équations 

X  =  ai,        X  =  as  I        Y  =  bi,        Y  =  é>j  ;        Z  =  Ci,        Z  =  Cj, 
on  a  évidemment,  en  appliquant  la  règle  ci-dessus, 

/•/•/»  /•"•  /•f'È  /•Ct 

les  limites  sont  donc  toutes  des  constantes  absolues.  Les  intégra- 
tions commencent,  comme  toujours,  par  la  droite. 
Par  exemple 

III  ^y^  ^^  dy  dz  =   l      dx  j      dy  j      xyz  dz, 

et,  puisque  x  ely  sont  regardés  comme  constants  dans  l'intégrale 
en  z,  ainsi  que  x  dans  l'intégrale  en  jk?  on  peut  écrire 

/•«l  /•*!  /%<'l 

/      X  dx  j     y  dy  j      z  dz, 
•A»,  «Al  •>'c, 

c'est-à-dire 


cX  —  c}  b\  —  b\  a\  —  a\ 

2  2  2 

De  même 

Jjj  ^{^)^{y)yS^)dxdydz 

f       o{x)dx  I      ^{y)dy  /      jX^)dz, 

le   second  membre  étant   ainsi  le  produit   de   trois   intégrales 
simples. 
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III.  -  APPLICATIONS. 


1°   Volumes. 

18.  Expressions  diverses.  —  D'après  le  n^  9,  le  volume  d'un 
solide,  S,  qui  se  projette  à  l'intérieur  de  la  région  finie  C  du 
plan  des  xy^  s'exprime  par  l'intégrale  double 


(1) 


J  j\{x,y)dxdy, 


^[Xj  y)  désignant  la  longueur  interceptée  par  le  solide  sur  la 
parallèle  kOz  d'abscisse  x  et  d'ordonnée^  (axes  rectangulaires). 
En  particulier  : 

I®  Le  volume  compris  entre  le  plan  des  xy,  la  surface 
z  =/{Xj  y)j  et  le  cylindre  droit  qui  a  pour  base  la  courbe 
fermée,  C,  du  plan  des  xy,  a  pour  expression 


(a)  j  j  f{^,y)dxdy, 


en  supposant  que  toute  parallèle  à  Os,  ayant  son  pied  à  l'intérieur 
de  C,  ne  rencontre  la  surface  z=.f{x^  y)  qu'en  un  point. 

2**  Pour  un  solide  se  projetant  dans  la  région  C  du  plan  des  xy^ 
et  coupé  en  deux  points,  de  cotes  z^  (x,  y)  et  ^2(^,y),  par  la 
parallèle  à  Oz  issue  de  tout  point  (x^  y)  de  celte  région,  le 
volume  est 


(3) 


j  J  {^^{^^ y)  —  ^\{^^ y)\dx  dy  («j>^i). 


Enfin,  si  l'on  peut  calculer  directement  l'atVe,  o'(^),  que  le 
solide  S  intercepte  sur  le  plan  normal  à  Oz,  de  cote  s,  le  volume 
de  ce  solide  (n®  8)  s'exprime  encore  par  l'intégrale  simple 

(4)  J   <j{z)dz, 

aeib  désignant  le  minimum  et  le  maximum  de  la  cote  z,  sur  la 
surface  limite  du  solide. 
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Remarque.  —  Il  est  clair  que  le  volume  du  solide  S  est  égale- 
ment donné  par  l'intégrale  triple 

(5)  f Ç  f  dxdydz, 

car  celle-ci,  par  définition,  est  la  somme  des  éléments  de  vo- 
lume AY/i,  intérieurs  au  solide.  Elle  se  ramène  d'ailleurs  immé- 
diatement à  l'expression  (i). 

Donnons  quelques  applications  de  ces  formules. 

19.  Volume  du  tétraèdre.  —  En  menant  la  hauteur  SO  d'un 
tétraèdre  SABC,  on  décompose  le  tétraèdre  en  trois  autres,  de 
sommet  S,  ayant  pqur  bases  respectives  les  triangles  OAB,  OAC, 
OBC.  11  suffit  donc  de  savoir  calculer  le  volume  d'un  tétraèdre, 
SOAB  par  exemple,  dont  une  arête  est  en  même  temps  hauteur. 

Le  point  O  étant  l'origine  {fig-  8),  OS  l'axe  des  5,  OA  Taxe 

Fig.  8. 


des  X  (axes  rectangulaires),  et  la  longueur  OA  étant  prise  pour 

unité  de  longueur  afin  de  simplifier  les  formules,  posons  OS  =  c, 

et  soient 

my  —  57  =  o,        \iy  —{x  —  i)  =  o, 

les  équations  des  droites  OB  et  AB  dans  le  plan  des  xy. 

Le    volume    du    tétraèdre    SOAB   est    donné    par    l'intégrale 
double  (2) 

zdx  dy^ 


SI 

^    •/OAB 


OÙ  z  est  la  cote  du  point  d'abscisse  x  et  d'ordonnée  y^  dans  le 
plan  SAB.  Ce  plan  ajant  pour  équation 


--fXJ.~I  =  0 


CHAPITRE   I.   —  INTÉGRALB8  MULTIPLES.  23 

le  volume  cherché,  V,  a  pour  expression 


V=   /    /      c(i  —  X  -{-  yLy)dxd/^ 

^  •-'OAB 


le  champ  étant  Tintérieiir  du  triangle  OAB.  Pour  faire  le  calcul, 
écrivons  suivant  la  règle 


V  =  c   /  dy  /(i  —  ar-i-  ^y)  dx. 


Les  limites  de  l'intégrale  en  x  sont  les  valeurs  de  Tabscisse  x 
qui  correspondent  aux  points  P  et  Q  où  la  parallèle  à  O^r,  d'or- 
donnée j/-,  coupe  le  contour  du  champ  ;  ce  sont  donc  my  et  i  -|-  ^y  ; 
quant  aux  limites  de  l'intégrale  en  y^  ce  sont  o  et  l'ordonnée  du 

point  B,  c'est-à-dire  •  Ainsi 

•  '  ïïn  —  Il 


m  —  jjL 

1 


f  dy  j  {i  —  x  -h  iiy)dx, 

y  élant  regardé  comme  conslant  dans  l'intégrale  en  x.  Effectuons 
les  calculs;  il  vient 


-H-r 


/•m—[L       r  I      nu 

V  =  c  /         ^^  (n-  i^y)^  —  ^' 

1  1 

Jo  ^  ^  U        3(f.-//i)       Jo  6(m-fx)' 

L'aire  de  la  base  OAB  étant  —, r  et  la  hauteur  SO  étant  c, 

2(m  —  jjl)  ' 

on  retrouve  l'expression  classique  du  volume  du  tétraèdre. 

20.  Remarque.  —  On  a  commencé  par  l'intégration  en  ;r;  on 
aurait  pu  commencer  par  celle  en  y  et  écrire 

V  =  c  I  dx  j  (i  —  ar-h  \iiy)dy. 

Les  limites  pour  l'intégrale  en  y  sont  les  ordonnées  des  points 
où  la  parallèle  à  Oy^  d'abscisse  x^  coupe  le  contour  du  champ  ; 
la  limite  inférieure  est  o,  mais  la  limite  supérieure  est  Vy  de  la 
droite  OB,  ou  Vy  de  la  droite  BA,  selon  que  x  est  plus  petit  ou 


a4  PREMIÈRE  PARTIE.  —   COMPLÉMENTS  DU   CALCUL  INTÉGRAL. 

plus  grand  que  OH,  en  désignant  par  H  le  pied  de  la  hauteur  BH. 
Il  faut  donc  décomposer  Tintégrale  en  deux 

//  -//  -//  • 

et  écrire  successivement,  puisque  OH  est  égal  à  — — -— > 

m  X 

11=1  dx  f        {\-^X'\-\iy)dy. 


/RBA 


Les  calculs  s'achèvent  alors  sans  difficulté. 

21 .  Volume  de  l'ellipsoïde.  —  Soit  Pellipsoïde 

x^        y»        z^ 

a*        6«        c*  ' 

la  section  de  cette  surface  par  le  plan  normal  à  Oz^  de  cote  s,  est 
Tellipse 

a«  "^  ^>«  ""  '       cî  ' 

-5  étant  regardé  comme  une  constante.  Les  demi-axes  de  cette 
ellipse  sont 

son  aire,  a'(3),  est  donc 

On  aura  dès  lors  le  volume  de  Tellipsoïde  par  la  formule  (4)  : 
V=    /       <j(z)dz  =  'i:ab  I       (i j  Wz  =  7ca6f  ac  —  2__  j  =  i^a6c. 

2°  Centres  de  gravité, 

22.  Définition.  —  On  définit  les  coordonnées  Ç,r,,  ÎT  du  centre 
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de  gravîlé  d'un  corps  homogène,  V,  par  les  formules 


a5 


Ç  = 


j  l  I  xdxdydz  j  j    l  y  dx dy  dz 

fffdxdydz  j'C  Çdxdydz 

j  j   j  zdxdy  dz 


?  =  ■ 


SIX'-''' 


dz 


les  intégrales  triples  étant  toutes  prises  à  Tintérieur  du  corps  V. 
D'ailleurs  Tin  légrale  //  /  rfjjrf^rf^,  qui  figure  au  dénominateur, 
est  le  volume  de  ce  corps. 

23-  Exemple.  —  Centre  de  gravité  d'un  demi-ellipsoïde.  — 
Considérons  {Jig'  9)  l'ellipsoïde 


arî 


6» 


proposons<nous  de  déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  portion 
de  ce  volume  située  en  avant  du  plan  des  zx. 


Par  raison  de  symétrie,  le  point  cherché  sera  sur  l'axe  des  j^; 
il  suffit  donc  de  calculer  sa  coordonnée  7|.  D'ailleurs  le  volume  du 

demi-ellipsoïde  étant  -itaèc,  on  aura 

-nabcr^  =  j  j   1  ydxdydz, 
Tinlégrale  ayant  pour  champ  le  demi-corps.  Écrivons 

-  7:  abc  7j  =   I  I  dx  dz  I  y  dy. 
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Les  limites,  pour  l'intégrale  en  y,  sont  o  et  l'ordonnée  du  point 
où  la  parallèle  Oy,  d'abscisse  x  et  de  cote  5,  coupe  l'ellipsoïcie , 
en  avant  du  plan  des  zx;  l'équation  de  l'ellipsoïde  étant 

art        yi 


^t-^Ji-^^-'* 


l'ordonnée  en  question  est 


Quant  au  champ  de  l'intégrale  double  en  x  et  5,  c'est  évidemment, 
dans  le  plan  des  xz,  l'intérieur,  G,  de  l'ellipse  principale  ABA.'. 
Ainsi,  en  elTectuant  l'intégration  par  rapport  à  j^,  on  a 

Calculons  l'intégrale  double  dans  C.  Les  limites  pour  z,  quand  a: 
est  donné,  sont  —  cl/  i  —  2_  et  -f-  ci/  i  —  ^  ;  les  limites  de  x 
sont  ensui  te  —  a  et  +  a  ;  donc 


=  Ç£"''rfx[ac(.-5)'-^,.c.(,-|)'J 

On  calcule  l'intégrale  en  x  par  le  changeme.it  de  variable 

^  =  aco5<p,         d'où         -TzaTi=~ba    j      sin^^c^cp; 

3 
d'après  le  n''  273  du  Tome  I,  l'intégrale  simple  est  égale  à  -^iî", 

donc  : 

3  .  3 

Tzr,  =  26  -^ir;         c'est-à-dire         tj  =  -  6. 
16  o 
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24.    On  définit  de  même  le  centre  de  gravité  d'une  aire  plane,  C, 
par  les  formules 

j   l  X  dx  dy  l    l  y  dxdy 

?  =  — F^Tî •         ^  = 


j   j  dxdy  I   j  dxdy    ' 


et  Pon  a  ainsi  à  calculer  trois  intégrales  doubles;  celle  qui  figure 
eo  dénominateur  est  Taire  du  champ  C. 


3**  Moments  dUnerlie. 

25.  Définition.  —  On  nomme  moment  d'inertie  d'un  élément 
de  volume  par  rapport  à  une  droite  le  produit  de  la  masse  de 
rélément  par  le  carré  de  sa  distance  à  la  droite;  le  moment 
d'inertie  d'un  corps  est  la  somme  des  moments  d'inertie  des  élé- 
ments de  volume  qui  le  composent.  Si  donc  V  est  le  corps,  si  |jl 
est  la  densité  de  l'élément  dV^  r  sa  distance  à  la  droite,  le  moment 
d'inertie  du  corps  V  sera 


=///' 


r^dV. 


Pour  un  corps  homogène,  |jl  =  const.;  et  tout  revient  à  calculer 
l'intégrale  triple 


//x 


r^dV, 

V 


26.  Exemple.  —  Moment  d'inertie  d'un  prisme  rectangu- 
laire par  rapport  à  un  de  ses  axes,  —  Soit  le  prisme  d'arêtes 
2a,  26,  ac,  dont  le  centre  est  l'origine,  et  dont  les  arêtes  sont 
parallèles  aux  axes.  Son  moment  d'inertie  par  rapport  à  O^  est, 
en  faisant  p-  =  i , 

I  =fff  (^'  -+->'*)  ^^  ^.r  dz  ; 
et;  puisque  le  champ  est  un  parallélépipède  rectangle  de  faces 
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parallèles  aux  plans  de  coordonnées,  on  a  (remarque  du  n®  17)   : 

p-k-a  ^-^b  ^-\-c 

1=        /       dx  j       dy  j       {x^-^y^)dz 
=  ic  l       dx   l        {x^-{-y^)dy 

•A-rt  J-b 

=  2C   /        dx{x^y'\-^\      =46c   /        {x^-\--^\dx=-rabc{a^'^b^). 


lY.  —  CHANGEMENT  DE  VARIABLES  DANS  UNE  INTÉGRALE 
MULTIPLE. 


27.  Coordonnées  polaires.  —  Nous  traiterons  le  cas  de  rinté- 
grale  double  en  considérant  d'abord  un  exemple  particulier. 
Dans  l'intégrale 

I  =  JjA^y  y)dxdy, 

prise  dans  un  champ  limité  G,  on  fait  le  changement  de  variables 

a7  =  pcosa),        y  =  psina), 

et  l'on  demande  l'expression  transformée  de  I,  en  p  et  w. 

L'intégrale  proposée  s'écrit   /  /  f{x^y)d'7^  d^i  étant  l'élément 
d'aire  du  plan  :  or,  si  l'on  divise  le  champ  en  éléments,  par  des 

Fig.  10. 


circonférences  ajanl  pour 'centre  l'origine  et  par  des  rayons  issus 
de  ce  centre  {fig-  lo),  l'aire  ombrée,  comprise  entre  les  circonfé- 
rences de  rayons  p  et  p-i-rfp,  et  les  rayons  d'angles  polaires  eu 
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et  w  -h  rfw,  a  pour  expression  rigoureuse  (différence  des  aires  de 
deux  secteurs)  : 

A j  =  -  (  p  -4-  ûfp  )*  û^tu p*  dm  =  p  dp  dui  -i-  -  dp*  rfco. 

Or  Fintégrale  I  étant,  par  définition,  la  limite  de  la  somme 

2/(pcosa),  psiiia>)A(j, 
on  aura 

I  =  lim  I  £/(p  coso),  p  sinto>)p  dp  dm  h —  S/rfp*  dta  1. 

Dans  cette  expression,  la  seconde  somme  a  pour  limite  zéro 
quand  les  dp  et  rfco  tendent  vers  zéro.  En  effet,  soient  M©  le 
maximum  du  module  de  /{x,  y)  dans  le  champ  G,  et  A  l'aire  du 
champ  (A)  en  p,  co  qui  correspond  à  G,  c'est-à-dire  l'aire  de  la 
région  d'un  plan  où  reste  le  point  de  coordonnées  cartésiennes  rec- 
tangulaires, p,  (I)  quand  le  points,  y  reste  dans  G  :  dès  que  lesûfp 
sont  inférieurs  à  e,  le  module  de  la  seconde  somme  est  inférieur  à 

-  MoE  £c?pe/a),     ou  à     -MofiA, 

ce  qui  démontre  la  proposition,  car  le  champ  A  est  fini  lorsque  le 
champ  G  l'est  lui-même. 

Quant  à  la  première  somme,  elle  tend  évidemment  vers  l'inté- 
grale double 


I  I  f(p  costi),  p  sina))p  dp  rfu>, 


prise,    en    coordonnées    cartésiennes    rectangulaires,    dans    le 
champ  (A). 

Tel  est  le  résultat  demandé  :  d'ailleurs  pour  calculer  l'inté- 
grale transformée  en  p,  co,  il  n'est  pas  nécessaire  de  passer  par 
l'intermédiaire  du  champ  (A)  :  grâce  à  la  signification  géométrique 
simple  des  coordonnées  polaires,  il  est  aussi  aisé  de  se  servir  du 
champ  G.  On  a  en  effet,  en  appliquant  la  méthode  générale  de 
calcul  d'une  intégrale  double, 

1  =  j  dta  f  f.pdp\ 
les  limites  de  l'intégrale  en  p  sont  les  valeurs  extrêmes  que  prend 


3o 
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le  rajon  vecteur  lorsque  'l'angle  polaire  a  la  valeur  w;  ce  sont 
donc(yî^.  1  i),  p'=OM'  et  p''=OM";  les  limites  de  l'intégrale  en  w 

Fig.  II. 


sont  (ùQ  et  Ûq,  minimum  et  maximum  de  l'angle  polaire  pour  tout 
le  champ.  Ainsi 

1=    /       dit}  j      /(p  coso),  p  sinto)p  rfp. 

28.  Remarque.  —  Cet  exemple  montre  qu'on  ne  doit  pas  rem- 
placer rfx  et  û(^  dans   /  /  /(^,j^)rfx^par  leurs  valeurs  obtenues 

en  différentiantles  équations  x  =  p  cosio,  yr=  p  sino>,  du  change- 
ment de  variables  ;  cette  opération,  d'ailleurs,  conduirait  à  un 
résultat  sans  signification,  puisqu'elle  introduirait  des  ternies 
en  rfp2  et  rfw^,  et  non  pas  seulement  un  terme  en  dpdiù. 

29.  Cas  général.  —  Si  l'on  a  à  faire  le  changement  de  variables 
général, 

on  pourra  raisonner  d'une  manière  analogue,  en  divisant  le  plan 
à  l'aide  des  courbes  u  =  const.  et  c'  =  const.  :  la  courbe  u=  Uq 
est  celle  dont  on  obtient  l'équation  en  faisant  u  =  Uo  dans  les 
deux  relations  précédentes,  et  éliminant  i^  entre  ces  relations; 
on  définit  de  même  la  courbe  «^  =  v^. 

Or  il  est  aisé  de  trouver  la  valeur  principale,  rfo-,  de  l'aire 
ombrée  {Jig'  12)  comprise  entre  les  courbes  (u)  de  paramètres 
a  et  w  +  dUf  et  les  courbes  (ç>)  de  paramètres  v  el  {^  -h  d^^  :  le  plan 
peut  être  en  effet  regardé  comme  une  surface  définie  paramétrique- 
ment  par 

a?  =  cp(a,i;),         y=:^{u,v),        ;î  =  o; 
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et  l'on  a  Irouvé,  pour  la  valeur  principale  cherchée  (  '  )  (Tome  I, 
n-  418), 

dfj  =  du  ûfi'/Aï-hBï+C». 

Ici  C=  ;p  ;p — ■?-  -r-;  G  est  donc  le  Jacobien,  J{u,  v),  des 


dv  du' 


Fig.  la. 


if-^cUf 


u^duu 


deux  fonctions  ?(w,  ^)  et  if{u^  (^);  d'ailleurs  A  =  B  =  o.  On  a 
donc,  pour  la  valeur  exacte  de  Taire  considérée, 

tuv  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  du  et  dv\  et  de  là 
résulte  pour  l'intégrale  proposée, 

1  expression 

I  =  lim  2/[cp(a,  p),  ^^(m,  v)]  modJ  du  dv  -+-  lim2/.£„t,  du  dç. 

La  première  somme  a  pour  limite  l'intégrale  double 

r/ /[?(">  «'■)>  'K"»  ^)]  modJ(M,  v)  du  dv, 

prise  dans  un  champ  en  u,  v  facile  à  déterminer;  pour  établir 
que  la  seconde  a  pour  limite  zéro,  il  faudrait  montrer  que  mode^,, 
reste,  pour  toutes  les  valeurs  Ae  u^  v  comprises  dans  le  champ, 


(')  On  pourrait  opérer  aulrement  en  observant  que  l'aire  curviligne  MNQP  a 
pour  valeur  principale  le  double  de  l'aire  du  triangle  rectiligne  MNP.  Or  les 
points  M,  N,  P  ont  respectivement  pour  coordonnées  (aux  inGniment  petits  près 


du  second  ordre )  x,  y;  x- 


ôx  ^  dy  ,  dx  ,  ày   ,     ,,  . 

3-  du,  y  -h  -f  du;  x  -\-  -r-  dv,  y  +  ^  ds;\  l'aire 
du       ^  "^        du  dv  dv 


da  triangle  est  par  suite,  en  vertu  de  son  expression  connue  par  un  déterminant, 
égale  à  ^tift£^(^mod  J(u>  v)^  en  valeur  principale. 
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et  à  partir  de  valeurs  sufGsamment  petites  de  du,  dv^  inférieur  à 
un  nombre  donné,  a,  si  petit  soit-il  :  sans  cela,  on  ne  sera  pas 
sûr  que  la  seconde  somme  tende  vers  zéro  (voir  un  cas  analog^ue 
au  n**  315  du  Tome  I).  La  démonstration  serait  délicate  et  s*éteii- 
drait  difficilement  d'elle-même  au  cas  de  l'intégrale  triple;  il  sera 
plus  simple  de  suivre  une  autre  méthode  et  de  fractionner  Ja 
question. 

30.  Première  partie.  —  Supposons  d'abord  qu'on  ne  chang^e 
qu^une  seule  des  deux  variables,  y  par  exemple,  en  posant 

(I)  y=¥{x,u), 

u  étant  la  nouvelle  variable  remplaçant  y\  il  s'agit  de  chercher 
l'expression,  en  x  et  m,  de  l'intégrale 


^  =  J  f  A^iy)da;dy. 


On  peut  admettre,  sans  restreindre  la  généralité,  que  la  fonc- 
tion  j-  garde  un  signe  constant  dans  le  champ  d'intégration  :  en 

effet,  -T-  est  une  fonction  de  x  et  de  w,  et,  par  suite,  d'après  (i), 
c'est  une  fonction  de  x  et  de  y,  soit  f{x,  y)  ;  or,  la  courbe 

divise  le  champ  primitivement  donné  en  champs  partiels,  dans 

chacun  desquels  la  fonction  o,  c'est-à-dire  -r->  conserve  le  même 

'  *  ou 

signe,  et  il  suffira  de  supposer  d'abord  que  G  est  un  des  champs 
partiels. 

Cela  posé,  regardons  x  et  y  comme  les  coordonnées  rectangu- 
laires d'un  point  dans  un  plan  P,  x  et  u  comme  les  coordonnées 
d'un  point  dans  un  plan  P',  et  établissons  entre  les  points  de  P  et 
de  P'  la  correspondance  suivante.  A  un  point  M'{x^  u)  de  P',  fai- 
sons correspondre  le  point  M  de  P,  qui  a  même  abscisse,  x,  et 
qui  a  pour  ordonnée  la  quantité  j^  définie  par  (i),  y  =  F(x,  u). 

Lorsque  le  point  M  (Jig.  i3)  reste  à  l'intérieur  du  champ  C,  le 
point  correspondant  M'  reste  à  l'intérieur  d'un  champ  G';  il  est 
clair  que  si  M  est  sur  le  contour  de  G,  M'  est  sur  le  contour  de  G'  • 
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de  plus,  pour  les  deux  champs  G  et  C,  les  abscisses  extrêmes 
X9  etXg  sont  évidemment  les  mêmes  :  on  admet  essentiellement 
que  la  correspondance  entre  les  points  des  deux  champs  est  uni- 
voqucy  c'est-à-dire  qu'à  un  point  x,  u  de  C  ne  répond,  par  (i\ 
qiruo  point  x,  y  de  C,  et  inversement. 
Cela  posé,  on  peut  écrire  l'intégrale  l  : 


<-2) 


1=  f  'dx  f  ' f{x,y)dy         {y,<yt\ 


y  s  et  j^2  étant  les  valeurs  de  y  qui  correspondent,  sur  le  contour 
du  champ  C,  à  la  valeur  x  de  l'abscisse. 

Fig.  i3  et  \\. 
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Or,  dans  l'intégrale    /      /(x,  y)  dy^  x  est  regardé  comme  con- 

stanl;  si  donc  on  pose  j^  =  F(x,  w),  on  aura  dy  =  -r-du^  et,  par 

suite, 


(3j 


W|  et  Wj  étant  les  valeurs  de  a  qui  répondent  par  y  =  F(x,  u)^ 
aux  valeurs^!  et^j  de  j^;  ce  sont,  en  d'autres  termes,  les  u  des 
points  du  plan  P'  qui  correspondent  aux  points  (x,  ^,  )  et  (x,  ^2) 
du  plan  P. 
Soient  U|  la  plus  petite,  U2  la  plus  grande  des  quantités  u^^  Ui\ 
H.  -  II.  3 
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je  dis  que  l'on  a 

(4)  y""/(^.F)^^"  =  /  '/(^,F)niod(~)rf«. 

Car  la  relation 

dy  =  ^—  du 

^        au 

montre  que,  si  j-  est  posilifdans  le  champ,  u  croît  en  même  temps 
que^  {x  étant  constant),  et,  comme  on  a  y,  <  J^a,  on  aura 

Ml  <  Wî, 

c'est-à-dire  que 

et  la  relation  (4)  est  évidente.  De  même,  si  t~  est  négatif  dans  le 

champ,  u  décroît  quand  y  croît  (x  étant  constant),  et,  comme 

on  a  yt  <7'2î  o"  aura 

u,  >  a„ 
d'où 

Wl^Uî,  M,-Ui, 

et  la  relation  (4)  est  encore  évidente. 

Donc  enfin,  en  vertu  de  (2),  (3)  et  (4),  il  vient 

(5)  \r^  Ç   '  dx   C  '  f{x,¥)moà(^^du. 

Si  maintenant  on  se  reporte  à  la  figure  i4,  on  voit  que  le 
second  membre  de  (5)  n'est  autre  chose,  d'après  sa  forme  même, 
que  l'intégrale  double 


/jr/(.,F)«od(g)^.rf« 


prise  dans  le  champ  G';  car,  pour  calculer  celte  intégrale,  la 
règle  générale  conduit  précisément  à  écrire  le  second  membre 
de  (5). 

On  a  ainsi  résolu  le  problème,  c'est-à-dire  trouvé  la  forme  de 
l'intégrale  donnée  en  introduisant  les  variables  x  ei  u  \  observons 

maintenant  que  j-  n'est  autre  chose  que  le  jacobien  des  anciennes 

variables,  x  et  y,  par  rapport  aux  nouvelles,  x  et  u.  Les  formules 
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de  transforma tioQ 

x  =  x,       ^  =  F(a7,w) 

doDnenl  en  effet 

d{x,  u) 

I        o 
àx     du 

dF 

"  du' 
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La  formule  (inale  est  donc 

■^^       Jf  A^^y)^^^y  =  ffA^^^)^<'^J(^d^^^' 


B€marqu€.  —  Cette  formule  est  indépendante  du  signe  con- 
stantque-^-a  été  censé  garder  dans  le  champ  C;  on  en  conclut 
qu^elle  est  vraie  même  si  -p  change  de  signe  dans  le  champ. 

En  effet,  supposons  que,  dans  la  partie  C|  du  champ,  %-  soit 

positif,  et  que,  dans  la  partie  C2,  il  soit  négatif.  La  formule  (6) 
étant  vraie  pour  les  champs  C|  et  C^,  on  a 

f  f  /(^»  y)dxdy=z  f  f  f{x,  F)  raod J  dx  du, 

I  I    f{^f  y)dx  dy  =   j   j    f{x,F)mod5  dxdu; 

d'où  l'on  tire,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

/  /  /(^»  y)  dxdy==    1  j  /(o?,  F)  mod  J  dx  du, 

Celant  le  champ  total,  C,  -i-C'jj,  ena:et  w,  qui  répond  au  champ  C 
en  X  t\,  y.  c.  q.  f.  d. 

31.  Seconde  partie.  —  Changeons  maintenant  les  deux  va- 
riables X  Qi  y\  soient  m  et  ç?  les  nouvelles  variables. 

Si  nous  prenons  d'abord  pour  variables,  à  la  place  de  x  et  j/-,  les 
variables  x  et  m,  nous  aurons,  comme  on  vient  de  le  voir, 

y  étant  remplacé,  dans  la  seconde  intégrale,  par  sa  valeur  en  x  et  u^ 
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et  C  étant  le  champ  des  systèmes  de  valeurs  de  x,  u  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  x^y  du  champ  G. 

Prenons  maintenant  comme  variables,  à  la  place  de  x  et  de  u, 
les  variables  u  eX.  v\  nous  aurons,  toujours  d'après  (6), 

G"  étant  le  champ  des  systèmes  de  valeurs  de  w,  v  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  x,,  u  du  champ  G',  c'est-à-dire  aux  valeurs 
x^  y  du  champ  G. 

Or,  d'après  une  propriété  fondamentale  des  jacobiens  (T.  I, 

n*^  49),  on  a 

àjx.y)  dix,  u)  _  à(x,  y) 
d{x,u)  d{UfVJ  ~"  ô(UjV)* 

ce  qui  donne  finalement 

X  et  y  étant,  au  second  membre,  supposés  remplacés  par  leurs 
valeurs  en  u  et  v  :  c'est  le  résultat  trouvé,  moins  rigoureusement, 
au  n°  29. 

Voici  donc  la  conclusion. 

32.  Règle.  —  Pour  changer  de  variables  dans  une  intégrale 
double 

J  j  fi^^y)dxdy, 

on  substitue  à  x  et  y^  dans  f{x^y)^  leurs  valeurs  en  fonction 
des  variables  nouvelles  u  et  r,  et  Von  remplace  dxdy  par 
mod3  dudi>^  J  étant  le  facobien  de  x  et  y  par  rapport  à 
u  et  ç. 

Le  champ  de  V intégrale  nouvelle  est  V ensemble  des  systèmes 
de  valeurs  de  u,  v  qui  correspondent  aux  systèmes  de  valeurs 
de  x^  y  compris  dans  le  champ  primitif  G. 

Ainsi,  le  champ  G  étant  défini  par  une  ou  plusieurs  inégalités 
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le  champ  nouveau  sera  défini  par  les  mêmes  inégalités,  où  l'on 
suppose  X  eiy  remplacés  par  leurs  valeurs  en  ii  et  t*. 

33.  Remarque.  —  Les  démonstrations  précédentes  supposent 
qu'à  un  point  {x^y)  du  champ  primitif  C  correspond  un  et  un 
seul  point  du  champ  nouveau  en  w,  r,  et  inversement.  S'il  en  est 
autrement,  on  décomposera  le  champ  primitif  en  champs  partiels, 
de  manière  à  vérifier  la  condition  indiquée. 

Par  exemple,  si  C  est  Pinlérieur  du  cercle  x^-\-  y^  —  R^r=:  o, 
et  si  Ton  pose 

on  décomposera  le  cercle  en  quatre  quadrants,  par  les  axes  de 
coordonnées;  à  un  point  ('/,  i^)  correspond  alors,  dans  chaque 
quadrant,  un  seul  points,  r,  et  réciproquement. 

L'intégrale  double  donnée  sera  ainsi  la  somme  de  quatre  autres, 
ù  chacune  desquelles  on  appliquera  séparément  la  règle  du  chan- 
gement de  variables. 

3i.  Intégrale  triple.  —  La  règle  est  la  même  pour  une  intégrale 
iriple;  on  remplace  dx  dy  dz  par  du  dv  dw  mod  J,  J  étant  le  jaco- 
bien  de  .c,  y^  z  par  rapport  à  ii^  v^  iv.  La  démonstration  est  sem- 
blable à  celle  qui  précède. 


Applications. 

3o.  Coordonnées  polaires.  —  Si  l'on  pose 
a7  =  pcos<o,        ^  =  psinoi), 


on  trouve 


c>(p,a>)        ^' 


n,  comme  p  est  essentiellement  positif,  dxdy  doit  être  remplacé 
par  p  dci  diùy  ainsi  qu^on  Ta  trouvé  au  n"  27. 

Comme  application,  cherchons  le  centre  de  gravité  du  demi- 
rercleCj  de  rayon  R,  tangent  à  Torigine  à  l'axe  des^  {/^ff'  ^5). 
Ce  point  est  évidemment  sur  la  parallèle  à  Oy  menée  par  le 
centre  D  ;  il  suffit  donc  de  calculer  son  ordonnée  r^. 
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On  aura  (n«  24) 

j  j  ydxdy       i  j  j  jr  dx  dy 


T^  = 


11'^"'' 


7rR« 


car  l'aire   du   demi-cercle,  qui  est  le   dénominateur  de  t^,    esl 

2 

Transformons  Tinlégrale  du  numérateur  en  coordonnées  po- 


laires; il  vient 

-7:R'7)=    /   /  p'sincDcfp  6^(1). 

Commençons  à  intégrer  par  rapport  à  p,  en  écrivant 
-ttR'yj  =    /  sinoxibi   /  p*  rfp. 

Les  limites  de  l'intégrale  en  p  sont  o  et  OM,  valeurs  de  p  qui 
correspondent  à  Tangle  polaire  to  sur  le  contour  du  champ;  les 

limites  de  l'intégrale  en  co  sont  o  et  —7  valeurs  extrêmes  de  l'angle 

polaire  sur  le  contour  (n®  27);  et,  comme  0M  =  2Rcosci>,   il 
vient 

-7:R*7)=    1      ûnt3i  dtii   j  p«  û?p  =  -    /     8R>  cos'wsinio  «fco, 

16     R      J^  \     4     /o      4 


d*où,  finalement, 

36.  Remarque.  —  Si  le  champ  C  est  la  région  comprise  entre 


4  R 
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les  deux  cercles  de  rayons  Rq  et  R|  qui  ont  Torigine  pour  centre, 
et  entre  les  deux  rayons  vecteurs  d^angles  polaires  (Oq  et  a>i 
i^ff.  i6),  on  a 

/»       /»  y*  Ci)l  /«Ri 

/    /  /(p,  <•>)«??  rfu>=    /        dui   I       /(p,u)), 

^    Je  J(û^  *^R. 

les  limites  étant  des  constantes  absolues. 

Car  les  valeurs  de  p  qui  correspondent,  sur  le  contour  du  champ, 

Fig.  i6. 


à  l'angle  polaire  co,  sont  Ko  et  R|  ;  les  valeurs  extrêmes  de  co  sur 
le  contour  sont  0)0  et  (i>|. 

On  peut  dire  aussi  que  le*champ  est  défini  par  les  inégalités 

u)olculu>|,        Ro=p  =  Ri, 

c^est-à-dire  que,  si  o)  et  p  sont  regardées  comme  les  coordonnées 
rectangulaires  à^nn  point  d^un  plan,  le  champ  est  l'intérieur  d'un 
rectangle  de  côtés  parallèles  aux  axes  {fig,  17).  Donc  (n°  15) 

Fig.  17. 

Ri- 


a>o 


-L-O) 


CUi 


les  limites  sont  Rq  etR|  pour  l'intégrale  en  p,  Wq  et  Wi  pour  l'in- 
tégrale en  co. 

Les  coordonnées  polaires  seront  donc  très  avantageuses  quand 
on  aura  à  calculer  des  intégrales  doubles  dans  des  champs  limités 
par  des  cercles  concentriques  et  des  rayons  issus  de  leur  centre 
commun. 
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37.  Volumes  et  aires  planes  en  coordonnées  curvilignes.  — 
Soit  la  surface  défînie  paramétriqiiement  par 

xr=a-(u,v),        y=y(u,v),         s=z{u,v). 

Le  volume  compris  enlre  celte  surface,  le  plan  des  xy  el  un 
cylindre  droit  ayant  pour  base,  dans  ce  plan,  une  courbe  C,  est, 
comme  on  sait  (n^  18), 


V=--  Ç Ç zdxdy\ 


si  l'on  remplace  dans  l'intégrale  x^y  gI  z  par  leurs  valeurs  para- 
métriques en  u  et  <',  celle-ci  devient 

V.//,U.,.)n.«d(-g-gft).„*, 

le  champ,  en  ;/,  r,  étant  déterminé  comme  on  l'a  expliqué  au  n<*32. 
Faisons,  dans  ces  formules,  :;  =  i;  elles  donneront  Vaire  de  la 
portion  du  ])lan  des  xy  comprise  à  l'intérieur  du  champ  C. 

Exemple.    —    On    demande   la    valeur  de    l'aire   ombrée   C 

Fis.  i«. 


{Jig»  i8),  comprise  entre  les  quatre  paraboles 

^î=:aoir,        y^^a^x,         x^^b^y,         x^  —  biy, 

en  supposant  «i  >  «o  >  <S  ^i  >  ^o  >  o. 

Dans  rinlégrale  qui  donne  Taire,  à  savoir  /   /  dxdy^  faisons 
le  changement  de  variables 

y^  _  ^'  _ 
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\y 


On  en  tire 

d'où,  pour  le  jacobîen, 


1  i 


1    i 


à(T,y) 


L'intégrale  proposée  devient  donc 

d'ailleurs,  le  champ  ancien,  en  x  et  j',  étant  défini  par  les  inéga- 
lités 


«0=1       -  _«!♦ 


le  champ  nouveau,  en  u  et  r,  sera  défini  par 

ce  sera  donc  l'intérieur  d'un  rectangle,  el  l'on  aura,  pour  l'aire 
cherchée, 

38.  Élément  de  volume  en  coordonnées  polaires  et  semi-polaires. 
1°  Les  coordonnées  polaires  d'un  point  M  de  Tespace  {fig-  19) 

Fig.  19- 


M 

0/ 

9^ 

6-J* 
^^^  -.^ 

(Tome  I,  n"  283)  sont  les  quantités  p,  0  et  ^  de  la  figure:   si 
-^O'j  ^  sont  les  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  de  ce 


4'2       PREMIÈRE  PARTIE.  —  COMPLÉMENTS  DU  CALCUL  INTÉGRAL. 

point,  on  a 

X  =  Oq  =  Omcost}'  =  psinO  C05<|/, 
y  =  mq  =  0/n  sint}'  =  p  sin6  siinj/, 
5  =  Mm  =  p  cos6. 

Il  importe  d'observer  que,  quelle  que  soit  la  position  de  M 
dans  l'espace,  on  peut  supposer  p  positif,  8  compris  entre  o  et  tî, 
i(  compris  entre  o  et  it..  Réciproquement  à  un  système  de 
valeurs  de  p,  0,  i(  satisfaisant  à  ces  conditions  correspond  un  et  un 
seul  point  (^,  ^,  z)  de  Tespace. 

Les  formules  de  transformation  ci-dessus  donnent  : 


sinOcos^|'     pcosÔcos({/    — psinOsint}' 
sin6siD({/     pcosOsin<|/         psinÔcos<|/ 
cos6  —  p  sin6  o 


=  p*  sinC 


Ainsi,  dans  une  intégrale  triple,  l'élément  de  volume  dxdy  dz 
sera  remplacé  par  p^  sinÔ  rfp  rfÔ  rft{/ ;  il  n'y  a  pas  à  introduire  le 
module  du  jacobien,  puisque  p^  et  sin9  sont  positifs. 

tP  Les  coordonnées  semi-polaires  de  M  sont  Om  =  r,  4  et  z\ 
on  a  les  formules  de  transformation 

a7=rcostj^,        ^=rsiin}/,        z=^z. 
On  peut  supposer  r  positif  et  A  compris  entre  o  et  au. 

{j  (  ir    V    z  \ 

Le  jacobien  , ,    '  . - — i-  est  éeral  à  r  :  l'élément  de  volume  sera 

^  d{r,  ^,  z)  " 

donc  rdrdijdz^  puisque  r  est  positif. 
Voici  quelques  applications. 

39.  Volume  d'une  portion  de  sphôre.  —  Considérons  un  corps  V 
limité  {fig.  ao)  : 

1**  Par  deux  sphères,  ayant  l'origine  pour  centre,  de  rayons  po 
et  p<  ; 

•2'  Par  deux  demi-cônes  de  révolution  autour  de  O^,  d'angles 
au  sommet  2  6^  et  281  ; 

3°  Par  deux  demi-plans  menés  par  O-s,  et  faisant  avec  zOx  les 
angles  i^^  et  i/^. 

L'emploi  des  coordonnées  polaires  est  très  avantageux  dans 
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toutes  les  intégrales  triples  étendues  au  corps  V.  En  effet,  pour  un 
point  quelconque  (p,  0,  ^)  de  ce  champ,  on  a 

Po^P^Pi,      Ooieie,,      loêi'^li, 

et  réciproquement,  si  p,  6,  ^  vérifient  ces  inégalités,   le   point 
(p,  8,  ^)  est  à  rintérieur  de  V. 

Si  donc  on  transforme  en  coordonnées  polaires  une  intégrale 


^=JfjA^,y.^)dxdydz, 


ayant  V  pour  champ,  le  nouveau  champ,  en  regardant  p,  6  et  •} 

Fig.  2o. 
X 


comme  les  coordonnées  rectangulaires  d^un  point,  sera  un  paral- 
lélépipède rectangle  de  faces  parallèles  aux  plans  de  coordonnées. 
On  aura  donc  (n®  17) 

JJ J  A^,y,^)dxdydz 

=     /       rfp  /      d^  j       rf«^p*sinÔ/(p  sinO  cos<|/,  p  sin6  sin<|/,  p  cosG) 
f      p*rf?  /      sinOrfe  /      fd^, 

p.         A  ^+. 

Ainsi,  le  volume  du  corps  V  s'obtiendra  en  faisant /=  i;  d'où 
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40.  Moment  d'inertie  d  un  volume  de  révolution  par  rapport  A 
son  axe.  —  Les  coordonnées  semi-polaires  sont  avantageuses  dans 
les  questions  relatives  aux  surfaces  de  révolution  autour  de  Oz. 

Considérons,  par  exemple,  le  volume  de  révolution  V  engendré 
par  une  courbe  fermée  du  plan  des  xz^  tournant  autour  de  O:;. 

Soit  z  =  'f  (•^)  cette  courbe  (/ig-  21),  supposée  rencontrée  en 

Kig.  21. 


deux  poinis,  au  plus,  par  toute  parallèle  k  Oz  :  désignons  par 
'^i(x)  et  ^2(^0)  les  deux  valeurs  de  z  qui  correspondent,  sur  la 
courbe,  à  Tabscisse  x,  ?i(-2^)  étant  inférieur  à  '^^{x). 

Le  moment  d'inertie  (n°  23)  du  volume  V,  par  rapport  à  O^, 
est,  en  coordonnées  semi-polaires, 

I  .-^  Ç  Ç  Ç  {x^-^y'^)dxdydzr=  Ç  Ç  Ç  r^drd^dz. 


Écrivons 


=  f  fr^drd^  Çdz, 


les  limites  de  l'intégrale  en  z  sont  les  valeurs  de  z  qui  corres- 
pondent, sur  la  surface  de  révolution,  aux  valeurs  r  et  ^  des 
deux  autres  coordonnées,  c'est-à-dire,  puisque  :;  =  C5(r)  est 
Téquation  de  la  surface, 


et  le  champ  de  cette  intégrale  double  est  Tensemble  des  valeurs 
de/-,  'i  qui  correspondent  aux  points  du  volume  de  révolution. 
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t'n  d'autres  leruies,  ce  champ  est  la  région  du  plan  des  xy  où  se 
l>rojeUcni  les  points  du  volume,  c'est-à-dire  la  couronne  circii- 
(aire  comprise  entre  deux  circonférences  de  centre  O  et  de 
i'aj^ons  Ro  et  R|,  Ro  et  R|  désignant  le  minimum  et  le  maximum 
de  /a  distance  d'un  point  de  la  courbe  méridienne  à  Taxe  Oz.  Par 
suite  (n°  36)  l'intégrale  double  s'écrit 


y^R|  y»Jlt  y«R| 


il-    Exemples.  —   i"  Sphère.  —  La  méridienne  est 

uoù 

ei 

r^        ^ 

"our  intégrer,  on  prendra  pour  variable  r^,  puisque  Ton  n'a, 
^^s  le  signe   /  ,  que  /•  dr  et  r-  ;  mieux  encore,  on  posera 


^oe^ 


=  \-K    f     {K^—ti)t^dt=^'KKK 


•2"  Cylindre,  —  On  a  évidemment,  en  désignant  par  h  la 
hauteur  du  cylindre,  par  R  son  rayon  et  en  sup])Osant  la  base 
dans  le  plan  des  xy^ 

çs(a7)=/i,        pi(a7)=o; 
donc 

3'  Tore,  —  La  méridienne  est  (^fig>  2 '2) 


d'où 


(p,(a7)  =  -f-y/Ri  — (ar  — a)î,         çp,(ar)=  — /R»  — (a:  —  a)« 
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On  a  donc 

rt-R 

Pour  intégrer,  on  peut  ramener  aux  lignes  trigonométriques  en 

posant 

r  —  a  ~  R  sin<p; 
ce  qui  donne 

I=4TrR*   1         (a -H  Rsincp)»  cos*<pû^ç; 
""  2' 
ou,  en  développant, 

FTï  ï  =  «'   /  cos*9  t/<p -h  3a*R   1  sin  c?  cos*  ©  û^o 

a  « 

-h3aR*   /         sin'çp  cos*tprftp -h  R'   /         sin'ç  cos*<p  rf<p. 
~  "1  ""  î 

Au  second  membre,  la  deuxième  et  quatrième  intégrales  sont 

Fig.  22. 


^ 


nulles,  car  ce  sont  des  intégrales  de  fonctions  impaires,  entre  des 
limites  égales  et  de  signes  contraires  (Tome  I,  n®  263,  4**)- 

On  a  d'ailleurs,  en  se  servant  des  formules  établies  à  propos  de 
celle  de  Wallis  (Tome  I,  n«  273), 

/cos> oû?cp  =  2  /      (i--sin»cp)6?©  =  !i(- )=  -, 

2 

7Ç  7C 

/         sin*çpcos*9rfo  =  9.  /      sin*o(i  —  sin*9)rfo  =  2  ( 1--)=1-. 

J    11  •  •/o  V^  2        2.4  97       8 
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Finalement 


\2  8  /  2         ^^ 


V.  —  AIRES  SUR  LES  SURFACES. 


42.  Définition.  —  Soit  S  une  surface,  pour  laquelle  les  coor- 
données d'un  point  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires,  Ox, 
Oyj  O3,  sont  des  fonctions  de  deux  paramètres,  u  et  r,  et  sur 
laquelle  le  carré  de  l'élément  d*arc  a  pour  expression  (Tome  1, 
a-  412) 

{i)  ds^=  E{u,  ç)du^-{'  '2F(i/,  v)  dudv  H-  G(m,  v)dv^. 

Considérons  une  portion  finie.  A,  de  S;  les  valeurs  de  n^  v  qui 
répondent  aux  points  de  cette  portion  vérifient  certaines  inégalités, 
et  réciproquement;  sous  une  autre  forme,  si  Ton  regarde  «,  r 
comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  dans  un  plan, 
aux  points  de  la  portion  de  surface  A  correspondent  les  points 
d'une  région,  C,  de  ce  plan.  Nous  supposerons  que  la  correspon- 
dance ainsi  établie  entre  la  surface  A  et  la  région  C  est  univoqiiey 
le  .mot  a^ant  la  signification  donnée  au  n^  30. 

Cela  posé,  nous  définirons  l'aire,  X^  de  la  portion  de  surface  A 
par  la  relation 

(a)  X=  I    f  v/EG  —  F«  du  dv, 

l'intégrale  double  étant  prise  dans  la  région  C  du  plan  des  us^. 

Cette  définition  est  indépendante  du  choix  des  axes  de  coor- 
données, Oj:,  Oy  et  O-s,  parce  que,  si  Ton  fait  un  changement 
d'axes  rectangulaires,  en  gardant  toujours  les  mêmes  paramétres 
u  et  r,  l'expression  (i)  de  ds^  demeure  évidemment  inaltérée,  en 
raison  de  sa  signification  géométrique. 

Je  dis  maintenant  que  la  définition  est  indépendante  du  choix 
des     paramètres  u    et    v.    Faisons    en    effet    le   changement  de 
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variables 

(3)  «=/(«',/),    v=,:r(u\i>'), 

l'expression  de  rf*^  devient 

rf*«=E(/,^)(g^«'+grf.')V , 

ce  qui  s'écrit 

(4)  ds^=  Eidu'*-h'àFxdu'dv'-h  G|  ^i''«, 

étant  posé 

l      *  ~~      \àu' /  du'  Ou'  \àu' / 

^    ^  i  du    dv  \  du    dv         dv    du  j  du    dv 

dans  les  seconds  membres,  E,  F,  G  désignent 

Dans  le  système  des  paramètres  u\  v  ^  l'aire,  X\^  de  la  portion 
de  surface  considérée  est  définie,  d'après  (4)^  par  la  relation 

( r>)  A.,  =  f  f  /K,Gi— F| c/a' dv', 

C|  étant  la  région  du  plan  des  a',  i^'  qui  répond  à  la  portion  de 
surface,  c'est-à-dire  qui  répond,  par  les  formules  de  transforma- 
tion (3),  à  la  région  C  du  plan  des  u^\  Il  s'agit  d'établir  que  Xi 
est  égal  à  X, 

Or,  si,  dans  l'intégrale  double  (2),  qui  donne  <^l),  on  effectue  le 
changement  de  variables  (3), 

cette  intégrale  devient 

'A.  -JJ  •E(/,^)0(/,^;-FH/,^;  mod  ~^^^  du'  dv', 
C|  étant  le  champ  du  plan  des  u\  p'  défini  tout  à  l'heure. 
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D'ailleurs,   des  relations  (5),  on  déduit,  par  un  calcul  facile, 
ridentilé  suivante  : 

E,G,-P,.,EG-F.,(gte-|r'j)-. 
c'est-à-dire 

E,  F,  G  désignant  encore 

E(/,  ^),     F(/,^),     G(/,  ^). 
L'expression  ci-dessus  de  <A>  s'écrit  donc  : 

.1,=    /    /    v/tliO,—  Fî  du  dv\        c'est-à-dire         r.l,  =  d,,. 

C.   Q.    F.    D. 

i3.  Cas  particuliers.    —    Pour   une    surface    représentée    par 
z=f[x^y)^  on  a  (Tome  I,  n®  414) 

( 7  )  ds^  =  (  1  -f. ^ï )  dx^ -h  ipq  dx  dy  -^{\  -h  q^)  dj-^, 

p  et  q  désignant-^  et-r^^  L'aire  de  la  portion  de  surface  qui  se 

projette  à  Tinlérieur  de  la  région  C  du  plan  des  xy,  et  qui  n'est 
coupée  qu'en  un  point  par  toute  parallèle  à  O^  avant  son  pied 
dans  celte  région  (*),  est  donc,  d'après  (7)  et  (2)  : 


(S) 


X,  =  I   I  ^i-hp*-\-  q^dx  dy. 


On  aurait  des  expressions  analogues  en  résolvant  Téquation  de 
la  surface  par  rapport  à  y  ou  à  x. 

Si  la  surface  est  le  plan  5  =  0,/?  et^  sont  nuls,  et  Ton  retrouve, 

pour  &^  l'expression  ordinaire  de  l'aire,   /   /  dxdy. 


44.  Remarque  I.  —  La  quantité  y/EG  —  F^  du  dv^  qui  figure 
sous  le  double  signe  sommatoire  dans  l'expression  de  X^  n'est 


(*)  Car  il  est  nécessaire  que  la   portion  de  surface  et  le  champ  C  se  corres- 
pondent d'une  manière  univoque. 

H.  —  II.  4 
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autre  chose  que  la  valeur  principale  de  réiément  d'aire  sur  la  sur- 
face proposée,  en  coordonnées  curvilignes  (Tomel,  n°  418).  Mais 
il  eût  été  difficile  de  partir  de  cette  expression  pour  définir  Taire 
d'une  région  finie  de  la  surface,  parce  qu'elle  ne  donne  qu'une 
valeur  principale,  c'est-à-dire  approchée,  dont  on  ne  peut  fixer 
aisément  le  degré  d'approximation. 

L'expression  (2)  de  l'aire,  ne  dépendant  que  de  E,  F,  G,  est  la 
même  pour  deux  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre  (Tome  I, 
n°  455),  c'est-à-dire  que  la  représentation  d'une  surface  sur  une 
autre,  quand  elle  conserve  les  longueurs,  conserve  aussi  les  aires. 

Remarque  II.  —  On  a  trouvé  (Tome  I,  n**  418) 
EG  — F«=A«-4-B«-+-C«, 

A,  B,  C  étant  les  coefficients  de  l'équation  du  plan  tangent 
(Tome  I,  n°  408).  On  pourra  donc  remplacer  EG  —  F^  par  cette 
valeur,  dans  (2). 

45.  Exemple  I.  —  Soit  la  sphère  x'^-^-y'-^-  z^=  R*-*,  de  centre  O, 
rencontrant  en  A  {fig»  aS)  la  partie  positive  de  l'axe  des  x.  On 

Fig.  !^3. 


considère,  dans  le  plan  des  xy^  une  ellipse  intérieure  à  la  sphère, 
d'axe  Ox^  de  sommets  O  et  A,  d'équation  ^2-_  ^a^^R  __  ^^ . 
on  demande  l'aire  de  la  portion  de  sphère  située  au-dessus  du 
plan  des  xy^  qui  se  projette  à  l'intérieur  de  la  demi-ellipse  OMA. 
En  dérivant  par  rapport  à  ^  et^  l'équation  ^^  _|_^2  _|_  ^2  __  j^a^ 

on  obtient  les  valeurs  de  ^  et  —>  ou  /?  et  y  : 
57-+-/?^  =  0,       y -\- q  z  =  o. 
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L'aire  cherchée,  Jl»,  est  donc,  d'après  (8), 


~    /   l  dxdy—  -=   I  I  dr dy  — y 

en  verlu  de  l'équatioa  de  la  sphère. 

Calculons  X  en  commençanl  Tintégration  par  rapport  k  y\  les 
limites,  dans  Tinlégrale  en  y,  sont  o  et  l'ordonnée,  pour 
Tabscisse  a?,  de  l'ellipse  r'=  m*j:(R  —  .r);  dans  l'intégrale  en  x^ 
les  limites  sont  o  et  R.  On  a  donc 


f      dx   j 

L'intégrale  indéfinie  /     ,  Jj__,_  étant  Arcsin  — >  il  vient 

e^  =  R   1      Arcsin .  — dx  =  li    1      Arc  sinw  i  / dx. 

Calculons  l'intégrale  en  x  par  le  changement  de  variable 


Arcs.nm^^^-^  =  «.         ou         ^-—^sm^,- 

d'où 

__      Rsin*/  ,    __     R/n*cos/sinf   , 

et 


Arc»lo  -7:; 
al,  -=  R*    f 


v^*     .           cos/sîn/ 
/^* ^a i .   _  .  </^ 


cos/  sinr  rf< 


La  quantité  27 —        .  ^,,^  étant  la  différentielle  de  — ^ r-r-* 

^  (/n*— 8in«^)«  m*— sin«^ 

OQ  trouve,  en  intégrant  par  parties. 


Arcsin  — 

V/n«— sin«//o  •  J^ 

'intégrale  restante  se  calcule  aiséme 
variable  tang^  =  a  (Tome  I,  n*»  230,  i") 


Arcsin  — 

V^  dt 


m*  -  s'in^t 
L'intégrale  restante  se  calcule  aisément  par  le  changement  de 
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Dans  le  cas  particulier  de  m  =  i,  l'ellipse  devient  une  circonfé- 
rence; rintégrale  indéfinie  au  second  membre  est  tang^,  et,  comme 

Arcsin—z  =  -,  on  trouve 


tAo 


-(=-)• 


Sous  une  autre  forme,  si,  du  huitième  de  sphère  compris  dans 
Tangle  positif  des  axes,  on  retranche  la  partie  qui  se  projette  à 
l'intérieur  du  demi-cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre  dans 

le  plan  des  xy^  Taire  de  la  portion  restante  est  -tcR^ —  JU,  c'est- 
à-dire  R^.  Elle  est  donc  exactement  quarrable;  c'est  le  problème 
dit  de  la  voûte  de  Viviani. 


46.  Exemple  II.  —  Soit  la  sphère  représentée  paramétrique- 
ment,  en  coordonnées  polaires,  par  les  équations  (Tome  I,  n**  416) 

07  =  R  sin6  cos»}', 
y  =  R  sioO  sinJ/» 
^  =  R  cos6; 

on  demande  Taire  (ombrée)  (Jig*  24)  comprise  sur  cette  surface 


entre  les  méridiens  A  =  tj/o,  ^  =  'J'i ,  et  Tare  AB  de  la  loxodromie 
(Tome  I,  n®  467)  définie  par  Téquation 

lang-  =  Xtf"*. 

On  a  trouvé  sur  la  sphère  (Tome  I,  n**  416) 
ds^=  R«(£ie«-+-sîn»erf^/*); 
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d'où 

Ecrivons 

eJl,  =  R*  fd^  Tsinec^e. 

Les  limiles  de  l'intégrale  en  6  sont  les  valeurs  de  6  qui  corres- 
pondent, sur  le  contour  du  champ,  à  la  valeur  ^  de  Tautre  coor- 
donnée, c'est-à-dîre  les  0  des  points  P  et  M  où  le  méridien  A  coupe 
ce  contour.  La  limite  inférieure  est  donc  o  (point  P);  la  limite 
supérieure  (point  M)  est  la  valeur,  0,  que  fournit,  en  fonction 
de  <{/,  l'équation  de  la  courbe,  c'est-à-dire 

tang-  =  X  ««'!', 

0  ~  2  arc  tangXc«4'. 


Ainsi 


'*•  r^  r'^'  ,l.rcfnR)..-i' 


cl,  =  R«  f   '  d'^  f    sin0^O  =  R«  f    '  <i^;(   -  cosO)'' 

c'est-à-dire,  en  utilisant  la  formule  qui  donne  cos2^/  en  fonction 
de  tangi/, 

et  finalement,    puisque,  sous   le   signe    /,  le  numérateur  est  la 
dérivée  du  dénominateur, 

R«        i-f-X»  <?»«+. 
a      °  i-h  X*eî«i'o 

47.  Remarque.  —  On  peut  parfois  évaluer  une  aire  par  une 
seule  quadrature;  un  premier  exemple  en  a  été  donné  au  Tome  1 
à  propos  de  l'aire  des  surfaces  de  révolution  :  en  voici  un  second. 

Soit  le  cylindre  de  révolution  (la  méthode  s'appliquerait  à  un 
cylindre  quelconque) 

x^-hy^=  R»; 
CD  demande  l'aire  comprise  sur  celte  surface  (Jig-  aS),  entre  le 
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pian  des  xy  et  le  plan 

z  =  ax-\-  b. 

Sur  la  circonférence  de  base  dans  le  plan  des  xy^  marquons  deux 
points  voisins,  m  et  m',  de  coordonnées  x,y  et  x  -\-  dx,  y  -f-  dy  : 
les  génératrices  qui  passent  par  ces  points  découpent,  sur  Taire  à 
évaluer,  une  surface  (ombrée)  infiniment  petite.  La  valeur  prin- 
cipale, rfo-,  de  celte  surface  est  évidemment  Taire  d'un  rectangle 

Fig.  25. 


qui  aurait  pour  base  Tare  de  cercle  mrni ,^  et  pour  hauteur  mn, 
c'est-à-dire  ax-r-b^  on  a  donc,  en  remplaçant  mm' par  la  diffé- 
rentielle de  l'arc 


dfs  =z  dx^i  -{-y^{ax-r-  b). 
(3r  l'équation  x^-{-y''rz^  R^  donne 

^-^yy'=  o, 

d'où  y'^  et 


d(5  =  dxi/   i-\ -(ax-h  b)=     ^ ~(ax-\'b)dx. 

La  moitié  de  la  surface  totale  cherchée  s'obtiendra  évidemment 
par  l'intégrale  simple 

ax  -+-  b 


qui  se  calcule  très  aisément. 


dxj 
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VI.  -  EXTENSION  DE  LA  NOTION  D  INTÉGRALE  DOUBLE  ET  TRIPLE. 


48.  Définitions.  —  Cherchons  d'abord  à  étendre  la  notion  d'in- 
tégrale multiple  au  cas  d'un  champ  infini,  ou  A"* \xne  fonction  à 
intégrer  discontinue. 

Soit,  par  exemple,  une  intégrale  double 

f  j  A^l  y)   <i<Ty 

prise  dans  un  champ  C.  Si  la  fonction /(a:,  ^)  devient  discon- 
tinue en  un  point  du  champ  f  exemple  —^^ — -A  ou  le  long  d'une 

(  \  ~^y  / 

exemple  -—  —  ]>  on  partagera  le  champ  C  en  deux  régions. 

R  et  r,  dont  l'une,  r,  enveloppe  le  point  ou  la  ligne  de  disconti- 
nuité. 

Dans  les  figures  ci-dessous  {fig-  26),  O  et  AB  sont  le  point  et 

Fig.  a6. 


la  ligne  de  discontinuité,  R  est  la  région  ombrée,  r  la  région  non 
ombrée. 

De  même,  si  le  champ  d'intégration  est  infini,  on  le  décompo- 
sera en  deux  régions,  l'une,  R,  finie,  Tautre,  r,  s'étendant  à  l'in- 

flDÎ. 

Cela  posé,  l'intégrale 


U^^^'^^ 


d(J 
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aura  une  valeur  finie  et  déterminée,  puisque  /(^,  y)  est  continue 
dans  R,  et  que  R  est  fini;  on  appellera  valeur  de  V intégrale 
double,  dans  le  champ  C  primitif,  la  limite  vers  laquelle  tend 

/  /  fi^^y)^^  lorsqu'on  fait  décroître   indéfiniment  Tétendue 

de  la  région  r  (cas  de  la  discontinuité)  ou  croître  indéfiniment 
l'étendue  de  R  aux  dépens  de  r  (cas  du  champ  infini). 

Cette  définition  suppose  essentiellement  que    /   /    tend  vers 

une  limite  finie,  déterminée,  indépendante  de  la  forme  de  la 
région  /-. 

49.  L'extension  précédente  est  une  généralisation  directe  de 
celle  qui  s'est  présentée  dans  la  théorie  des  intégrales  simples;  il 
y  a  toutefois,  entre  les  deux  cas,  une  dilTérence  importante. 

Plaçons-nous,  pour  fixer  les  idées,  dans  l'hypothèse  d'un  champ 
infini.  L'intégrale  simple 


r 


f{jr)dx 


f     /(.r)  dx^  pour  p  croissant  indéfî- 

a 

niment;  dans  cette  dernière  expression,  à  mesure  que />  augmente, 
les  éléments  y( a:)  ûfjc  se  présentent  dans  un  ordre  déterminé, 
qui  est  celui  des  valeurs  successives  et  croissantes  de  x.  Au  con- 
traire, dans  l'intégrale  double   /  /  /(^,y)  dfi,  dont  le  champ  R 

augmente  indéfiniment,  rien  ne  fixe  a  priori  Tordre  dans  lequel  se 
présentent  les  éléments  /(x,  y)  d<j]  cet  ordre  dépend  de  la  ma- 
nière dont  on  fait  croître  R  aux  dépens  de  r.  De  là  résulte  une 
profonde  dissemblance. 

En  elTet,  dans  le  cas  de  l'intégrale  simple,  les  éléments  positifs 

et   négatifs  de  l'intégrale    j  f{x)dx  peuvent  avoir  séparément 

des  sommes  infinies,  leur  différence  restant  néanmoins  finie 
(Tome  I,  n*"  301),  à  cause  de  l'ordre  bien  déterminé  dans  lequel 
se  succèdent  ces  éléments  dans  la  somme  totale.  Il  en  est  tout 
autrement  dans  le  cas  de  l'intégrale  double  :  faisons  croître  R;  la 
somme  des  éléments  positifs  de  l'intégrale  augmente  avec  R  et 
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tend  par  suite  vers  une  limite  finie  ou  infinie  L|,  indépendante 
lie  la  manière  dont  R  croît  aux  dépens  de  r  (  *  )  ;  de  même  la  somme 
(les  éléments  négatifs  a  une  limite  finie  ou  infinie  —  L2.  La  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'intégrale  double  ait  une 
valeur  finie,  déterminée,  et  indépendante  de  la  forme  de  la  région  r, 
est  que  les  limites  L|  et  La  soient  séparément  finies  :  car  si  elles 
étaient  toutes  deux  infinies,  la  différence  L|  —  L2  serait  indéter- 
minée, puisque  Tordre  dans  lequel  se  succèdent,  dans  l'intégrale 
totale,  les  éléments  positifs  et  négatifs,  est  tout  à  fait  arbitraire. 
Si;  au  contraire,  L(  et  L^  sont  finis,  Tintégrale  double  aura  pour 
limite  L,  —  L2,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  région  r. 

Des  considérations  identiques  s'appliquent  au  cas  de  la  discon- 
lÎDuilé  de  la  fonction. 

Ainsi,  pour  que  l'intégrale   /   /  /{a:^y)dv  ait  une  limite  finie 

et  déterminée,  il  faut  et  il  suffit  que  les  éléments  positifs  et  néga- 
tifs de  l'intégrale  aient  séparément  des  sommes  finies,  condition 
équivalente  à  la  suivante  : 

L  intégrale 

f  f{moàf{x,y)]dis 

doit  avoir  une  limite  finie, 

30.  Il  n'y  a  pas  de  règle  générale  permettant  de  reconnaître  si 
l'intégrale   /  /  [mod/(^,  ^)]rfT   a    (ou  non)   une   limite   finie; 

comme  dans  la  théorie  des  intégrales  simples,  on  doit  se  borner  à 
<les  règles  particulières  dont  voici  les  plus  intéressantes. 

Si.  Champ  infini.  —  Supposons  que,  pour  tous  les  points  x^  y^ 
extérieurs  à  un  cercle  fixe  Co,  de  ravon  po,  on  ait 

?  étant  la  distance  du  point  ^,  y  au  centre  du  cercle  Cq,  A  une 


(')  Cur  une  somme  de  termes  de  môme  signe  est  indépendante  de  I*ordre  de 
ces  termes. 
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constante,  a  un  exposant  supérieur  à  a.  Je  dis  que,  dans  ces  con- 
ditions, Tintégrale 

r  r 

[mod/(a?,  j^)]rfçi 


//' 


est  finie  dans  un  champ  infini  quelconque. 

En  effet,  dans  la  partie  du  champ  intérieure  au  cercle  Co,  l'in- 
tégrale ci-dessus  a  une  valeur  finie,  si,  bien  entendu,  f{^yy)  est 
une  fonction  continue  dans  le  champ  donné  ;  quant  à  sa  valeur  dans 
la  partie  du  champ  extérieure  au  cercle  Co,  on  l'augmente  en  pre- 
nant pour  champ  toute  la  région  du  plan  extérieure  à  ce  cercle, 
car  tous  les  éléments  de  l'intégrale  sont  positifs.  Or,  dans  ce  nou- 
veau champ,  on  a,  d'après  Thypothèse, 

Jj  [  mod/(a?,  y)]  d<5  <  Jj  -pdp  rf(o, 

en  remplaçant  l'élément  d'aire,  rfo-,  par  pdpdb)^  en  coordonnées 
polaires  (n°  27).  Dans  l'intégrale  double  du  second  membre,  les 
limites  sont  po  et  oo  pour  p,  o  et  2TZ  pour  co  (n®  36);  elle  s'écrit 
donc 

A  /       Sr-    /       ^^y        c'est-à-dire (  — -r      , 

expression  qui  se  réduit  à  ___  pô""^,  puisque  a  >•  a.  Celte  quan- 
tité étant  finie,  l'intégrale  double  primitive  est  elle-même  finie. 

c.    Q.    F.    D. 

o2.  Fonction  discontinue  en  un  point.  —  Supposons  que 
/(o;,^)  soit  infinie  en  un  point  O,  mais  de  telle  sorte  que,  dans 
l'intérieur  du  cercle  Co,  de  rayon  po,  ayant  ce  point  pour  centre, 
on  ait 

moi\f{x,y)Ç  —, 

P 

p  étant  la  distance  du  point  a:,  y  au  point  O,  A  une  constante, 
a  un  exposant  inférieur  à  a.  Je  dis  encore  que,  dans  ces  condi- 
tions, rintégrale 

[mod/{x,  y)]  d<j 


ff^ 


est  finie  dans  un  champ  fini  quelconque,  entourant  le  point  O. 
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Il  suffit  en  effet  de  le  démontrer  en  prenant  pour  champ  tout 
Pintérienr  du  cercle  Co.  Or  on  a,  diaprés  Thypothèse, 

j    f  [aïod/(x,y)]d<j^J    I    ^pdpdw, 
et  l'intégrale  du  second  membre  s'écrit 

elle  est  donc  finie  et  égale  à  ; — '■  -  pj"",  puisque  a  est  inférieur  à  2. 
Il  en  résulte  que  l'intégrale  double  primitive  est  elle-même  finie. 

c.  Q.  F.  n. 

o3.  Fonction  discontinue  le  long  d'une  ligne.  —   Supposons 
que  /{Xj  y)  soit  infinie  le  long  d'une  ligne  L  {fig.  27),  mais  de 

Hp.  27. 


lelle  sorte  que,  dans  une  zone  R,  limitée  par  deux  lignes  L|  et  L2, 
parallèles  à  la  ligne  L  et  comprenant  celle-ci,  on  ait 

mod/(.r,j'r   j-^> 

l  étant  la  distance  du  point  xy  à  la  ligne  L,  A  une  constante,  a  un 
exposant  inférieur  à  l'unité.  On  peut  établir  assez  aisément  que 

rinlégraie   /  /  [mod/(a:,  ^)]rfT  est   finie   dans    un    champ    fini 

quelconque,  traversé  ou  bordé  par  la  ligne  L. 

Pour  simplifier,  on  ne  donnera  cette  démonstration  que  dans  le 
cas  où  la  ligne  L  est  une  droite,  qu'on  peut  toujours  supposer 
coïncider  avec  l'axe  des  x. 

Il  suffit  évidemment  d'établir  la  proposition  en  prenant  pour 
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champ  la  région  (ombrée)  limitée  par  Taxe  des  *r,  l'une  des 
lignes  L2  ou  L|  {fig.  28),  qui  sont  ici  des  droites  parallèles  à  Oj", 
et  par  deux  parallèles  quelconques  à  Oy,  situées  à  distance  finie. 

Soient 

y^h^       r  =  o, 
X  =  a^         X  —  b 

les  équations  des  quatre  droites  limitant  le  champ;  on  a  dans  ce 

Fig.  18. 


L2 


Wêm0É 


champ,  en  vertu  de  l'hvpothèse, 

ffi^od  Six,  y)\  d^^\Jjy^dx  dy. 

L'intégrale  du  second  membre  s'écrit 

A     C^"  dy    r*   .  ,        ,   ^.  -\(h  —  a)/     r     \^ 

quantité  finie,  puisque  a  <  1  ;  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Exemples, 


Si.  Triangle.  —  Désignons  par  P,  Q,  R  trois  fonctions  linéaires 
de  x^ y]  l'intégrale 

J J    P^fKt' 

prise  à  l'intérieur  du  triangle  formé  par  les  trois  droites  P=o, 
Q  =  o,  R  =  o,  est  finie  et  déterminée  si  a<;i,  P<;i,Y<^' 

Soit  en  effet  ABC  le  triangle  considéré  {Jig*  29);  retranchons-en ^ 
aux  angles,   les  trois  petits  parallélogrammes  ombrés  :  il  s'agit 
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d'établir  que  l'intégrale 


-If 


modPaQPRY 


prise  :  i^  dans  la  région  restante  non  ombrée;  2"  dans  chacun  des 
parallélogrammes  ombrés,  est  finie. 

Or,  au  voisinage  du  côté  afr,  dans  la  région  non  ombrée,  Q  et  R 
ne  s'annulent  pas,  de  sorte  que,  le  long  de  ab  et  au  voisinage  de 

ce  côté,  mod  — g —  est  inférieur  à  une  quantité  finie;  donc,  en 

vertu  d'une  proposition  précédente  (n^  53),  puisque  a  est  plus 

petit  que  Tunité,  la  discontinuité  de  la  fonction  ^  ^^^  >  due  à 

révaoouissement  de  P  le  long  de  ab,  n'empêche  pas  l'intégrale  1 


d'être  finie.  Les  exposants  p  et  y  étant  de  même  inférieurs  à 
Funité,  l'intégrale  I  est  finie  dans  le  champ  non  ombré  intérieur  au 
triangle  ABC. 

Reste  à  prendre  cette  intégrale  dans  les  trois  parallélogrammes 
ombrés.  Soit  par  exemple  celui,  tc,  qui  a  pour  sommet  B  :  si  l'on 
prend  pour  axes  de  coordonnées  les  droites  P  =  o,  Q  =:  o  qui  se 
coupent  en  B,  en  désignant  leur  angle  par  0,  on  a,  pour  l'élément 
d'aire, 

d'ailleurs  P(^,j/')est  proportionnel  à  X,  Q(^,  y)  à  Y,  et,  dans  le 
parallélogramme  ir,  R  ne  s'annule  pas,  de  sorte  que  mod  -^  reste 
inférieur  à  une  limite  finie.  Donc 

rfo"        ^  ^m  r  r  dX  d\ 


j  X  modPc'QPRY^^jX 


xayp 
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L'intégrale,  au  seccmd  membre,  s'écrit 


M 


.  c  et  6  désignant  les  longueurs  des  côtés  du  parallélogramme  ti  : 
cette  expression  est  finie,  puisque  l'on  a 

a  <  I ,         ?  <  I  : 

l'intégrale  I  est  donc  finie  dans  tc.  Elle  est  de  même  finie  dans  les 
deux  autres  parallélogrammes,  ce  qui  établit  le  théorème. 
On  a  une  proposition  semblable  pour  l'intégrale 


// 


fix.y)d<s 
PaQpRY    ' 


prise  dans  le  même  triangle,  pourvu  que  f{x,y)  reste  inférieure 
en  valeur  absolue,  dans  ce  triangle,  à  une  quantité  finie. 


55.  Intégrale  de  Cayley.  —  Donnons,  d'après  Cajrley,  un 
exemple  d'intégrale  double,  prise  dans  un  champ  infini,  et  dont  la 
valeur  dépend  de  la  forme  de  la  région  R  :  cette  intégrale  sera 
nécessairement  formée  d'éléments  positifs  et  négatifs,  de  sommes 
séparément  infinies  (n^*  49). 

Soit  l'intégrale 


l  =z   I  I  s\n(x^-hy^)  d<s. 


étendue  à  l'angle  indéfini  xOy, 

Pour  la  calculer,   prenons    d'abord   pour  champ   R    un   rec- 

Fig.  3o. 


0  a,  A 


tangle  OAGB  {^fig^  3o),  de  côtés  a  et  6,  que  nous  ferons  ensuite 
croître  indéfiniment. 
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L'iûiégrale  s'écrit 
'=     /    /  (sinrr*  co5^'-4- cosar*  sin^*)  c/a?  dy 

^^      1      sinx^dx   I     co^y^  dy -^    j     cosx^  dx   f     s'iny- dy. 

Les  intégrales  (dites  de  Fresnel) 

/      s'inx*  dx     el       /      cosx*  dx 

sont  ucii  es  et  égales  à  — /_>  comme  on  le  verra  plus  tard;  on  a  donc, 
en  faisant  croître  indéfiniment  a  et  b, 

tiVaiuons  autrement  I,  en  prenant  pour  champ  R  un  quart  de 

Fig.  3i. 


*^  de  centre  O  et  de  rayon  p  que  nous  ferons  ensuite  croître 
^iniîite  {Jlg-  3i).  On  a,  en  coordonnées  polaires, 


=/i 


(sinp')p  dp  du), 


d-dire 

^^pression  qui  n'a  pas  de  limite  déterminée  pour />  infini. 

%.  Intégrales  multiples  en  général.    —  Nous  n'avons  parlé 
l^squ'jçj  que  d'intégrales  doubles  et  triples;  la   généralisation 
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s'impose  d'elle-même.  Ainsi  Finlégrale  quadruple 
^'-=  fffj f^^^y^""^  ndxdydzdt, 

étendue  à  toutes  les  valeurs  de  x^  y^  s,  /  qui  vérifient  une  ou 
plusieurs  inégalités, 

?!(^,JK,  z,  0>o,  ?î>0,  ..., 

sera  finie  et  déterminée  si,  pour  l'ensemble  de  ces  valeurs, 
f{x^y^  3,  t)  est  continue  et  si  aucune  de  ces  valeurs  n'est  infinie. 
Le  calcul  de  l'intégrale  I  se  ramènera  à  celui  d'une  intégrale 
triple^  si  par  exemple  on  a,  pour  définir  le  champ,  la  seule  iné- 
galité 

on  aura 

^=fffdTdydz\f'''/(x,y,z,t)dt\ 

or,  y^  z  étant  regardés  comme  constants  dans  l'intégrale     /       et 


^1,  ^2  étant  les  valeurs  que  donne  pour  ^,  en  fonction  de  x,  v,  z^ 
l'équation 

x^-\-y^-^z^-h  r-—  R*=o. 

Quant  au  cliamp,  V,  de  l'intégrale  triple,  il  comprendra  l'en- 
semble des  valeurs  de  x^  y,  z^  telles  qu'il  leur  corresponde,  par 
l'équation  précédente,  une  valeur  de  t  réelle;  ce  sera  donc  Tinté- 
rieur  de  la  sphère  x"^  -\~ y^  -{-  z^  —  R-  rr:  o. 

57.  La  théorie  du  changement  de  variables  dans  les  intégrales 
doubles  et  triples  s'étend  sans  difficulté  aux  intégrales  multiples 
d'ordre  quelconque  :  on  remplace  dxdydzdt  par 

mod  J  du  dv  dw  t/0, 

en  désignant  par  J  le  jacobien  des  anciennes  variables  x^y^  z^  t^ 
par  rapport  aux  nouvelles,  m,  r,  d',  0. 


58. 


Dérivation  sous  les  ^^^^^jj^jfj^    •-    —  On  établit, 
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comme  dans  le  cas  de  Fintégrale  simple,  les  formules 

pourvu  que  les  champs  d'intégration,  c'est-à-dire  Taire  plane  C 
el  le  volume  V,  soient  indépendants  du  paramètre  a.  Ces  formules 
donnent  lieu  à  des  observations  semblables  à  celles  que  Ton  a 
présentées  en  parlant  de  la  règle  de  Leibniz  (Tome  I,  n®  322). 


H.  -  II. 
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CHAPITRE  IL 

INTÉGRALES  DE  LIGNES  ET  DE  SURFACES. 


I.  -  GÉNÉRALITÉS. 


59.  Intégrale  curviligne.  —  Soit  y  une  fonction  bien  définie  et 
continue  de  x^  j^  =  {p(;r);  désignons  par /(x,  y)  une  fonction 
continue  et  déterminée  de  a:  et  j^  :  il  est  clair  que  /[^,  ?(^)]  ^st 
une  fonction  continue  de  la  variable  x.  Dès  lors,  l'intégrale 
b 
f{x^y)dx   est   une  intégrale   ordinaire,   par  rapport  à  la 


/ 


variable  de  sommation  x.  On  dit  que  c'est  une  intégrale  curvi- 
ligne :  pour  la  déterminer  en  effet,  il  faut  se  donner,  non  seule- 
ment la  fonction /(;r,  j^),  mais  la  courbe  y  =  ©(a:).  Figurons 

Fig.  32. 


cette  courbe  (yïg.  Sa);  l'intégrale  curviligne  ci-dessus   se  repré- 
sente souvent  par  le  symbole 


(I) 


/     f{^yy)dx, 

*/amb 


AMB  désignant  l'arc  de  la  courbe  y  =  y(^)  sur  lequel  reste  le 
point  x^  y^  entre  les  limites  d'intégration. 

Au  lieu  de  x^  on  peut  prendre^  comme  variable  de  sommation, 
et  l'on  définit  de  même 


*^AM 
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Enfin,  on  peut  considérer  des  intégrales  curvilignes  de  la  forme 
(2)  /      [A^,y)dx-^f\f{x,y)dy]. 

/lUD 


•-'AMB 

I)  est  clair  que  Ton  a 


/■=-/• 


BMA   étant  l'arc  AMB  décrit  en  sens  inverse;   car  dx  et  dy 

changent  de  signe  quand  on  change  le  sens  du  parcours  de  l'arc. 

De  même,  si  M  est  sur  l'arc  entre  A  et  B,  on  a  évidemment 

•^AB        ^AM       «'HB 

60.  Remarque.  —  D'après  cette  définition,  l'intégrale 

/     A^jy)dJF 
est  la  limite  de  la  somme 

où  Ton  désigne  par  a,  Xt^  x^^  ...,  a:,,,  ...,  fr  les  abscisses  de  points 
A, /M,,  /?î2,  ...,  rrint  ...,  B,  marqués  arbitrairement  sur  l'arc  AMB, 


2/ 


en  allant  de  A  vers  B,  et  que  l'on  multiplie  de  manière  que  leurs 
intervalles  successifs  tendent  vers  zéro  ;  par  Ç,,,  7)„  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  compris  sur  l'arc  entre  m,i  et  m^^i. 
On  définirait  d'une  manière  semblable  l'intégrale 


/' 


[/(^,r»  z)dx^^{x,  y,  z)  dy  -h  ^i^,  y,  z)  dz], 
prise  le  long  d'un  arc  de  courbe  gauche  j/'  =  cp,  (a:),  z  =  'f  ^(x). 
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Extension,  —  L'intégrale  curviligne  (i)  peut  être  prise  le 
long  d'un  arc  AMB  admettant  une  tangente  parallèle  à  O/, 
en  G  {fig>  33);  seulement  j^  ne  désignera  pas  la  même  fonction 
de  X  sur  l'arc  AG  et  sur  l'arc  CB  :  si  par  exemple  ACB  est  un  arc 
d'ellipse,  la  fonction  y^  sur  l'arc  AG,  correspondra  à  un  certain 
signe  d'un  radical,  et  au  signe  contraire  sur  l'arc  GB. 

Une  remarque  analogue  s'applique  à  l'intégrale  (2). 

61.  Contours  fermés.  —  D'après  cela,  on  comprend  que  l'arc 
d'intégration  puisse  être  un  contour,  c'est-à-dire  une  ligne 
fermée,  et  cela  sans  que  l'intégrale  soit  nulle;  les  intégrales  de 
cette  nature  jouent  un  rôle  fondamental  en  Analyse,  ainsi  qu'on 
le  verra  dans  la  seconde  Partie  du  Gours;  avant  d'indiquer  une  de 
leurs  plus  importantes  propriétés,  présentons  à  leur  sujet  quelques 
observations. 

Sens  positif  sur  un  contour,  —  Si,  en  un  point  M  d'un  con- 
tour (y)  {fig»  34),  on  trace  la  demi-normale,  Mj^,,  dirigée  vers 


l'intérieur  de  l'aire  enveloppée  par  le  contour,  et  si  l'on  mène  la 
tangente  Mo:,,  dans  un  sens  tel  que  l'angle  jr^  M^,  présente  la 
même  disposition  que  l'angle  xOy^  on  dit  que  le  sens  Mxi,  de  M 
vers  ^4,  définit  le  sens  positif,  au  point  M,  sur  le  contour  (y).  Le 
sens  inverse,  M.r', ,  est  le  sens  négatif. 

Intégrale  suivant  un  contour,  —  La  valeur  d'une  intégrale 
curviligne,  prise  le  long  d'un  contour  fermé,  en  partant  d'un  point 
initial  et  en  y  revenant,  est  indépendante  du  choix  de  ce  point,  et 
ne  dépend  que  du  sens  de  circulation  :  on  suppose,  bien  entendu, 
remplies  les  conditions  de  continuité  indiquées  plus  haut. 

En  effet,  décrivons  le  contour  (y)  {fig-  35),  en  partant  du 
point  A,  dans  le  sens  positif;  soit  B  un  autre  point  du  contour. 


CHAPITRE   II.   —  INTÉGRALES  DE  LIGNES  ET  DE   SURFACES.  69 

On  a 

f       f{x,y)dx^  f     -^  f    ^ 

f     f{x,y)dx=.  f  -^  f , 

•^BMAB  ^BMA       '-^AB 

ce  qui  démontre  le  théorème  ;  car,  dans  les  deux  seconds  membres, 
y  ei  X  ont  les  mêmes  valeurs  sur  les  arcs  AB  et  BMA,  ainsi  que  la 

Fig.  35. 


J/ 

/-\N 

■>{ 

J- 

0 

je 

fonction  f{x^  y)^  puisque  celle-ci  est  une  fonction  bien  déter- 
minée de  X  et  y.  Si  le  sens  de  circulation  change  ^ur  le  contour, 
Tinlégrale  change  évidemment  de  signe  (n®  59). 

6â.  Intégrale  de  surface.  —  Soit  une  portion  limitée,  Û,  d'une 
surface,  5=(p(^, ^),  la  fonction  ç(j:,^)  étant  supposée  déter- 
minée et  continue  dans  la  région,  C,  du  plan  des  xy  où  se  pro- 
jettent les  points  de  û;  désignons  par  f{x^  y,  z)  une  fonction 
déterminée  et  continue  de  x^y,  z  :  il  est  clair  que  f\x^y^  ?(^î^)] 
sera  une  fonction  déterminée  et  continue  de  J?,  y^  dans  la  région  G. 

Cela  posé,  décomposons  la  surface  Û  en  éléments  d'aire, 
A(i)4,  A<ï)2,  . ..,  AcOrt,  . . .;  désignons  par  $,,,  tj;,,  Ç;,  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  surface  compris  dans  Taire  Aco,^,  et 
considérons  la  somme 

étendue  à  tous  les  éléments  d'aire  :  je  dis  qu'elle  tend  vers  une 
limite  finie  et  déterminée  quand  les  dimensions  de  ces  éléments 
tendent  vers  zéro  dans  tous  les  sens. 

On  a  en  effet  rigoureusement,  en  désignant  par  Ao-^  l'aire  de  la 
région  du  plan  des  xy  où  se  projettent  les  points  de  l'aire  Aco/i 
(nM3): 
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p  et  q  désignant  j^  ^^  j^'  On  déduit,  par  le  théorème  de  la 
moyenne  (ia*7), 

^«>  yn  désignant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'aire  Aa-„,  et  la 
somme  (3)  considérée  s'écrit 

elle  est  maintenant  étendue  à  tous  les  éléments  At^  de  l'aire  C, 
dans  le  plan  des  xy;  Ç,,,  T\n  et  x„,  y„  sont  les  coordonnées  de 
deux  points  appartenant  à  l'élément  At„.  On  en  conclut  sans  dif- 
ficulté, comme  au  n®  7,  que  cette  somme  a  pour  limite  l'intégrale 
double 

(4)  f  f/i^.y^  ^U^,r)Wi-^p--^q''dxdy, 

ce  qui  établit  la  proposition. 

On  a  supposé  que  la  portion  de  surface  Û  n'est  coupée  qu'en  un 
point  par  toute  parallèle  à  O^  ayant  son  pied  dans  la  région  C  : 
s'il  en  est  autrement  on  divisera  Û  en  parties  jouissant  de  cette 
propriété,  et  l'intégrale  pour  Û  sera  la  somme  des  intégrales  pour 
les  parties  composantes. 

La  limite  de  la  somme  (3)  se  nomme  intégrale  de  surface  et 
se  représente  par  le  symbole 


-'U 


z  étant  supposé  remplacé  par  sa  valeur  en  x,  y  déduite  de  l'équa- 
tion de  la  surface  considérée. 

On  la  calculera  à  Taide  de  son  expression  (4)}  ou  d'expressions 
analogues  en  coordonnées  curvilignes,  que  l'on  obtiendrait  de  la 
même  manière.  D'ailleurs  dans  (4),  la  quantité  y/i  4-/?*4-y^  esl 
égale  à  |cosy|,  jcosyj  désignant  la  valeur  absolue  du  cosinus  de 
l'angle  y  que  fait,  avec  O^,  la  normale  au  point  x^y^  z  de  la  sur- 
face û;  on  a  donc 

J  Ja  J  Je  I  "="*ï  I 
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II.  -  FORMULES  DIVERSES. 


63.  On  va  établir  mainlenanl  quelques  formules,  relatives  à 
des  transformations  d'intégrales  de  lignes  et  de  surfaces,  et  qui 
ont  une  grande  importance  en  Analyse  ou  en  Physique;  ce  sont 
la  formule  de  Riemann,  celles  d'Ostrogradsky  et  de  Slokes. 

64.  Formule  de  Riemann.  —  Soient  M(x^  y)  et  N(a:,  y)  deux 
fondions  de  deux  variables  indépendantes  x,y]  considérons  Tin- 
tégprale  double 

prise  à  rintérieur  d'une  aire  G,  dans  laquelle  on  suppose  "3—  ^t  t- 
bien  déterminées  et  continues. 

On  a  d'abord,  en  calculant  l'intégrale  double  comme  d'ordinaire, 

L'intégrale  simple  à  laquelle  se  ramène  ainsi  l'intégrale  double 

Fig.  36. 


>jô 


0  'a?o         JB 

considérée  est  la  somme  de  deux  intégrales  curvilignes  (n®  59), 
â  savoir  {Jig-  36) 

—  /      }A(x,y)cLt    et     -h   /      ^\{x,  y)dx\ 


7-2 
or. 


et  par  suile 
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-f  -f  - 

—  If  -T—  dx  dy  —   I         M{x,  y)  dx. 


BQAPB 


L'intégrale  du  second  membre  est  une  intégrale  curviligne,  prise 
le  long  du  contour  y,  qui  limite  le  champ  C,  ce  contour  étant 
décrit  dans  le  sens  positif.  De  même 

=    r  '^^[N(^„7)-N(:r„^)]=  fî^{x,y)dy, 

le  contour  y  étant  encore  décrit  dans  le  sens  positif. 

On  obtient  ainsi  h  formule  de  Riemann  {ou  de  Green)  : 

qui  transforme  une  intégrale  curviligne  en  intégrale  double,  et 
inversement. 

65.   On  a  implicitement  admis,  dans  la  démonstration,  que  le 

ï'ig.  37. 


contour  y  n'est  coupé  qu'en  deux  points,  au  plus,  par  toute 
parallèle  aux  axes  Ox  et  Oy.  Dans  le  cas  d'une  courbe,  comme 
celle  de  la  figure  ci-dessus  {Jig.  87),  coupée  en  plus  de  deux 
points  par  des  parallèles  à  Oy,  on  divise  le  champ  C  en  champs 
partiels  C(,  €3,  ...  jouissant  de  la  propriété  énoncée.  Ici,  il  suffît 
de  tracer  la  droite  AB  qui  joint  les  points  de  contact  de  deux 
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tangentes  parallèles  à  Ojk?  et  l'on  a,  par  ce  qui  précède, 


m- 


^^^    •    ^^)dxdf=  f      (Mâx-h^dy), 


d'où,  en  ajoutant, 

//-  f     -f- 

^  ^c      *'apba-»-abqa      «^y 

caries  intégrales    /    el    /    se  détruisent  (n'^SO).  La  formule  est 

•^'ba       -'ab 
donc  vraie  pour  un  contour  quelconque. 

Corollaire  I.  —  On  déduira  plus  lard,  de  la  formule  de 
Riemann,  le  théorème  fondamental  de  Cauchy  sur  les  intégrales 
des  fonctions  d'une  variable  imaginaire;  deux  autres  corollaires, 
que  Ton  va  exposer,  ont  une  grande  importance  en  Physique. 

Si.  pour  les  valeurs  de  x^y  comprises  dans  une  région  ^  du 
plan,  l'expression  ^\dx  -\-^dy  est  une  différentielle  exacte,  on 

sait  que  l'on  a  —  =  — ,  et  réciproquement  (Tome  I,  n**  327). 

En  ce  cas  Fintégrale 

esi  nulle  quel  que  soit  le  champ  C  dans  la  région  A]  et,  d'après 
la   formule    de    Riemann,    il   en    est    de    même    de    l'intégrale 

/  (M  dx  -f-  N  dy)  quel  que  soit  le  contour  y  dans  Jl. 
Inversement,  si    /    est  nul  dans  S\.  quel  que  soit  y^   I  f    l'est 

t/y  «/    Je 

également  d'après  la  formule  de  Riemann  :  je  dis  que  dès  lors  la 

quantité  —  -r h  -5-  est  nulle  en  tout  point  x^  y,  de  A.  Car  si 

elle  ne  l'était  pas,  on  pourrait  tracer  autour  de  ce  point  un  contour 
fermé,  C,  à  l'intérieur  duquel  la  quantité  considérée  garderait  un 

signe  constant,  et  l'intégrale   /   /   ne  serait  pas  nulle,  contraire- 
ment à  ce  qui  précède.  Donc  : 

SiVintégrale  1  (Mdx-i-Ndy)  est  nulle  le  long  d'un  con- 
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tour  fermé  quelconque,  dans  une  certaine  région  du  plan, 
l'expression  ^dx-^lUdy  est,  dans  cette  région,  une  différen- 
tielle exacte. 

Corollaire  II.  —  La  proposilion  s'élend  au  cas  de  trois  variables. 

Supposons  que  Tinlégrale    /  (M  rfx-i-N  û(^-|-Prf^)  où  M,  N,  P 

sont  des  fonctions  de  x^  y^  z^  soit  nulle  le  long  d'un  contour, 
gauche  ou  plan  quelconque  de  l*espace  :  elle  sera  nulle  en  parti- 
culier le  long  de  tout  contour,  y,  tracé  dans  le  plan  z  =  Zq]  comme 
elle  se  réduit  alors  à 

/   M(^,JS  Zo)dx-hN(Tyy,  Zç,)dy, 

on  aura,  d'après  le  corollaire  précédent, 

dM(x,y,Zo)  ^  àN(x,y,Zo) 
dy  Ov 

ou,  puisque  Zq  est  arbitraire, 

ôJA  _d^ 

dy  ~~  ôjc 

identiquement,  c'est-à-dire  quels  que  soient  x^  y^  z. 
De  même 

ôz        dx 

^  _  ^ 

àz  -  dy  ' 

identiquement  (quels  que  soient  ^r,  )^,  s),  ce  qui  établit  (Tomel, 
n«  328)  que  M  dx -hîi  dy -i-V  dz  est  une  différentielle  exacte. 

66.  Remarque.  —  Il  importe  de  préciser  les  conditions  dans 
lesquelles  la  formule  de  Riemann  est  rigoureusement  établie. 
On  a  supposé  essentiellement  que  l'intégrale  double  a  un  sens, 

c'est-à-dire  que  ^  et  —  sont  des  fonctions  bien  déterminées  et 

continues  dex  ety^  à  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  l'aire  C; 

on  a  également  admis  que  les  intégrales    Tm  dx  et    Tn  dy  ont  un 
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seos,  c'esl-à-dire  que  les  foDclions  M  et  N  sont  déterminées  et 
continues  sur  le  contour. 

En  particulier,  la  formule  est  applicable  si  toutes  les  fonc- 
tions M,  N,  — »  -T-y  des  variables  indépendantes  xeiy^  sont  bien 

déterminées  et  continues  à  V intérieur  et  sur  le  contour  de 
traire, 

67.  Application.  —  Soit  C  une  aire  limitée  par  un  contour  y 
quelconque,  sans  point  multiple.  On  a,  en  faisant,  dans  la  formule 
de  Riemann,  M  =  — y^  N  =  o  : 

/  j  dxdy  =  —   I  ydx. 

Le  premier  membre  est  l'aire  de  la  portion  G  du  plan;  on  peut 
donc  dire  que  l'aire,  Jl>,  intérieure  à  un  contour  y,  sans  point 

multiple,    est  donnée    par  l'intégrale  curviligne    —  1  ydx,    le 

contour  y   étant  décrit  dans   le  sens  positif,  ou   à    l  ydx^   le 

contour  étant  décrit  dans  le  sens  négatif. 

On  peut  faire  reposer  sur  cette  remarque  une  démonstration, 
très  simple,  de  la  règle   du    changement  de  variables  sous    le 

signe//. 

Soit 

\^-JJnx,y)dr^ 

l'intégrale  double  proposée;  on  pose 

(6)  a:  =  o(a,  p),        y  =  ^{u,v). 

Lorsque  le  point  x,  y  reste  dans  le  champ  C,  le  point  de  coor- 
données rectangulaires  w,  v  reste  à  l'intérieur  d'un  champ  C  :  on 
suppose  que  la  correspondance  entre  les  points  des  deux  champs 
est  univoque,  c'est-à-dire  qu'à  un  point  u,  v  de  C  correspond 
un  seul  point  x,  ^,  de  C;  et  réciproquement. 

D'après  cela,  à  une  aire  quelconque  Ao-,  intérieure  à  C,  répond, 
à  l'intérieur  de  C,  une  aire  Aa-';  or  il  y  a,  entre  Aa  et  Ao^,  une 
relation  remarquable. 
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On  a  en  effet,  d'après  ce  qui  précède, 


-l 


Y  étant  le  contour  de  l'aire  Aa-,  décrit  dans  un  sens  tel  que  le 
second  membre  soit  positif.  En  faisant  dans  cette  intégrale  curvi- 
ligne simple  le  changement  de  variables  (6),  on  trouve 


A7 


=jri(«..)(.s^«-,^..). 


y'  étant  le  contour  de  l'aire  Ao^,  puisque  évidemment,  lorsque  le 
point  x^y  décrit  y,  le  point  i/,,  p  décrit  y'. 

Appliquons  au  second  membre  la   formule  de  Riemanu,     en 
faisant 

^  Ou  ^  dv 

il  vient 

On  a  mis  ±  parce  qu'on  ne  sait  pas  dans  quel  sens  le  point  u,   «.* 
décrit  y' quand  x^y  décrit  y  dans  le  sens  considéré;  il  faut  choisir 
le  signe  de  façon  que  Ao-  soit  positif. 
Or,  si  l'on  pose 

'^    '  ^       du  di^        du  dv 

(jacobien  de  ©,  »}  par  rapport  à  w,  v)^  on  peut  écrire,  en  vertu  du 
théorème  de  la  moyenne. 

en  désignant  par  u',  v'  un  point  de  l'aire  Aa^  ou  de  son  contour^ 

et  en  se  souvenant  que  le  signe  doit  être  choisi  de  manière  que  -X-y 

soit  positif.  Cela  posé,  soit  x'j  y  le  point  de  l'aire  A^  qui  répond 

au  point  w',  r';  on  a,  pour  I,  d'après  la  définition  même  de  Tinlê- 

grale  double, 

I  =  liin2/(a'',y)Aff, 

c'est-à-dire  en  remplaçante:',^'  par  y(a',  s^')j  ^("S  ^')j  ^^  ^^  p^r 
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sa  valeur  ci-dessus, 

I  =  lim2/[(ï>(a',  p'),  ^{u\  v')]l<j'modJ{u\  p'), 

dW,  en  passant  à  la  limite,  et  puisque  la  somme  s'étend  à  tons 
les  éléments  At'  du  champ  C, 

1  =  /    /  /[?(w,  ^),  ^{Uy  V )]mod  J (u,  v) du dv , 

C'est  la  formule  connue  du  changement  de  variables. 

68.  Formule  d'Ostrogradsky.  —  Soit  {^fig*  38)  V  un  volume, 
limité  par  une  surface  fermée  û,  que  Ton  supposera  rencontrée  en 


deux  points,  au  plus,  par  toute  parallèle  à  O^;  désignons  par 
R(x,  j,  3)une  fonction,  continue  ainsi  que  sa  dérivée  partielle  —  > 
àrinlérieur  et  sur  la  surface  du  volume  V.  L'intégrale  triple 


'-//XS**-" 


se  Iransforme  aisément.  Calculons-la  en  commençant  par  Tinté- 
gralion  en  ;;  ;  on  a,  en  désignant  par  C  la  région  du  plan  des  xy  où 
se  projettent  les  poinfs  du  volume  V,  par  z^  et  z^  les  cotes  des 
points  de  la  surface  û  qui  répondent  à  x  et  j^  (^fig'  38), 


U) 


-Si 


dxdy\V^{x,  y,  -2  j  —  R  (^,  7>  -^i  )]• 


Soityrangle,  compris  entre  o  et  ii,  que  fait  avec  l'axe  0;5,  dirigé 
de  0  vers  ^,  la  normale  à  û  en  un  point,  x^y^z\  cette  normale,  N, 
élant  dirigée  vers  Texlérieur  du  volume  V  :  y  est  aigu  au  point  :?2, 
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car  la  parallèle  à  O2,  issue  de  Z2^  sort  du  volume  V  ea  ce  point; 
de  même  y  est  obtus  au  point  5|. 

Si,  maintenant,  on  désigne  parus  et  û|  les  portions  de  la  sur- 
face Q  qui  sont  respectivement  au-dessus  et  au-dessous  de  la 
courbe  de  contact  des  plans  tangents  parallèles  à  Oz,  on  a,  d'après 
la  formule  (5)  du  n°  62, 

=  J  j  R(^,  r»  ^t)  ^^  ^7i 

car  on  a,  sur  Û2, 

cosY  =  |cosy|, 

puisque  y  est  aigu.  De  même,  puisque  l'on  a  sur  ûf, 

COSY  =  ~~  |cosy|, 
il  viendra 

/  I     R(x,yyZi)cos-(d(si=—    j    I  R{x,  f,  Zi)  dx  dy. 

Ajoutons  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  nous  trouvons, 
puisque/^ +/^=/^, 

(a)     /  j   dxdy[R{x,jr,Zi)—ï{(x,y,Zi)]  =  J  j   R{x,  y,  z)cosy  dui. 

En  portant  cette  valeur  dans  (i),  on  arrive  à  la  formule  finale  : 

(3)  I  =  JJ  J  —dxdydz  =  JjR{x,y,z)co%^d^, 

Y  étant  Tangle,  compris  entre  o  et  tz,  que  feiit,  avec  Os,  la  normale 
en  Xy  y^  s,  à  la  surface  Q,  dirigée  vers  l'extérieur  du  volume  V. 
De  même,  en  désignant  par  P  et  Q  deux  autres  fonctions  con- 
tinues de  x^  y^  z,  et  par  a,  ^  les  angles  que  fait,  avec  O  j:  et  0^>', 
la  normale  en  un  point  de  û,  toujours  dirigée  vers  l'extérieur 
de  V,  on  trouverait 

(4)  Jjl  ;^^^r^^  =    /  rP(^»^''5)cosarfu), 
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d*où,  par  additioD, 
f    I    f   (j"  "*"  ^"'"  J^)^^^^~  /  /    (Pcosa-+-Qcos3H-RcosY)û?(«>. 

C'est  la  formule  d'Ostrogradsky  (ou  de  Green),  qui  transforme 
une  intégrale  de  volume  en  une  intégrale  de  surface,  et  inverse- 
ment. 

Si  la  surface  û  est  rencontrée  en  plus  de  deux  points  par  des 
parallèles  aux  axes,  il  est  aisé  d^établir  que  la  formule  subsiste, 
en  employant  la  méthode  indiquée  à  propos  de  la  formule  de  Rie- 
mann  (n'^eS). 

69.  Formule  de  Stokes.  —  Elle  transforme  Tune  dans  Tautre 
une  intégrale  de  surface  et  une  intégrale  curviligne. 

Soit  iù  une  portion  de  surface,  limitée  par  une  ligne  fermée  X. 
Nous  admettrons  que  o)  a  deux  faces  distinctes,  que  nous  appel- 
lerons Ci)'  et  iû",  de  telle  sorte  qu'on  ne  puisse  passer  d'une  face  à 
Fautre,  en  cheminant  sur  la  surface,  qu'en  traversant  le  contour  X. 
Nous  appellerons  direction  de  la  normale  à  une  face  celle  d'un 
rayon  lumineux,  réfléchi  normalement  par  cette  face  supposée 
polie  :  les  normales  N'  et  N''  aux  deux  faces  w'  et  co",  en  un  même 
point,  ont  ainsi  des  directions  opposées. 

Nous  aurons  également  besoin  de  définir  le  sens  d'un  mouve- 
nnent  sur  l'une  ou  l'autre  face  de  (o.  A  cet  effet,  imaginons  un 
observateur  debout  sur  la  face  o)',  par  exemple,  la  tète  sur  la  nor- 
male à  cette  face,  placé  près  du  contour  X  et  regardant  ce  con- 
tour :  on  dira  qu'un  mobile  décrit  le  contour  \  dans  le  sens 
positif,  sur  la  face  o)',  si  l'observateur  le  voit  passer  devant  lui  de 
droite  à  gauche.  Sur  la  face  co",  le  même  mouvement  aurait  d'après 
cela  le  sens  négatif. 

70.  Admettons,  pour  commencer  {fig»  89),  que  la  surface  (o 
ne  soit  rencontrée  qu'en  un  point,  au  plus,  par  toute  parallèle 
à  Oz\  elle  se  projette  dès  lors  dans  l'aire  ^i,  que  limite,  sur  le 
plan  des  xy^  la  projection  \  du  contour  X.  Considérons  une  face 
de  o),  la  face  w',  par  exemple,  dont  une  normale  N'  fait  avec  0-8 
un  angle  aigu  :  en  chaque  point  de  o)',  la  normale  fera  encore 
arec  Oz  un  angle  aigu,  car  la  surface  <o  n'ayant  pas,  par  hypo- 
tiièse,   de  plan  tangent  parallèle  à  Oz,  l'angle  considéré  ne  peut 
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devenir  droit  et,  comme  il  varie  d'une  manière  continue,  il  reste 
aigu. 

Si  M  est  une  fonction  de  x^  y,  on  a,  d'après  la  formule  de  Rie- 
mann,  dans  le  pian  des  xy, 


■JJJ^''-<'y  =  l^'^-^y)'^, 


le  contour  Xi  étant  décrit  dans  le  sens  positif  sur  la  face  supé- 
rieure du  plan  des  xy^  en  raison  de  la  disposition  des  axes  de 
coordonnées. 

Fig.  39. 


N' 


X  z=r 


(C::) 


Supposons  que  M  soit  une  fonction  continue  U,  de  x^  y^  -3,  el 
que  z  soit  lui-même  une  fonction  de  x^  y^  définie  par  l'équation  de 

la  surface  co  ;  on  devra  remplacer  -r-  par  - — |-  -p  t-  »  et  l  on  aura  : 


Or   I  U  dx  est  la  même  chose  que    /  U  dx^  car  x,  y  et  dx 

sont  les  mêmes  sur  Xi  et  X;  le  contour  X,  dans  cette  nouvelle  inté- 
grale curviligne,  est  décrit,  sur  la  face  a>',  dans  le  sens  positif. 

D'ailleurs,  en  désignant  par  y  l'angle  aigu  que  fait,  avec  Oz^  la 
normale  à  la  face  (o'  au  point  x^y^  5,  on  a,  d'après  la  formule  (5) 


du  n**  62,  F  représentant,  pour  abréger,  y:  +  -;p  "s- ' 


(7) 


1     /    /    F(r,7,  ^)cosYc^w  =    /   /    F(r,  r,  x?)cosY 


dx  dy 

IcosYJ 


( 


=  J  f  F(x,y,z)dxdf, 


puisque  cosy  =  |cosy| 
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Remplaçons  F  par  sa  valeur;  nous  obtenons  dans  (6),  en  vertu 
Je  (7). 

Enfin  la  normale  à  tù'  ayant  ses  cosinus  directeurs,  cosa,  cos^, 
ces  Y,  proportionnels  à  t-*  j^  et  —  i,  on  a 

cosa       cosB  „   .  àz  cosû 

-— —  =  -—-£-  =  —  cos  Y,         dou         3-= -; 

ds  dz  '  dy  cosy 

dx  dy 

ce  qui  donne,  dans  (8), 

—  fj    y-^j cosï  -  ^  cos  3 j  ^0)  =  y*  U {X,  y,  z)  dx. 

On  aurait  de  même,  en  désignant  par  V  et  W  des  fonctions 
continues  de  x,  y^  2, 

"  JJ.  \à^  ^^*^  ■"  "57  ^°^  ajdoi  =  J    W(x,  y,  z)dz, 
et,  en  ajoutant, 

l/.(;.H(f-s) 

.    V  )  q/«^U       d\\\  /f)\       0V\-]  ^ 

(9)     j  -^'^'^[^  -  Tïrj  ^^^^H5ï  -  :ô^)\  ^^ 

r       =    nVdx-^Wdy-^Wdz), 

le  contour  à  étant,  dans  Tintégrale  curviligne,  décrit  dans  le  sens 
positif. 

C'est  lajormule  de  Stokes.  Elle  s'applique,  sans  modification, 
à  Ja  face  co'',  car,  pour  cette  face,  cosa,  cosp,  cosy  changent  de 
signe,  et  le  sens  du  mouvement  sur  la  courbe  X  doit  également 
cbang^er  pour  être  positif  sur  w". 

71.    Si    la   surface  w  est  coupée  en  plus  d'un  point  par  une 
H-    -  II.  6 
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parallèle  à  Oz^  on  la  décomposera  en  surfaces  w,,  too,  . . .  rencon- 
trées en  un  seul  point,  au  plus.  Ainsi,  dans  le  cas  de  la  figure 
ci-dessous  (Jig.  4o)j  on  mènera  la  courbe  (L)  de  contact  des 
plans  tangents  parallèles  à  Oz^  et  les  lignes  AB,  A'B'  joignant 
deux  points  de  (L)  à  deux  points  de  X. 

Fig.  4o. 


La  surface  a>  est  ainsi  divisée  en  trois  parties  : 

1**  La  partie  située  au-dessus  de  (L); 

2°  La  partie  dont  le  contour  est  ABPB'A'QA; 

3^*  La  partie  dont  le  contour  est  ARA'B'SBA. 

Si  l'on  écrit  la  formule  (9)  pour  chacune  de  ces  parties  et  si 
l'on  ajoute,  les  intégrales  curvilignes  suivant  les  lignes  (L),  AB 
et  A'B'  disparaissent,  cliacune  d'elles  figurant  deux  fois  avec  des 
signes  contraires,  et  il  reste  la  formule  (9),  appliquée  à  l'une 
des  faces  de  a>  et  au  contour  ).. 

La  formule  de  Stokes  est  donc  générale. 
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CHAPITRE  III. 

APPLICATIONS   DIVERSES. 


I.  -  INTÉGRATION  SOUS  LE  SIGNE   f> 


72.  Règle.  —  Considérons  Tintégrale 

dépendant  d^un  paramètre  a,  et  dont  les  limites  a  et  6  sont  indé- 
pendantes de  a. 

Proposons-nous  de  l'intégrer  par  rapport  à  a,  entre  deux  limites 
constantes  ai  et  aa  ;  c'est  le  problème  inverse  de  celui  de  la  déri- 
vation traité  dans  le  Tome  I. 

L'intégrale  cherchée  a  pour  symbole 

D'après  la  règle  de  calcul   des   intégrales  doubles,    ce  n'est 

autre  chose  que  l'intégrale   /  /  /{x,  a)  dx  doL^  les  variables  de 

sommation  étant  x  et  a,  prise  dans  le  rectangle  qui  a  pour  côtés 
les  droites 

on  peut  donc  intervertir  l'ordre  des  intégrations  (n®  15),  à  condi- 
tion que  la  fonction  /{Xj  a)  soit  continue  dans  le  rectangle,  sup- 
posé iui-même  fini;  on  a  ainsi 

f       doL  I     /{x,OL)dx=    I      dx   1      /(XfOi)da. 

C'esl  la  formule  d'intégration  sous  le  signe   / ,  tout  à  fait  sem- 
blable  à    celle   de  dérivation   :   au   lieu  de   remplacer,  sous  le 
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,  la  fonction  f{Xj  a)  par  sa  dérivëe  en  a,  on  la  remplace 
par  son  intégrale  en  a,  entre  les  limites  ai  et  7.2, 

73.  Si  les  limites  a  et  6  dépendent  de  a,  la  formule  ci-dessus 
n'est  plus  exacte. 

On  peut  ramener  ce  cas  au  précédent  par  un  changement  de 
variable.  Dans  l'intégrale 

j     f{x,%)dx, 

posons 

X  =^  a  -h  (b  —  a)v, 
d'où 

dx  =  {h  —  a)dy\ 

rintégrale  devient 


f   (à-^a)/\a^(b-a)y,a]dy, 


où  les  limites  sont  constantes.  La  formule  du  numéro  précédent 
est  alors  applicable. 

74.  Autre  méthode.  —  Soient 

a  =  ç(a),         6  =  e(a)  (a<b) 

les  limites,  variables  avec  a,  de  Tintégrale  considérée;  il  s'agit  de 

Fig.  4i. 


JC^ffiCt, 


^»6(oO 


calculer  ou  de  transformer  l'expression 

(0 


f       dal  f{x,0L)dx\. 

a,       .    L*-?(«)  J 
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C'est  là  une  intégrale  double  prise  dans  un  champ  facile  à  déter- 
miner. 

Traçons  en  effet  {^fig-  40>  ^*°s  '®  P^^*^  ^^^  ^*»  ^^*  courbes 
a:  =  (p(a),  jj  =  0(a);  l'expression  (i)  n'est  autre  chose,  d'après 
sa  forme  même,  que  l'intégrale  double' 


// 


prise  dans  le  champ  (ombré),  limité  par  les  courbes  précédentes 
et  les  deux  parallèles  à  Ox,  d'ordonnées  ai   et  %^  :  car,  pour 
calculer  cette  intégrale  en  commençant  par  ^intégration  en  x^ 
la  règle  générale  conduit  précisément  à  écrire  l'expression  (i). 
Donc  enfin,  C  étant  le  champ  ombré,  on  a 


f       dfx    /        /(x,a)dx=    /    /  /(x,%)dxdoL, 


l'intégrale  du  second  membre  pouvant  ensuite  être  calculée  par 
une  méthode  quelconque. 


H.  -  CALCUL  D'INTÉGRALES  DÉFINIES. 


75.  Les  règles  d'intégration  et  de  dérivation  sous  le  signe   / 

permettent  d'obtenir  la  valeur  de  quelques  intégrales  définies, 
dont  le  calcul  direct  est  impossible. 

76.  Calcul  de  l'intégrale    /     e-^*dx.  —  La  fonction  primitive 

de  e^^*  ne  s'exprimant  pas  à  l'aide  des  fonctions  élémentaires,  on 
ne  peut  évaluer  directement  cette  intégrale  importante,  qui  se 
rencontre  dans  diverses  questions  d'Analyse  et  de  Physique  mathé- 
matique. On  trouvera  sa  valeur  en  faisant  usage  de  la  règle  d'inté- 
gration sous  le  signe   /.  Dans  l'intégrale 

J=    f*  e"*dx, 
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posons  X  =  ty^  a  étant  une  constante  positive,  on  a 

Multiplions  les  deux  membres  par  e~*',  et  intégrons,  par  rap- 
port à  a,  entre  o  et  oo  :  J  étant  une  constante  absolue  (indépen- 
dante de  a),  l'intégrale  du  premier  membre  sera 

/e-  **  doL  J     c'est-à-dire     J  *  ; 

l'intégrale  du  second  membre  sera 

f     e-^'dz    f     e-^^'y-ddy, 

OU,  en  intervertissant  l'ordre  des  intégrations  (*), 
f     dy    f     e-a'<'-^.>')a£/a. 

Or  l'intégrale  en  a  se  calcule  de  suite;  on  a  ainsi 
J«  =    /      df\ =  -    /       — =^  =  -  (Arc  tan 


^y)t 


^0 

Donc 


(l)  ^  ==      f       ^--^"dx=    i/TT. 

77.  De  la  formule  (i)  on  peut  déduire  une  infinité  d'autres 
par  la  règle  de  dérivation.  Il  suffît  en  effet  de  faire  un  changement 
de  variable,  de  manière  à  introduire  un  paramètre  a,  et  de  dériver 
les  deux  membres  en  a  :  c'est  là  un  procédé  général,  applicable 
à  toutes  les  intégrales  définies  dont  on  connaît  la  valeur.  Posons, 
par  exemple,  dans  (i), 

a  étant  positif;  nous  obtenons  la  formule  : 

f       e-^y'-dy  =  7/71  a    «; 
0  ^ 

dérivons  maintenant  les  deux  membres  par  rapport  à  a. 


(^)  Le  champ  d'inlégralion  élant  inHiii,  cette  interversion  n'est  pas  nécessaire- 
ment légitime;  on  admettra  qu'on  a  le  droit  de  la  faire. 
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Je  dis  qu'on  peut  appliquer  en  toute  sécurité  la  règle  de 

dérivation  sous  le  signe  /,   bien  que  la  limite  supérieure  soit 

infinie.  En  effet,  la  fonction  e"*^'  satisfait  aux  deux  conditions 
du  n®  323  du  Tome  1,  à  savoir  :  i^  cette  fonction,  f{y,  a),  et  sa 
dérivée  /"^  sont  des  fonctions  continues  de  la  variable  a,  lorsque  a 
reste  positif,  et  cela  quelle  que  soil  la  valeur  attribuée  à  }'  entre 
o  et  -f-oc;  2®  /a»  est  finie  et  déterminée  pour  a  çt  j^^o.  Reste 
donc  seulement  la  difficulté  provenant  de  la  limite  supérieure 
infinie.  Or,  d'après  le  n°  3âo  du  Tome  I,  on  pourra  appliquer  la 
règle  de  dérivation  si  l'intégrale 

/      /a'(7»  a-^^^)^r>     c*est-à-dire       j     y^e-y^^^-^^^'^'dyy 


a  une  valeur  finie.  On  peut  Fécrire 


dy 


et  comme  la  fonction  ^{y)^  c'est-à-dire  j'^c"^''^'*"^^'",  tend  vers 
zéro  pour^  infini  (car,  a  étant  >  o,  a  +  6/t  est  >  o  pour  h  assez 
petit),  l'intégrale  est  finie  (Tome  1,  n'^SQS). 

Donc  enfin  la  règle  de  Leibniz  s'a[)pliquc  et  la  dérivation  par 
rapport  à  a  des  deux  membres  de  (a)  donne  : 

puis,  par  une  série  de  dérivations  successives, 

78-    Intégrrale  de  Fourier.  —  Considérons  l'intégrale 
I"   /     e~^*  cosidx  dxy 

où  a  désigne  une  constante.  Dérivons  par  rapport  au  paramètre  a; 
on  verra  comme  au  numéro  précédent  que  la  règle  de  Leibniz  est 
applicable.  Donc 

-.- =    /      —ixe-^s\ïiiaLxdx, 
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Or  — ^xe"'^  est  la  dérivée  de  ^~'';  on  a  donc,  en  intégrant 
par  parties, 

d\ 

^0 


s  ='-" 


(«-■»' sinaao:)*  —  aa   /      c^*  cosi^xdx^ 


c'est-à-dire,  puisque  la  quantité  tout  intégrée  s'annule  aux  deux 

limites, 

d\ 


,    =  —  2al. 


On  en  conclut,  en  séparant  les  variables  I  et  a, 
et,  en  intégrant, 


-r  —  —  ^*  "*î 


logl  =  — a«H-logC; 
ou 


On  détermine  la  constante  C  en  faisant  a  =  o;  I  se  réduit  alors 
à    /     e'^'rfj:,  c'est-à-dire  -y/'re  (n°  76),  et  l'on  en  conclut  finale- 


^0 

ment  la  formule 


III.  -  PROBLÈME  D'ABEL. 


79.  Problème.  —  Trouver  la  courbe  suivant  laquelle  il  faut 
laisser  tomber  un  point  matériel  pesant  pour  quHl  parvienne 
en  un  point  O  {origine  des  coordonnées)  au  bout  d\in  temps 
qui  soit  une  fonction  donnée^  F(^)î  ^^  '^  hauteur  de  chute  A. 

Prenons  pour  axes  O^  et  Ox  la  verticale  et  l'horizontale  du 
point  O  :  en  un  point  de  la  courbe,  de  hauteur  z  {fig*  4^)?  le  mo- 
bile est  animé  d'une  vitesse  égale  à  celle  qu'il  aurait  s'il  était  tombé 
verticalement  de  la  hauleur  h  —  z,  c'est-à-dire  ^2g{h  —  z). 
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Soit  s^=/{z)  l'arc  de  la  courbe,  compté  à  partir  de  O;  on 


aara  d'après  cela 


ds 


--gi=)/^g{h^z), 


ou 


di^- 


f'iz) 


.dz. 


Le  temps  de  chute,  de  A  en  O,  sera 

Fig.  43. 


L'équation  du  problème  est  donc 


(1) 


dh 


-.y  !^  étant  une 


l'inconnue  étant  la  fonction /(z)  (*). 
Voici  l'ingénieuse  solution  d'Abel. 
Multiplions  les  deux  membres  de  (i)  par 

constante,  et  intégrons  par  rapport  à  A,  entre  les  limites  o  et  !^.  Il 
vient 

Loin  de  compliquer  l'équation  (i),  comme  il  peut  le  paraître, 
celte  nouvelle  relation  donne  la  solution  immédiate  du  problème. 


(')  Ce  problème  est  un   cas  particulier  du  suivant  :  Trouver  une  fonction 
f{x,  a),  assujettie  ou  non  à  certaines  conditions  de  forme,  telle  que  Vinté- 

grale    f     /{x,  ol)  dx  soit  égale  à  une  fonction  donnée  de  a.  Les  limites 

a  et  h  peuvent  être  des  constantes  ou  des  fonctions  de  a.  C'est  le  problème 
inverse  de  celui  du  calcul  des  intégrales  définies;  il  n*a  reçu  aucune  solution 
dans  le  cas  général. 
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Le  second  membre  de  (2),  en  effet,  est,  par  rapport  aux  variables 
de  sommation  h  et  5,  égal  à  l'intégrale  double 


J  J      J'IS     si 


^) 


prise,  dans  le  plan  de  ces  variables,  à  l'intérieur  d'un  champ  que 
l'on  détermine  aisément  (voir  n"  74)  :  la  forme  (2)  de  l'intégrale 
montre  que,  h  étant  fixe,  les  limites  de  z  sont  o  et  h;  les  valeurs 
extrêmes  de  h  sont  ensuite  o  et  Ç.  Le  champ  est  donc  le  triangle 
formé  par  Taxe  OA,  la  bissectrice  5  =  A,  et  la  parallèle  à  O^ 
d'abscisse  ÎJ  (région  ombrée)  (*)  {/ig-  43). 

Fis.  /,3. 


Calculons  maintenant  l'intégrale  double  I  en  commençant  par 
l'intégration  en  h  :  les  limites  de  h  sont  alors  z  et  Ç,  les  valeurs 
extrêmes  de  z  étant  ensuite  o  et  v.  Donc,  le  second  membre 
de  (2)  peut  s'écrire 


(2  bis) 


Dans  l'intégration  par  rapj)ort  à  A,  z  est  regardé  comme  con- 
stant, d'après  la  règle  de  calcul  des  intégrales  doubles;  par  suite 

Js     \/h  —  ^  v^ï  —  f^  *^z     s/Il  —  z  ^X^  —  /i 


(')  La  fonction  qui,  dans  l'expression  de  I,  figure  sous  le  signe    1  f  ^  ^  savoii 


/'(^) 


r>  devient  infinie  sur  les  droites  z  —  h  cl  h  ~  ^^  qui  sont  deux 
V'(  ;  —  /o  t  A  -  ;;  j 
des   côtés  du  triangle  champ.   Mais,   comme  les  exposants  de   ^  —  h   et  h  —  s 

au  dénominateur  sont  égaux  à  ->  c'est-à-dire   inférieurs  à    i,  Tintégrale   l  est 
néanmoins  finie  et  déterminée  dans  le  champ  ombré  (n**  54). 
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L'intégrale  qui  figure  au  second  membre  de  celte  dernière  rela- 
tion se  calcule  aisément  :  elle  est  égale  à  tt  (^).  Elle  est  donc,  et 
c^esl  là  le  point  fondamental,  indépendante  de  z;  et  il  reste,  pour 
la  valeur  de  (2  bis), 

I     r^ 

— .   /     T./\z)dz,     c'est-à-dire     -_-.  f/(Ç)-/(o)]. 

Ory(o)  est  nul,  Tare /(s)  étant  compté  à  partir  de  Torigine; 
donc  enfin,  remplaçant  par  celte  valeur  de  (:<  bis)  le  second 
membre  de  (2),  on  a  l'équation 

ce  qui,  la  fonction  F  étant  connue,  donne  l'expression  clierchée 
de  la  fonction  inconnue  y*(Ç),  sous  forme  d'une  intégrale  définie, 
dépendant  du  paramètre  Ç. 

Connaissant  ainsi /(5),  c'est-à-dire  l'expression  de  l'arc  5  de  la 
courbe  en  fonction  de  l'ordonnée  .3,  on  écrira,  pour  trouver 
l'équation  de  cette  courbe  en  x  et  ;;, 

ds  =  fJ7ix-*'-\-dz'-  =/'{z)  dz ; 

d'où,  en  élevant  au  carré  et  séparant  les  variables  x  et  5, 

dzs//"'C^J^=^^ 
et,  en  intégrant, 

(4)  X  =  I  \//'*{  z )  —  i  dz  -h  consl. 

On  déterminera  la  constante  de  manière  que  5  soit  nul  pour  jc==o, 
et  l'on  aura  ainsi,  par  (4),  l'équation  cartésienne  de  la  courbe 
cherchée. 


(*)  Le  plus  simple  est  de  faire  dans  l'intégrale    /        _  .nr-  -^^»oÙ5etC 

soot  des  constantes,  le  changemenl  de  variable 

h  =  z  -i-{^  —  z)  sin'w,        dh  =  '2{^  —  ^)  sino)  cosw  c/o), 
ce  qui  donne  pour  Tintcgrale  cherchée 

/*'  (Ç  —  5)  sinwcosw  ,  /**    , 

2     /  — t=r  û?o)  =  2    /       c/o)  —  r. 

•yo       V  (^  —  ■=)  sii»^w(^  —  i)  cos-u)  Jq 
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80.  Courbe  tautochrone.  —  Comme  application,  cherchons  la 
courbe  (dite  tautochrone)  pour  laquelle  le  temps  de  chute  est 
indépendant  de  la  hauteur  de  chute  A;  il  faut  faire 

F(A)=^, 
ce  qui  donne,  dans  (3), 

Donc  Tare  5,  ou  /{z)^  est  proportionnel  à  la  racine  carrée  de 
l'ordonnée  z\  posons  pour  simplifier  ^  =\/8az,  il  vient 

et  l'équation  cartésienne  (4)  de  la  courbe  s'écrit 


x=  I  i/ û?3-+-const. 


L'intégrale  indéfinie  au  second  membre  s'obtiendrait,  selon  la 

méthode  générale,  par  le  changement  de  variable =  u^;  il 

sera  plus  simple  d'opérer  autrement.  Posons 

z  =  a(i  — cosf),         dz  =  as'intdty 
il  vient 


X  ==  a  I  1  /  -j sm  tdt-\-  const. 

J  y   a(i  —  cos/) 

=  a  I  (i -h  cos/)rf/ -f- consl.=  a(/ H- sinf)H- const. 

La  constante  est  nulle,  car  pour  -3  =  0,  c'est-à-dire  t  =  o^x  doit 
être  nul. 

Les  équations  paramétriques  de  la  courbe  sont  donc 

z  =  a{  I  —  cos/). 

C'est  une  cycloïde,  symétrique  par  rapport  à  Ox  de  la  déve- 
loppée de  la  cycloïde  étudiée  au  n**  382  du  Tome  I. 
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CHAPITRE  IV. 

FONCTIONS  EULÉRIENNES. 


I    -  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES. 


81.  Les  fonctions  eulériennes  sont  un  exemple  intéressant  de 
fonctions  représentées  par  des  intégrales  définies;  elles  jouent  un 
rôle  assez  important  en  Analyse  et  en  Physique. 

On  nomme  fonction  eulérienne  de  seconde  espèce,  et  l'on 
désigne  par  r(a),  la  fonction  de  a 


(i)  r(a)  =    /      e-xx'^-^dx. 

L'intégrale  n'a  une  valeur  finie  et  déterminée  (Tome  I,  n**  308) 
que  si  a  est  positif;  elle  définit  donc,  dans  ce  cas,  une  fonction 
de  a,  laquelle  est  toujours  positive,  puisque  tous  les  éléments  de 
Tintégrale  sont  positifs. 

Pour  a  nul,  r(a)  est  infini. 

82.  Théorème.  —  On  a 

r(a-M)  =  ar(a). 

En  efi'et,  l'intégration  par  parties  donne  : 

r(a-M)=    Ç    x'^  e-' dx  =  {-- er^ x^)1 -^  d  f    e^^x^-^  dx. 

Le  terme  tout  intégré  s'annule  aux  deux  limites  (puisque  a  est 
posilif)et  le  dernier  terme  est  a r (a).  c.  q.  f.  d. 

83.  Corollaire.  —  Si  a  est  entier,  on  a 

r(a  -+-  i)  =  1.2.3. .  .a. 
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En  effet 

r(a  H-i)  =  ar(a)  =  a(a  —  I)  r(a— -i)  =..  .=  a(a  —  i). .  .2.  i  .r(i). 

Mais 

•»  ce 

r(i)=    /      e-^  dx  =  (—e-^)'^  =  1, 
•  0 

ce  qui  établit  le  Corollaire. 

L'importance  de  la  fonction  F  vient  de  cette  relation  avec  les 
factorielles. 

Le  théorème  du  n®  82  permet  de  calculer  r(a),  pour  une 
valeur  quelconque  de  a,  lorsqu'on  connaît  la  fonction  pour  toutes 
les  valeurs  de  a  comprises  entre  o  et  i;  nous  verrons  plus  bas 
qu'il  suffît  même  de  connaître  F  (a)  pour  les  valeurs  comprises 

entre  o  et  -• 

84.  Produit  de  deux  fonctions  r.  —  On  a 

r(a)r(p)=    f     e-^x^-^dx   f     e-yy'^-Uly, 

ce  qu'on  peut  écrire,  sous  forme  d'intégrale  double, 

(2)  r(a)r(p)=    r  Ce-^^^y^x^-^y^-^dxdy, 

le  champ  étant  l'angle  positif  des  axes,  considéré  comme  la  limite 

d'un  rectangle  dont  deux  côtés  sont  Ox  et  Oy,  et  dont  les  deux 

autres  s'éloignent  à  l'infini  :  ce  champ  est  défini  par  0:^0,  y^o. 

Faisons,  dans  l'intégrale  double  (2),  le  changement  de  variables 

x^uÇy         y  =  u{i  —  v); 

le  jacobien  ^\^^  est  p(—  u)  —  w(i  —  ^;)  rrz—  u;  quant  au  nou- 
veau champ  en  m,  t^,  il  est  défini  par 

MP^O,  W(| — P)^0, 

d'où  l'on  tire,  en  ajoutant  membre  à  membre, 
et,  par  suite. 
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Le  champ  C  en  u,  c  est  donc  fa  région  ombrée  (Jiff-  44)  limitée 
par  l'axe  des  p  (a  =  o),  l'axe  des  u  (^=  o),  et  la  parallèle  à  O^^, 
t-'  =  I . 

On  a  alors,  en  remplaçant  dans  l'intégrale  double  (2),  x  par  la^, 

y  par  u  (1  —  i^),  et  dx  dy  par  diidv  mod  ;t.-— ->  c'est-à-dire  par 
Il  du  dv^  puisque,  dans  le  champ  C,  u  est  positif, 

r(a)  r(?)  =  f  f  e-»  a«-»-?-if«-»(i  —  v)^-^  du  dw 

ce  qui  s'écrit,  d'après  la  règle  de  calcul  d'une  intégrale  double, 

r(a)rO)=     r    ç^-\(i-^ç)?-idvx    r     e-'^u^^^-i  du. 

Au  second  membre,  la  seconde  intégrale  estr(aH-  P);  la  pre- 
mière est  une  intégrale  nouvelle,  fonction  de  a  et  de  (3,  que  l'on 


désigne  par  le  symbole  B(a,  P),  et  que  l'on  nomme  intégrale 
eu  lé  rie  une  de  première  espèce. 
Donc,  enfin. 


r(a)r(p)  =  r(aH-?)B(a,?); 

B(a,  3)=    f    ar3t-i(i  — a7)?-»t/x, 
«/o 

X  et  ^  désignant  deux  quantités  positives  quelconques. 


(3) 
(4) 


80.  Autres  formes  de  B(a,  p).  —  i**  La  formule  (3)  montre  que 
B(a,  ^)  =  B(|3,  a),  ce  qu'on  vérifierait  directement  en]  posant, 
dans  l'équation  (4),  x=:\  —  y.  Ainsi  : 

(4')  B(a,  ?)=    f    x?-^{^\'-x)-^'^dx. 

do 


96  PBEMIÈRE   PARTIE.   —   COMPLEMENTS   DU   CALCUL  INTÉGRAL. 

2®  Posons,  dans  l'intégrale  (4),  ^  =  sin^w;  il  vient 

sin*«->  w  cos*P->  (0  rfti). 


(4')  B(a,P)  =  2  fi 

i"^  Posons  enfin,  dans  (4), 


on  trouve 

(D  B(a,6)=    r"  — ^  „  dy. 

Si,  dans  cette  formule,  on  suppose  a  +  ^  =  i ,  il  vient 

on  a  par  suite,  d'après  (3),  en  se  rappelant  que  r(i)  =  i , 

Nous  verrons  plus  tard  que  l'intégrale  qui  figure  au    second 
membre  est  éffale  à  -t—q— ;  on  aura  donc 


(5)  r(p)r(i-p)= 


ir 


sin^i: 


formule  qui  permet  de  calculer  r(a)  pour  les  valeurs  delà  variable 

comprises  entre  -  et  i,  quand  on  l'aura  calculée  pour  les  valeurs 

comprises  entre  o   et  -•  Cette   formule  suppose  naturellement 

o  <  jî  <  I ,  puisque  r(a)  n'a  été  défini  que  pour  des  valeurs  posi- 
tives de  a. 

86.  Valeur  de  r(iV  —  Si,  dans  (4"),  on  fait  a  =  p  =  1,  il 


vient 


D'ailleurs,  par  (3), 

r(i)r(l)  =  r,,B(I.I). 
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Comme  r(i)  =  i  (n®  4i),  on  a 

[r(l)]'=,,      d-oa      r(i)  =  /.. 

On  peut  encore  faire  ce  calcul  comme  il  suit.  Dans  l'ëquation 

r(a)=    j      e-^x'^-^djr 
*  0 
posons  X  =y-;  il  vient 

d'où  (n»  76) 

Tables.  —  Il  existe  des  Tables  donnant  les  valeurs  de  F  (a);  ces 
Tables  permettent  aussi,  d'après  (3),  de  calculer  B(a,  |3). 

87.  Valeur  approcliée  de  r(/i)  pour  n  très  grand.  —  La  relation 
de  r(/i)  avec  les  factorielles  montre  que,  pour  des  valeurs  entières 
de  /i,  r(/ï)  croît  avec  n  et  croît  même  très  rapidement.  Legendre 
a  d'ailleurs  prouvé  que  r(j:),  qui  est  inGni  pour  ^=o,  com- 
mence par  décroître,  passe  par  nn  minimum  pour  une  valeur  de  x 
comprise  entre  i  et  2,  et  croît  ensuite  indéfiniment  avec  x. 

Il  y  a  intérêt,  dans  diverses  questions,  à  connaître  Tordre  de 

candeur,    par  rapport  à  n,  de  r(/i-hi),  ou    de   la  faclorielje 

1 . 2 ...  /2  ;  voici  la  marche  à  suivre  pour  arriver  au  résultat  désiré. 

88.  On  a,  par  définition, 

la  fonction  sous  le  signe   / ,  e~-^x"f  va  de  o  à  o  quand  a:  va  de  o 

â  00,  si  Ton  suppose  /i  >>  o;  elle  passe,  comme  on  le  voit,  en  pre- 
nant sa  dérivée,  (n  —  x)e~-^x"~*,  par  un  et  un  seul  mai^imum 
pour  x  =  n;  ce  maximum  est  n"e~".  Faisons  alors,  dans  Tinlé- 
grale  de  définition  (6),  le  changement  de  variable 

(y)       x'*e-^=  /i«e-«c  -'•        (/  =  nouvelle  variable  d'intégration). 

Quand  X  va  de  o  à  n,  puis  de  /i  à  4- ûc,  t'^  est  réel  et  positif 
H.  -  II.  7 
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et  va  (le  -4-00  à  o,  puis  de  o  à  4- oc;  quant  à  r,  on  peut  se  donaer 
arbitrairement  son  signe,  puisqu'il  n'est  assujelli  qu'à  véri- 
fier (7)  :  prenons  alors  t  négatif  pour  x  compris  entre  o  et  /i, 
et  positif  pour  x  compris  entre  /i  et  -h  00;  /  ira  ainsi  de  — oc 
à  H-oo.  « 

Calculons  maintenant  dx\  pour  simplifier,  posons 

X  =  n  -^  u 

et  cherchons  du^  qui  est  égal  à  dx\  à  cet  eilel,  prenons  les  loga- 
rithmes des  deux  membres  de  (7)  : 

(8)  /ilog(/i  -+-  II)  —  n  —  Il  —  nlogn  —  n  —  /*. 

On  a,  en  diflTércntiant, 

du(~ 1  )  =^itdt, 

\  /n-  w        / 

d'où 

it{u  -\-n^ 

du  ==  dt. 

u 

Portons  cette  valeur,  et  la  valeur  (7)  de  ar^e"-^,  dans  r(/i  -|-  i)^ 
c'est-à-dire  dans  (6)  : 

(y)  V{n-\-\)  =  'in"e-'^    j         e-'M  / -h --  W//. 

Le  changement  de  variable  n*est  pas  terminé,  puisque  //  reste 

sous  le  signe   /  :  il  faudrait  le  tirer  de  (8)  en  fonction  de  t^  ce  <|ui 

n'est  pas  possible  explicitement;   on  se  bornera  dès  lors  à  une 
approximation. 

Remplaçons,  dans  (8),  log(n4-  u)  par  son  développement  de 
Maclaurin  réduit  aux  deux  premiers  termes  et  au  reste;  il  vient 

[I  «       //«  I         "1  , 

et,  après  réductions, 

11  faut  prendre  le  signe  -+-  devant  le  radical,  car  :    i®  «  et  / 
sont  de  même  signe,  puisque  a,  ou  x  —  n,  est  négatif,  comme  /, 
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pour  o  <Zx  <C  «,  et  posilif,  comme  t,  pour  /i  <  x  <  »  ;  2"  /i  -+-  0  // 
est  toujours  positif,  puisque  la  plus  petite  valeur  de  u  (ou  a:  —  n) 
est  —  /i,  et  qu'on  a  o  <  6  <  i . 

Tirons   alors  -  de   (10)   en  fonction   de  t  et  de    la   quantité 

inconnue  0  (fonction  de  u  et  de  n)  : 

A 


^=i(v1-'«). 


et  portons-le  dans  l'expression  (9)  de  T{n  -f-  1);  il  vient 

ce  qui  se  décompose  : 

r(/i-î-i>=A/i«e-«    1/-    I         e-^^cit-h    f        c- '*/(!  — 6)  rfH. 

Au  second  membre,  la  première  intégrale  est  double  de    /     e~''  rf/, 

car  e~''  est  une  fonction  paire  (Tome  I,  n®  263,  4")î  elle  est  donc 
égale  à  v/îî  (n°  37),  et  l'on  a 

r(«^.)  =  »/-I^(j)"(.-H^j), 

CD  posant 

«>  —  » 

expression  où  9  désigne  une  fonction  inconnue  de  t  (puisque  de  z/), 
qu'on  sait  seulement  rester  comprise  entre  o  et  1.  Je  dis  que  J  est 

compris  entre et  H 

En  effet,   décomposons  J  en  deux  intégrales    /      -i-   /        î  ^'^ 

seconde  est  positive,  puisque  tous  ses  éléments  sont  positifs,  et 
Ton  a 
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De  même  on  verrait  que  Tinlégrale  /  ,  qui  est  négative 
puisque  tous  ses  éléments  sont  négatifs,  est,  en  valeur  absolue, 
inférieure  à  -;  donc  J  est  bien  compris  enlre  —  -  et  H — >  et  peut 

s'écrire  J  =  -  »  avec  —  i  <  A"  <  i .  Donc  enfin 

Dès  que  n  est  assez  grand,  le  terme  -— =  est,  en  valeur  absolue, 
très  inférieur  à  i,  el  Ton  a  sensiblement 

(12)  r  (  n  H-i  )  =  y/'ji  /i  7:  (  -  j    . 

C'est  la  formule  approximative  cherchée;  elle  donne  l'ordre  de 
grandeur,  en  n,  du  produit  1.2. 3.../?,  quand  /i  grandit  indéfini- 
ment. 

89.  Remarque.  —  Il  importe  d'observer  que  Verreur  absolue 
de  la  formule  (12)  peut  être  considérable;  car  elle  a  pour  ex- 
pression, d'après  (11),  /»'(-)  9  quantité  qui  peut  devenir  infinie 
avec  n;  mais  Verreur  relative,  -t^^=^>  sera  toujours  très  petite  et 
de  module  inférieur  à  ~- » 

Une  étude  plus  complète  montrerait  que  le  terme 1  déve- 

loppé  suivant  les  puissances  croissantes  de  — >  a  pour  expression 

k      ^     I 

ce  qui  montre  que  l'erreur  absolue  grandit  indéfiniment  avec  n. 
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90.  Les  fonctions  F  servent  surtout  à  donner  l'expression 
exacte  ou  approchée  des  factorielles  et  jouent  à  ce  titre  un  rôle 
utile  dans  le  Calcul  des  Probabilités  (Théorème  de  BernoulH), 

Ela  Analyse,  elles  onl  olTerl  un  exemple  important  de  fonctions 
représenlées  par  des  intégrales  définies,  et  ont  attiré  l'attention 
d'Euler,  Legendre,  Gauss,  Gauchy,  Weierslrass,  etc.  qui  en  ont 
donné  de  nombreuses  propriétés.  Nous  nous  bornerons  à  dire 
<|u^on  a  étendu  la  définition  de  la  fonction  r(a)  au  cas  où  a  est 
négatif  et  même  imaginaire,  et  nous  signalerons  la  formule  simple 

.[logr(a;]  = 


d^où  Ton  déduit  aisément  l'exiiression  de  r; sous  forme  de  pro- 

duit  infini 


f~,-"jï[(-^)---]. 


c  étant  la  co/i5/a/i/^  dite  <i'^w/e/-  (c  =  o,5772iDt)64...). 

Les  fonctions  B  et  F  permettent  d'exprimer  des  intégrales 
déCnies  qui  se  rencontrent  fréquemment  dans  les  applications; 
voici  deux  exemples. 

91.  Calcul  d'intégrales.  —  Soit  à  calculer  Fintégrale 

Jo 

qui  est  évidemment  finie  et  déterminée  si  m  >  o,  /«  >  o,  /?  >  o. 
Posons 

XV  ^  y        ou        X  =  yf\ 
nous  avons 
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Ainsi  : 

92.  Intégrale  de  Dirichlet.  —  Soit  à  calculer  Tintégrale  mul- 
liple 

J  =  Ç Ç Ç x^-^ y^-^  z1-^  dx  dy  dz         (x,  ?,  7  po^^ilif^), 

dans  le  champ  limité  par  le  trièdre  positif  des  axes  de  coordonnées 
et  par  la  surface  (*) 

/j.\  w        /y\«        /  z\/' 

[âj    -^[tj    -^[c)    ='  ('«:«./>  positifs). 

Faisons  un  changement  de  variables  en  posant 

(ir-^  (î)-=-  (0'=^- 


On  aura 


J  = 


mnp 


P  .  y 


JJJV"     'r,n     \n     'd\dr,dX,, 


le  champ  étant  le  tétraèdre  OABG  {fig*  4^)  limité  par  le  trièdre 

Fig.  45. 


[)osilif  des  axes  OÇ,  Ot,,  Os  et  par  le  plan 


(')  Cette  intégrale  triple  donne,   comme  cas    particuliers,   le  volume    et   le 
moment  d'inertie  du  champ  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées 

C  f  Cdx  dy  dz     et      f  f  f-^^  ^f^  <'  f'-  -^    f  f  f^'  ^^  ^■>'  ^'^- 
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ComiTiençons  Fintégration  par  rapport  à  IJ;  ÇetT,  clanl  fixes,  les 
lîniîles  de  Ç  sont  o  et  i  —  Ç  —  r^;  et  Ton  a 

r  r  r  --1  ?-i  î-i 

r  intégrale  double  ayant  pour  le  champ  l'intérieur  du  triangle  OAB. 
Klle  s'écrit  donc 


Dans   rinlégraie   (entre  crochets)  par   rapport  à  t^,   où  Ç  est 
regardé  comme  constant,  posons 

r^  =  u(\  —  ;),         d'où         dr^  —  du{\  —  \)\ 
l'expression  totale  devient 

V  •■0  L*  0  J 

c'esl-à-dire 

/•»«_,  ^  +  1        /•»   ^»,  "^ 

R    /     Ç/«       (i  — J)"      /'rf;    /     M"       (i-'U)Pdu 

Y      \m    n       p        /     \n    p        / 

Donc  enfin,  en  remplaçant  les  B  par  leurs  expressions  à  l'aîde 
des  r,  on  a 

rnnp     y      WiL  +  P.  +  I  +  ,)  T  (ê  +  ï  +  ,) 
\w       n       p        /     \n       />        ] 

d'où,  en  réduisant  el  observant  que  F ^-'-  +  i  j  —  -'  T/-^  j, 
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93.  Par   exemple,    le   volume    du    huilième    de    l'ellipsoïde 


a* 

+ 

b^  ^  ci 

=  I  s^obtient  en  fa 

isant  dans  celte  fc 

m  =  n 

^P  =  i, 

a=3=ï=L 

ce 

qui  donne 

abc 

Or 

on  sait  q 

"'{'.) 

est  égal  à 

y/7î^  de  plus 

donc 

■•a)= 

J   =T. 

abc 

ce  qui  donne  -izabc  pour  le  volume  total. 

94.  Transcendance  du  nombre  e.  —  Le  nombre  e  ne  peut  être 
racine  d\me  équation  algébrique  à  coefficients  entiers  :  voici,  de 
ce  théorème,  dû  à  Henni  le,  une  démonstration  très  simple  qui 
repose  sur  deux  remarques  préliminaires. 

(a).  Posons 

cp(^;  =  e-^^/'[(i-3)('2-5)...(/i  — ^)1/'^S 

n  dp  désignant  des  entiers  positifs,  et  considérons  l'intégrale 

On  peut  écrire,  en  développant  ^{z)  suivant  les  puissances 
croissantes  de  -s,  et  désignant  par  B| ,  B^,  . . .  des  entiers, 

c'est-à-dire 

lo  =  (n!  )/'+»  r(/> -4- i)-h  Bi  r(/? -t- 2)-+-. . ., 


d' 


ou 


-^,Jo  =  (/^î)p-^l-^(/>^I)Bl-^(/>-M)(/,-^2)B,-^..., 
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Cl  par  suite,  ce  qui  suffira  pour  la  démonstration, 

(  I )  — ^  Fo  =  (/i!  )/'-^»rh  entier  mullipic  de  (/;  -r-  i). 

(6).    Considérons,  en  second  lieu,  l'intégrale 

1/1=   f    oiz)tlz, 
'  /i 

où  h  csl  un  entier  positif,  au  plus  égal  à  n. 

On  la  ramène,  comme  la  précédente,  aux  fonctions  F,  en  posant 

ce  qui  donne 

1/,  =     l      e-"-'H  II  -4- //)/'[(!  —  M  —  h){'jL  —  H  —  h  ).  .An  —  u  —  /<)]''+*  û?a. 

Parmi  les  facteurs  élevés  à  la  puissance  />  -H  i ,  il  }'  a  un  fac- 
teur uP^\  puisque  h  est  compris  entre  o  cin  (inclus);  on  a  alors, 

en     ordonnant  le   polynôme  en   u   sous  le   signe    /  ,  suivant  les 
puissances  croissantes  de  «, 

U  =  t-nc,  r(y, -H  9.) -h  G.  r(/-> -V  i }-t- . . .], 
Cl ,  Cj,  étant  des  entiers.  On  en  conclut 

(2>  c^*  —^\h=^zh  entier  multiple  de  (/?  ■+■  i). 

95.    Cela  posé  supposons  que  e  satisfasse  à  Téquation 
(3)  Ao-H  A,e-h  Aie*-t-..  .-^- A«p"  — o, 

les  A  étant  des  entiers.  Multiplions  les  deux  membres  de  (3) 

par  -^loî  l'entier  n  qui  figure  dans  Iq  étant  le  degré  de  Téqua- 

lîon  (3),  et  l'entier  p  étant  laissé  provisoirement  arbitraire.  On 
peut  écrire  le  résultat,  en  remplaçant,  dans  le  terme  en  e*,  Tin- 

léffrale   lo,    qui  est    /     ^{z)dz,    par    f    (p(3)rf:;-f-   /     o{z)dz, 
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c'est-à-dire  par  l>i  H-    /     o{z)dz^ 


Or,  traprùs  (i)  et  (2),  la  somme  des  lermes  de  la  première 
ligne  est 

(  ))  Ao(n  !)''-*-*  ±  entier  multiple  de  {p  -1-  i). 

Supposons  maintenant  que  (/?  +  i)  soit  un  nombre  premier 
quelconque,  supérieur  à  tous  ceux  qui  divisent  Ao  et  /i!  :  il  esl 
clair  que  l'expression  (5)  sera  un  entier  non  nul;  je  dis  main- 
tenant que  Ton  pourra  prendre  le  nombre  premier  />  H- 1  assez 
j;rand  pour  que  les  lermes  de  la  seconde  ligne  de  (4)  aient  une 
somme  aussi  petite  que  Ton  voudra. 

En  elFet,  dans  l'intégrale 

I     e--zi'[(i  —  z)(iL—  3)...(/i  — 5)]/'-*-'^3. 

où  l'on  a  o<;A^  n,  les  lermes  5,  (i  —  s),  ...,  (n  — z)  sont  compris 
entre  — n  et  H-/2;  la  valeur  absolue  de  chacun  d'eux  est  donc 
inférieure  à  n.  D'ailleurs  e~^  reste  inférieur  à  i,  et  par  suite  le 
module  de  l'intégrale  est  inférieur  à 

et  a  fortiori  à 
c'est-à-dire  à 

Le  module  de  la  somme  des  termes  de  la  seconde  ligne  de  (4) 
est  donc  inférieur  à 

— -/i«-Hi,i(/i  +  i)/i(itio(JA,c-h  modA*e»4-. .  .-h  modXne»). 
P- 

c'est-à-dire  ù 

(6)  --, , 
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1^1  étant  une  constante  indépendante  de/7.  Or  on  sait  (n"  88)  que 

e  tendant  vers  zéro  pour/?  infini.  L'expression  (6)  s'écrit  donc 
M — ! 


J'ItlT.  (  r    )      (  I- 


0 


cl    Ton  voit  qu'elle  tend  vers  zéro  lorsque  p  tend  vers  l'infini, 
(/?  -h  i)  parcourant  la  suite  des  nombres  premiers. 

En  résumé,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (4),  la  pre- 
mière ligne  est  un  entier  non  nul;  la  seconde  est  une  quantité 
c|iie  Ton  peut  faire  aussi  petite  que  Ton  veut  :  la  somme  des  deux 
Itg^nes  ne  peut  donc  être  nulle,  et  l'on  en  conclut  l'impossibilité  de 
réquation  (4),  c'esl-à  dire  de  l'équation  (3).  c.   q.  f.   d. 

Celle  élégante  démonstration  est  due  à  M.  Hilberl. 


DEUXIÈME  PARTIE. 

FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE  IMAGINAIRE; 
FONCTIONS   ELLIPTIQUES   ET   APPLICATIONS. 


CHAPITRE  I. 

THÉOUIE  DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES. 


I.  —  g£nêralités. 


93.  La  deuxième  Partie  du  Cours  a  pour  objet  l'étude  générale 
des  fonctions  d'une  variable  imaginaire  ou  fonctions  analytiques, 
(Tome  1,  n°  loo),  el,  comme  application  directe,  celle  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Si  les  quantités  imaginaires  ont  joué,  en  Algèbre  élémentaire  et 
même  en  Géométrie,  un  rôle  important,  elles  ont,  en  Analyse, 
un  rôle  capital  :  grâce  à  leur  emploi  systématique,  la  Science  a 
subi,  au  cours  du  xix®  siècle,  une  transformation  complète,  qui  a 
trouvé  son  origine  et  ses  développements  fondamentaux  dans  les 
travaux  de  Cauchy. 

96.  Fonction  analytique.  —  Nous  savons  (Tome  I,  n°  loo) 
qu'une  expression  P{x,y)  -h  iQ{^yy),  où  P  et  Q  sont  des  fonc- 
tions réelles  de  x  ely,  esl  dile  fonction  analytique  de  l'imagi- 
naîre  z  =^  x  -\-yi,  si  l'on  a  identiquement 
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celle  fonclion  admet  alors,  par  rapport  à  ^,  une  dérivée,  qui  e>t 
âP        .âQ 
r)x  dx 

97.  Uniformité.  —  Une  fonclion  analytique  a  été  dile  niono- 
drome  ou  uniforme  dans  une  région  R  du  plan,  lorsque  le  point  ;;, 
c'est-à-dire  le  point  de  coordonnées  rectangulaires  x  ely,  étant 
assujetti  à  rester  dans  cette  région,  la  fonction  prend,  en  chaque 
point,  une  valeur  unique,  indépendante  du  chemin  suivi  par  le 
point  z. 

Ainsi  (Tome  I,  n"  I6i),  la  fonction  {z  —  a)"*,  pour  m  non 
entier,  n'est  pas  monodrome  autour  du  point  ^  =  a  :  si  z  décrit, 
dans  le  sens  posilif,  un  contour  fermé  entourant  une  fois  ce  point  « 
la  fonclion  reprend,  au  point  de  départ,  sa  valeur  initiale  multi- 
pliée par  e^"^"^^.  En  particulier,  y/s  —  a  se  reproduit  multiplié 
par  —  I,  c'est-à-dire  change  de  signe. 

98.  Continuité.  —  La  fonction  f{z)  a  été  dile  continue  pour 
z^=Zq  (Tome  I,  n"  16o),  lorsque,  étant  donné  s  aussi  petit  quoii 
veut,  on  peut  assigner  un  nombre  y;  tel  qu'on  ail 

■2)  iiio(lf/(;;o-»-/i)  —/{zq)]  <  £, 

pour  toutes  les  valeurs  de  h  dont  le  module  est  inférieur  à  'i\. 

Supposons  que,  pour  z  =  Sq,  /{^)  admette  une  dérivée  finie 
f'{Zii)  :  c'est  dire  qu'étant  donné  t\  on  peut  assigner  r/  tel  que 
l'on  ait 


mod 


pour  toutes  les  valeurs  de  h  de  module  inférieur  à  tj';  il  en  résulte 
immédiatement  que /(s)  est  continue  pour  z  =:  z^^ 

La  fonclion /(s)  est  dite  continue ,  dans  une  région  R  du  plan, 
si  elle  est  continue  pour  tous  les  points  de  cette  région. 

Remarque.  —  Soit  posé 

z  =  X'^iy,        ZQ  =  XQ^iyQ,         h  =  k-^il,        /(-5)  =  P-H«Q. 

Si  Ton  observe  que  mod(A  -h  Bi)  est  au  moins  égal  à  mod  A  et  à 


N 
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modB,  riaégalité  (a)  entraîne  celles-cî  : 

mod[P(a?o-f- A-,  j'oH-/)— P(:ro,^o)|  <  s, 


pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  A:  et  /  telles  que  y/A*^  -f-  /-  soit 
inférieur  à  r,,  et,  a  fortiori,  pour  les  valeurs  de  A"  et  /  inférieures 

à  — ^  en  valeur  absolue  :  sous  une  autre  forme  sîy(^)  est  continue 

pour  z  =  Zoj  P(Xyy)  et  Q(^,^')  sont  des  fonctions  continues  des 
deujc  variables  x  et^,  pour  x  =  x©,  y  =yo- 
La  réciproque  esta  peu  près  évidente. 

De  même,  si  /(z)  est  continue  dans  une  région  R,  les  fonc- 
tions P(^,  J^),  Q(^îJ^))  et,  par  suite,  le  module  y/P^-j- Q-,  sont 
fonctions  continues  de  x  ety  dans  R. 

Comme  corollaire,  mod/(3)  admet  un  maximum  fini  M  dans 
toute  région  à  Tintérieur  et  sur  le  contour  de  laciuelle  la  fonc- 
tion y"(c;)  est  continue  (Tome  I,  n®6). 

99-  Fonctions  holomorphes.  —  La  fonction  /{z)  est  dite  hoto- 
morphe  dans  une  région  du  plan  si  elle  y  est  uniforme  et  con- 
tinue, ainsi  que  sa  dérivée. 

Ainsi,  les  polynômes  entiers  en  z^  les  fonctions  e^,  e=',  cos^, 
ixnz  sont  hoiomorplies  dans  tout  le  plan;  les  fractions  rationnelles 
le  sont  dans  toute  région  qui  ne  comprend  aucune  des  racines  du 
polynôme  dénominateur,  car,  en  ces  points,  la  fonction,  devenant 
infinie,  cesse  d'être  continue. 

Les  Jonctions  log(5  —  a),  yjz  —  a  sont  holomorphes  dans  les 
régions  où  elles  sont  uniformes,  c'est-à-dire  (Tome  I,  n°  164)  à 
l'intérieur  de  tout  contour  simple  ne  comprenant  pas  le  point  ;î=a. 

Les  séries  de  puissances  sont  holomorphes  à  l'intérieur  de  leur 
cercle  de  convergence,  puisqu'elles  sont,  dans  ce  cercle,  mono- 
dromes  et  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  de  tous  ordres 
(Tome  I,  ho«  142-Uo). 

L»e  produit  de  deux  fonctions  holomorphes  dans  une  région  est 
évidemment  holomorphe  dans  la  même  région. 

100.  Points  critiques.  —  On  nomme  point  ordinai  e  d'une 
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foncllon  f{z)  un  point  tel  que,  dans  son  voisinage,  c'est-à-dJre  à 
l'intérieur  d'un  cercle  de  rajon  suffisamment  petit  ayant  ce  point 
pour  centre,  la  fonction  soit  holomorphe.  Un  point  non  ordinaire 
est  dit  critique  ou  singulier. 

Un  point  critique  est  isolé  lorsqu'on  peut  l'entourer  d'un  cercle 
de  rayon  non  nul,  ne  contenant  aucun  autre  point  critique. 

Le  point  critique  isolé  peut  être  de  diverses  natures. 

i'*  Point  de  branchement,  —  C'est  un  point  qui  empêcli»^ 
l'uniformité  de  la  fonction  dins  une  région  comprenant  ce  point  : 
en  d'autres  termes,  si  l'on  fait  décrire  à  la  variable  z  un  petit  con- 
tour fermé  entourant  le  point  considéré  ût,  et  si  Ton  suit  par  con- 
tinuité les  variations  de  la  fonction  le  long  de  ce  parcours,  on 
revient  au  point  de  départ  avec  une  valeur  de  la  fonction  dilTé- 
rcnte  de  la  valeur  initiale. 

Ainsi,  le  point  a  est  un  branchement  pour  les  fonctions 
log(3  —  a),  v^w  —  a,  et  [z  —  a)'^  lorsque  m  n'est  pas  entier 
(Tome  I,  n°  164);  les  points  z=z±i  sont  des  branchements  pour 
^z^  -h  I ,  c'est-à-dire  pour  s^/z  -^  i  \/z  —  i, 

2**  Pôle,  —  C'est  un  point  où  la  fonction  f{z)  devient  infinie, 

mais  de  telle  sorte  que  son  inverse  -p- —  resle  holomorphe  au  vol- 

sinage  de   ce  point  «,  c'est-à-dire  à  l'intérieur  d'un  cercle  de 
centre  a  et  de  rayon  non  nul. 

Ainsi,  le  point  .3  =  1  est  pôle  des  fonctions ,  ' — r,  mais 

^  ^  z  —  \    (5  — 1;« 


c'est  un  point  de  branchement  pour  . 

Plus  généralement,  pour  une  fraction  rationnelle,  quotient  de 
deux  polynômes  A(5)  et  B(;;),  que  l'on  peut  toujours  supposer 
sans  racine  commune,  les  racines  (ou  zéros)  du  dénominateur  B(v) 
sont  évidemment  des  pôles,  puisque  k.{z)  :  B(3)  devient  infini  en 
un  de  CCS  points  a,  tandis  que  B(r):A(3)  reste  holomorj>he  an 
voisinage  de  a. 

De  même  pour  la  fonction  lano^^,  c'est-à-dire  ï^^,  les  zéros 

^  COS5 

de  cosw,    à    savoir    (Tome  I,    n"  Io8,    corollaire   i")    les   poinis 
^^=7^  + /*'^)  sont  des  pôles,  car  tang^  y  devient  infinie,   et  la 
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fonclion  inverse,  -^-^*  reste  évidemment  holomorphe  autour  de 
chacun  d'eux. 

3**  Point  singulier  essentiel.  —  C'est  un  point  critique,  non 
pôle,  tel  que  la  fonction  soit  holomorphe  entre  deux  cercles  ayant 
ce  point  pour  centre^  et  dont  le  moins  grand  a  un  rayon  aussi 
petit  qu'on  veut. 

m 

Par  exemple,  Torigine  ^  =  o  est  point  essentiel  pour  e'  :  cette 
loDction,  en  effet,  est  holomorphe  enlre  deux  cercles  quelconques 
îivanl  l'origine  pour  centre,  et,  pour  prouver  que  ce  point  n'est 
ni  point  ordinaire,  ni  pôle,  je  vais  prouver  que  la  fonclion  y  esl 
indéterminée  (*). 

m 

En  effet,  les  points  pour  lesquels  e"  prend  une  valeur  A  sont 
Tournis  par  la  formule  (Tome  I,  n**  lo8) 

—  =  loiîA -h -i/ir/,         ou         5=, 1 -, — :f 

z  ®  logA-haATrt 

k  désignant  un  entier  arbitraire,  et  il  est  clair  que  l'on  pourra 
choisir  h  assez  grand  pour  que  niod^  soit  aussi  petit  que  l'on 
voudra  :  la  fonction  prend  donc  une  valeur  arbitraire,  A,  en  des 
points  aussi  voisins  que  l'on  veut  du  point  ^  =  o,  qui  est  dès  lors 
un  point  d'indétermination. 

Points  non  isolés.  —  Les  points  critiques  d'une  fonction 
peuvent  être  non  isolés;  ainsi,  le  point  z  =  o  est  critique  non 

isolé  pour  la  fonction  i  :  sin  ->  parce  que,  les  pôles  de  cette  fonc- 
lion étant  les  points  z  =  -r— >  il  est  impossible  d'entourer  l'origine 

d'un  cercle  assez  petit  pour  ne  contenir  aucun  d'eux. 

Dans  d'autres  cas,  les  points  critiques  peuvent  former  des 
lignes  continues. 

Remarque.  —  Soit  'f  (-)  une  fonction  holomorphe  de  z^  quand 
z  reste  dans  une  région  R;  le  point  u  =  'f  (^)  reste  alors,  sur  le 


(')  On  démontre  que  cette  propriété  d'indétermination  est  caraciérislique  des 
pi»inls  essentiels. 

H.  —  II.  8 
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plan  de  la  variable  m,  dans  une  région  R'  :  sî/(m)  esl  fonclion 
liolomorphe  de  u  dans  R',  il  est  clair  que  /[?(^)]  sera  fonction 
liolomorphe  de  ;;  dans  R. 

Donc,  les  seuls  points  critiques  possibles  de  la  fonction  rie 
fonction  /[o{z)'\  sont:  i"  les  points  critiques  de  ^(5);  2°  les 
\aleurs  de  z  auxquelles  correspondent,  par  u  =  ?(^)»  des  valeurs 
(le  u  critiques  pour/(w). 

Ainsi,  les  seuls  points  critiques  possibles  de  logcp(5)  et  de  \^^{^) 
sont  les  points  critiques  et  les  zéros  de  0(5). 

101.  Il  y  a  entre  un  pôle  ou  un  point  essentiel  et  un  point  de 
branchement  une  différence  fondamentale.  Soit,  en  effet  (Jig-  46), 

Fis.  ',G. 


une  région  R  ne  contenant  qu'un  point  critique  a  de  f{z);  cii- 
lourons  ce  point  d\in  petit  cercle.  Si  a  est  pôle  ou  point  esscn> 
licl,/(3)  est  holomorphe  dans  la  région,  non  ombrée,  comprist» 
entre  le  cercle  et  le  contour  de  R;  si  a  estbranchemenl, /*(c),  par 
(•xemple,  log(3  —  a)  ou  ^z  —  a,  n'est  pas  monodrome,  ni,  dès 
lors,  holomorphe,  dans  cette  région,  puisque  Ton  peut  tourner 
autour  de  a  sans  sortir  de  la  partie  non  ombrée. 

Une  fonction,  holomorphe  au  voisinage  de  chaque  point  dune 
aire  comprise  entre  deux  contours  simples,  peut  donc  n'être  pas 
holomorphe  dans  cette  aire;  au  contraire,  il  esta  peu  près  évident 
qu^une  fonction,  pour  laquelle  tous  les  points  d'une  région  à  con- 
tour simple  (Tome  1,  n**  164)  sont  ordinaires,  est  holomorphe 
dans  cette  région. 

102.  Fonctioiis  méromorphes.  —  Une  fonction  monodrome 
dans  une  région  R  et  n'ajaot  pas,  dans  cette  région,  d'autres 
points  critiques  que  des  pôles,  est  dite  méromorphe  dans  R. 
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Les  frac  lions  rationnelles,  la  fonction  tangs  et  son  inverse  colv 
sont  méromorphes  dans  tout  le  plan  :  car  elles  sont  uniformes  et 
n'ont,  comme  points  critiques,  que  les  points  où  elles  deviennent 
infinies;  or  ceux-ci  sont  des  pôles  (n**  100,  2**). 

L'inverse  i  '/{^)  d'une  fonction  /(^),  liolomorphe  ou  niëro- 
morplie,  est  méromorphe  :  car  elle  ne  cesse  d'être  holomorphe  qu<; 
pour  les  zéros  de/{z)  [c'est-à-dire  les  points  où  f{z)  s'annule], 
et  ces  points  sont  évidemment  des  pôles  de  1  -/(z). 

De  même,  le  quotient  de  deux  fonctions,  méromorphes  dans 
une  région,  est  méromorphe  dans  la  même  région;  ses  pôles  po^- 
sibles  sont  les  pôles  de  la  fonction  numérateur  et  les  zéros  de  la 
fonction  dénominateur  (*). 

103.  Point  à  rinflui.  —  On  dit  q«e /"(:;)  est  holomorphe  à  l'in- 
fini, ou  admet  le  point  ù  Tinfini  comme  point  ordinaire,  lorsque  lu 

fonction  de  u^/(-]y  admet  comme  point  ordinaire  le  point  m=o. 

De  même,  le  point  à  l'infini  sera,  pour/(w),  branchement,  pôle 
ou  point  essentiel,  selon  (|ue  le  point  w  =  o  sera  branchement, 

pôle  ou  point  essentiel  pour  /  (  -  )• 

Par  exemple,  le  point  à  l'infini  est  essentiel  pour  c'"^  parce  que 


u=zo  est  point  essentiel  (n**  100,  S»)  pour  la  fonction  e"  ;  c'est 
un  pôle  pour  z-  et  un  point  ordinaire  pour^  ^^  »  parce  que  ^/  =  o 
est  un  pôle  pour  —  et  un  point  ordinaire  pour  1  —  a-. 


II.  -  INTÉGRALES  DÉFINIES  IMAGINAIRES. 


104.  Définition  de  l'intégrale  imaginaire.  —  Soit/(z)  une  fonc- 
tion analytique  de  la  variable  ^,  continue  dans  une  région;  suppo- 
sons que  5  aille  de  ::;o  ^  ^  ^"  suivant  un  arc  déterminé  et  fini,  1^ 

(>)  Noos  supposons,  provisoirement,  que  les  deux  fonctions  n'ont  aucun  zéro 
ou  aucun  pôle  commun,  car,  en  un  tel  point,  leur  quotient  se  présenterait  sous 
Torme  indéterminée.  Nous  verrons  plus  tard  que  cette  restriction  est  inutile. 
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(le  la  région  :  marquons  sur  celle  ligne  L,  en  allant  de  Zq  vers  Z, 
(les  points  successifs  .:?o;  ^i?  •••?  ^/m  •••>  ^pj  Z;  dans  chaque  inter- 
valle >3,^^«+i,  prenons  sur  L  un  point  quelconque  Ç„,  et  considé- 
rons la  somme 

Si  nous  augmentons  le  nombre  de  points  Zfi  de  manière  que  le 
module  de  toutes  les  différences  z„^t  —  z„  décroisse  indéfinimenl, 

Fig.  47. 


je  dis  que  la  somme  S  tendra  vers  une  limite,  indépendante  du 
choix  des  points  z-n  et  ^a  sur  la  ligne  L.  Écrivons,  en  effet,  eu 
mettant  en  évidence  les  parties  réelles  et  imaginaires, 

f{x  +  iy)  =  P^x,  y)  -H  eQ(r,  y\, 

et  portons  ces  valeurs  dans  la  somme  S;  le  terme  général  de 
celle-ci,  à  savoir  {z,t^\  —  ^//)/(^/i)î  s'écrit  : 

[Xn^X  —  Xn-^  i{yn-^\—  yn)\  [  P(ï«,  ^î/*  ) -+" 'Q($«,  T),,  )], 

el,  en  séparant  le  réel  de  Timaginairc, 

(a:,n.i  —  a:„)î*  (5/1,71//)  — (j' /Ml— ^'w)Q(î/i7  fïn), 

Or  la  somme  des  parties  réelles 

^(a:„4-i  — ^/i)l\ï«,  ï;/i)  — (r«-»-i-J«)Q(?/ii^i«) 
n'est  autre  chose,  à  la  limite,  qu'une  intégrale  curviligne  prise  le 
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long  de  l'arc  L  (n*»  60),  à  savoir 

de  même  la  somme  des  parties  imaginaires  a  pour  limite  l'intégrale 
curviligne 

i  f  {Qdjc-^P  dj), 

de  sorte  qu'il  vient  finalement 

(•2)  limSr=   r  (Vdx^qdy)-^  i  f  {()  dx -{- P  dy) 

Les  intégrales  curvilignes  ont  un  sens,  puisque  l'on  suppose /( 3) 
et,  par  suite,  P  et  Q  continues  le  long  de  L,  et  que  l'arc  L  est 
fini.  La  limite  ainsi  déterminée  se  représente  parle  symbole 

et  se  nomme  V intégrale  de  la  fonction  f{z)  le  long  de  Tare  L. 

lOo.  Cette  définition,  semblable  à  celle  de  l'intégrale  définie 
réelle,  conduit  aux  mêmes  conséquences  évidentes. 

1°  Si  l'on  divise  Tare  L  en  deux  portions  J^i  et  L2,  on  a  évi- 
demment 


f-  h  f- 

«'l     «^^r,    «Y. 


2"  L'inrégrale  suivant  L  en  allant  de  c©  à  Z  est  égale  et  de  signe 
contraire  à  l'intégrale  prise  suivant  la  même  ligne^  en  allant  de  Z 
à  ^0  {voir  aussi  n°  59). 

3®  Si  M  désigne  le  maximum  du  module  (')  de  /{z)  sur  la 
ligne  L,  on  aura 

modS  1  IVl[mod(3i—  ;5o)  ■+-  mod(5i — Zi)  -h. .  .-h  inod(Z  —  <3/,)J, 

car  le  module  d'une  somme  est  au  plus  égal  à  la  somme  des  mo- 
dules. 


(')  Un  tel  maximum  existe,  puisque  /{z)  est  continue  dans  une  région  qui 
comprend  L  (n<»  98). 
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D'ailleurs  mod(5|  —  ^o)  est  la  longueur  de  la  corde  ZQZ^y  et 
ainsi  de  suite;  la  somme  de  ces  cordes  étant  au  plus  égale  à  Tare  ZqJj, 
on  aura,  en  désignant  par  L  la  longueur  de  l'arc  d'intégration  et 
en  passant  à  la  limite, 

106.  Changement  de  variable.  —  Posons  z=:F(u)^  en  dési- 
gnant par  F  {il)  une  fonction  analytique  de  u^  et  supposons  que 
le  point  w,  lorsque  le  point  ;;  décrit  un  arc  L,  décrive  un  arc  A; 
admettons  de  plus  que  la  relation  z  =  V{u)  fasse  correspondre,  à 
un  point  z  de  L,  un  et  un  seul  point  u  de  A,  et  réciproquement. 

Dans  ces  conditions,  on  démontre  sans  difficulté  la  formule 

ff{z)dz=  ff[V{u)\¥'{u)clu. 

On  part,  pour  cela,  de  l'expression  (2)  de  l'intégrale  proposée, 
mise  sous  la  forme 


f  (V-^iq){dx-^idy\ 


ce  qui  ramène  le  changement  de  variable  à  une  opération  analogue 
dans  une  intégrale  curviligne. 


Théorème  fondamental  de  Cauchy, 

107.  Théorème.  —  Toute  la  théorie  qui  va  suivre  a  pour  base 
une  proposition  importante  et  célèbre,  due  à  Cauchy,  et  qui 
s'énonce  ainsi  : 

Soit  f{z)  une  fonction  holomorphe  dans  une  région  R  du 

plan,  à  contour  simple  :  l'intégrale    1  f(z)dz,  prise  le  long 

d'une  ligne  fermée  quelconque,  tracée  tout  entière  dans  la 
région  R,  est  nulle. 

Par  contour  simple  on  entend  (Tome  I,  n°  164)  un  contour, 
sans  point  multiple,  qui  peut  être  tracé  d'un  seul  mouvement 
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conlinii;  Taire  inloriciire  à  un  cercle  est  à  contour  simple,  Faire 
comprise  enlre  dcii\  circonférences  concenlriques  est  à  contour 
non  simple  ou  complexe. 

Désignons  par  y  une  ligne  fermée  de  la  région  R,  supposée 
décrile,  par  exemple,  dans  le  sens  positif;  on  a,  par  ce  qui  précède, 


(3) 


«  'v  «-y  «/y 


D'après  rhypolhèse,  /{z)  est  holomorphe  à  rinlérieur  du  con- 
tour V  et  sur  ce  contour,  c'est-à-dire  que  les  fonctions  P  et  Q, 
ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  sont  bien 
déterminées  et  continues  à  Tintérieur  de  y  et  sur  y;  on  peut  donc 
(n**  66)  appliquer  aux  deux  intégrales  curvilignes  du  second 
membre  de  (3)  la  formule  de  Riemann  (n®  64),  ce  qui  donne 

.(<^"'- ''■*—/,(("-:'?)"'*■ 

C  étant  Taire  enveloppée  par  le  contour  y.  Mais,  d'après  les  iden- 
tités fondamentales  du  n^  96,  à  savoir, 

Oj'        ôy  ôy  dx 

les  deux  intégrales  doubles  ci-dessus  sont  identiquement  nulles; 
il  en  est  donc  de  même  de  deux  intégrales  simples,  ce  qui, 
d'après  (3),  démontre  le  théorème. 

108.  Extension.  —  Le  théorème  fondamental  peut  être  étendu 
à  un  contour  complexe. 

Supposons  que  /(s)  soit  holomorphe  dans  la  région  (non 
ombrée)  comprise  entre  un  contour  simple  y  et  des  contours 
simples  yi ,  ya,  ...,  intérieurs  à  y  {fig-  48),  ainsi  que  sur  ces  con- 
tours. 

Joignons  (^fig*  49)  deux  points  voisins  de  chaque  contour  inté- 
rieur à  deux  points  voisins  sur  le  contoury,  par  des  lignes  infiniment 
voisines  /7i/i,  m! n\  ...;  nous  formons  ainsi  un  contour  simple,  à 
Tintérieur  duquel  fi^z)  est  encore  holomorphe.   Nous   pouvons 
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donc  appliquer  à  ce  contour,  décrit  par  exemple  dans  le  sens  des 
flèches,  le  théorème  de  Cauchy,  ce  qui  donne  évidemment  : 

ff{z)dx^  f  f{z)dz-k^  ff{z)dz^  f    /{z)dz -.-,,. ^o. 

Or,  quand  les  deux  bords,  mn  et  m'n',  de  chaque  coupure  se 

Fig.  4-^. 


rapprochent  indéfiniment,  la  fonction /(:;),  holomorphe  dans  la 
région  donnée,   prend,  à  la    limile,  les   mêmes  valeurs  le  lonj»^ 

(le  mn  et  de  m'n',  de  sorte  que  les  deux  intégrales    1     cl  j      , 

«'  /Kft  •    Ht' H' 

j)rises  en  sens  contraire  suivant  la   même  ligne,   se   déUuiscnl 


Fig.  4o- 


(nMOo,  2«).  II  reste  c'oïc 

fAz)dz-^  f/iz)dz-i^  ff{z)dz-^.,,^o, 
"T  *^r.  -^Tt 

les  contours  yi  et  v^  étant  décrits  dans  le  sens  négatif,  tandis  que 
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Y  l'est  dans  le  sens  positif.  On  peut  aussi  écrire 


ff{z)dz=  ff{z)dz-^  fAi)dz- 
^r  ^Y.  '     '  Y'. 


les  contours  étant  tous  décrits  dans  le  même  sens. 

C'est  Tex tension  chercliée  :  l'intégrale  suivant  le  contour 
ejctérieur  est  égale  à  la  somme  des  intégrales  suivant  les  con- 
tours intérieurs, 

109.  Corollaire  I.  —  Soit/(^)  une  fonction  liolomorphe  dans 
une  région  à  contour  simple  R;  désignons  par  z^a'L  et  5o6Z 
deux  lignes,  allant  d'un  point  z^  à  un  point  Z  de  R,  sans  sortir  de 


celte  région  {Jig.  5o).  On  a,  en  appliquant  le  théorème  fonda- 
mental au  contour  simple  que  forment  ces  deux  lignes, 

/  /{Z)dz-^    f       f(Z)dz=0  (Ml  f  =f  . 

En  d'autres  termes,  Tinlégrale  de  /(3),  le  long  d'une  ligne 
allant  de  ^o  à  Z  sans  sortir  de  R,  est  indépendante  du  choix  de 
cette  ligne. 

110.  Corollaire  II.  —  D'après  cela,  si  f(z)  est  holomorphc 
dans  une  région  à  contour  simple  R,  Tinlégrale 

prise  le  long  d\ine  ligne  quelconque,  L,  allant  de  ^o  À  u  et  située 
dans  R,  est  une  fonction  uniforme  de  sa  limite  supérieures,  dans 
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la  région  R  :  sa  valeur  est  en  effet  unique,  puisqu'elle  esl(n°  109) 
indépendante  du  choÎK  de  la  ligne  L.  Je  dis  qu'elle  est  fonction 
liolomorpke  de  u^  et  que  sa  dérivée  est  f{u)  :  il  suffira  d'établir 
ce  dernier  point,  car  l'intégrale  I(i£)  ayant  une  dérivée  finie  sera 
continue  (n**  98)  dans  R;  elle  sera  dès  lors,  dans  cette  région,  uni- 
forme et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée  y(«),  donc  liolomorphe. 
Cherchons  donc  l'accroissement  AI  de  I  quand  on  change  u 
en  u  +  A;/;  soit  L  une  ligne  quelconque  d'intégration  allant  de  Zq 


à  u{Jig.  5i);  poi:r  ligne  d'intégration  de  ^o  à  ^/-j-Am,  prenons  L, 
suivie  du  segment  rectiligne  qui  joint  les  points  u  et  m-[-Am. 
On  a  alors 

^  Il  -f-  Ail  y,  w  -4-  Ali  ^'t-*-  Ail 

(4)Ar=/  f(z),lz=--  1  f{a)dz+  [/(z)-/(,u)],U. 

Au  dernier  membre,  la  première  intégrale  esty(£^)Ai/,  car  a 

/^  «  4-  An 
,  et    /  dz  est  égal,  parla 

définition  même  de  l'intégrale  imaginaire,  à  ^u.  D'ailleurs  /{z) 

est   continue    pour   z  =  u;  on  peut  donc  prendre  ^u  assez  petit 

pour  que,  z  restant  sur  le  segment  u w-4- A«,  le  module  de 

f(z)  — /(w)  demeure  inférieur  à  tout  nombre  e,  et  Ton  a  dès  lors 

(nMOo,  3«) 

^  ii-f-  Ail 
mod   /  [/{z  )  ~-/(u  )]dz  <C,z  modltiy 

puisque  la  longueur  du  segment  d'intégration  est  mod  At/.  La  rela- 
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lion  (4)  donne  par  suite  : 

modrAÎ  — /(m)  Am]  <  g  inodA//, 
ou 

ce  qui  établît  que  ~  a  pour  ïimiie /{ii)  quand  Aa  tend  vers  zëro; 

la  dérivée  de  I(w)  est  doncy(M).  c.  q.  f.   n. 

Ainsi  : 

U  intégrale  d^  une  fonction  Ji^z)^  holomorphe  dans  une  région 
€i  contour  simple,  est  une  fonction  de  sa  limite  supérieure  5, 
/toloniorphe  dans  la  même  région;  sa  dérivée  par  rapport  à  z 

rslfiz), 

111.  Corollaire  m.  —  Si  F{z)  est  une  fonction  holomorphe 
dans  la  région  R,  ayant  pour  dérivée  f{z)^  on  aura 

f  f(u)du^-r(z)-F(z,). 

lin  effet,  les  deux  membres,  ayant  même  dérivée  par  rapport  a  z, 
ne  peuvent  (Tome  I,  n°  155,  Bema rq ue)  différev  que  d'une  con- 
stante, laquelle  est  nulle,  puisque  ces  deux  membres  sont  évidem- 
ment égaux  (à  zéro)  pour  z  =  Zq. 

De   là  résulte  également   qu'on    peut  appliquer   à   Tintégrale 

/    f(u')du  l'intégration  par  parties. 

112.  Remarque.  —  Le  théorème  fondamental  de  Cauchy  sup- 
posef{z)  holomorphe  à  l'intérieur  du  contour  d'intégration  y,  et 
sur  y;  il  est  généralement  en  défaut  si  cette  condition  n'est  pas 
remplie. 

— -^  prise,   dans  le  sens 

posîtiT,  le  long  d'une  circonférence  G,  de  rayon  R,  ayant  pour 
cenlre  le  point  z  =  a.  On  a,  sur  la  circonférence,  en  désignant 
par  o  l'argument  de  z  —  a^ 

z  —  a  ~  R(cos'>p  -+-  /  sino  )  —  l{  e'"?, 
(iz  =  \\ie'^dz,\ 
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d'où  ce  résultat  à  retenir  : 


— -^  =  i  I  do  =  iTziy 


puisque  ç  augmente  de  2-  quand  on  décrit  la  circonférence  dans 
le  sens  positif. 

Jj'intégrale  n'est  donc  pas  nulle;  on  voit  d'ailleurs  qu'elle  ne 
dépend  ni  du  rajon  du  cercle,  ni  du  choix  du  point  de  dépari  de 
l'intégration,  Comme  cela   doit  êlre   en  vertu   du    théorème  de 

Cauchy  étendu  (n*^  108).  En  effet,  la  fonction étant  holo- 

morphe  entre  deux  circonférences  C  et  C  de  centre  ;;  =  a,  on  a 

J^^z  —  a      J^,z-a 

quel  que  soit  le  point  de  départ. 

2®  Au  contraire,  l'intégrale   /  ^.  prise,  par  exemple,  le  long 

d'une  circonférence  de  centre  :î  =  o  et  de  rayon  R,  dépend  de  II 
et  de  l'argument  Oo  du  point  initial,  car  si  l'on  pose 

z^We'?,         dz=\\e'^do,         /I^zL-y/Kc*, 


on  a 


III.  -  INTÉGRALE  DE  CAUCHY. 


113.  Formule  de  Tintégrale  de  Cauchy. —  Soit/(s)nne  fonc- 
tion de  ^,  holomorphe  à  Tintérieur  d'un  contour  simple  y,  et  sur 
ce  contour;  désignons  par  a  un  point  quelconque  intérieur  à  v  : 
je  dis  qu'on  a 

En  effet,  la  fonction  de  5,  -^^^   ~J\^)^  ^^^  évidemment  holo- 
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morphe  dans  la  région  à  contour  complexe  comprise  entre  le  con- 
lour  Y  et  une  circonférence  quelconque  Â%  décentre  a,  inlérieure 
à  y;  on  a  donc,  par  le  théorème  de  Cauchy  étendu  (n**  108), 

Jy         z  —  a  ./,         z^a 

L'intégrale  qui  figure  au  second  membre  est  indépendante  du 
rayon  r  de  la  circonférence  Â*,  puisque  l'intégrale  égale  qui  figure 
au  premier  membre  n'en  dépend  pas;  nous  aurons  établi  qu'elle 
est  nulle  si  nous  prouvons  que  son  module  est  manifestement 
inférieur  à  toute  quantité  donnée,  lorsque  /•  est  choisi  assez  petit. 

Or,  sur  la  circonférence  A",  on  peut  poser,  comme  au  n"  112, 

(  2  )  -3  —  rt  =  /•  e-'?,         dz  =z  rie'^  d'^y 

d'où 

z  étant,  au  dernier  membre,  supposé  remplacé  par  sa  valeur 
Cl  H-  /-e'?,  sur  k.  Mais  la  fonction /(;;)  est  continue  pour<3  =  a,  on 
peut  donc  prendre  /assez  petit  pour  que,  z  restant  sur  la  circonfé- 
rence A-,  mod[/(w) — /(^)]  demeure  inférieur  à  tout  nombre  £, 
et  Ton  a  dès  lors 

1110(1/       [Az)-/{a)\do<t  d'^  =  'XT.i, 

ce  qui  établit  la  formule  (i).  On  peut  écrire  (i)  sous  la  forme 
f^^^ciz=Aa)r-'^; 

Jy    ^  —  ^  -^  \'y    --« 

or  le  second  membre,  en  vertu  du  théorème  de  Caucliy  étendu, 
est  égal  à  /"(a)  f  — ^^»  c'est-à-dire,  par  (2)  (ou  comme  on  l'a  vu 

au  n°  112),  à  27zi/(a)^  en  supposant  les  contours  décrits  dans  le 
sens  positil. 

On  a  donc  finalement  la  formule  de  LUntégrale  de  Caucliy  : 

ri)  f^~^/=  =  -'-if(-)' 

^  étant  décrit  dans  le  sens  positif,  et  a  étant  intérieur  à  7. 
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Si  le  point  a  élait  exléricur  à  y,  le  premier  membre  de  (3)  serait 
nul,  puisque  /(s)  \(z  —  à)  serait  holomorphe  dans  y  et  sur  y. 

Extension  à  un  contour  complexe.  —  Si  f{z)  est  holo- 
morphe dans  la  région  R,  comprise  entre  un  contour  y©  et 
des  contours  v, ,  y-i?  •••  {J^g-  ^2),  et  sur  ces  contours,  on  a, 
en  désignant  par  k  une  petite  circonférence  avant  pour  centre 
un  points  de  K  (n"  108), 

,1    z  —  a  J       J  J 

Or,  d'après  (3),    /   ;;;_J    dz  est  égal  à  'nzif{a)\  ce  qui  donne  : 

formule  qu'on  peut  écrire 

( 3  bis )  I    /-^^  (Iz  ^  *.7: i/{ a  ), 

en  convenant  de  représenter  par   /  la  différence  entre  l'intégrale 
prise  suivant  yg,  et  la  somme   des  intégrales  prises  suivant  yi, 

Kig.   52. 


y^,  .  . .,  tous  ces  contours  étant  décrits  dans  le  sens  positif. 

114.  Expression  des  dérivées.  —  Dérivons  une  fois,  deux  fois, ..., 
par  rapport  à  a  les  deux  membres  de  l'équation  (3)  ou  (3  615),  en 

appliquant,  sous  le  signe    /  ,  la  règle  ordinaire  de  dérivation,  que 
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nous  justiGerons  tout  à  Theure.  11  vient 

(M)  /Wa)=~!-.    f-Jl^dz, 


Toutes  les  intégrales,  dans  les  seconds  membres,  sont  évidem- 
ment des  fonctions  uniformes  de  a,  car  leurs  valeurs,  pour  une 
valeur  de  a,  sont  parfaitement  déterminées  tant  que  le  point  a 
n'est  pas  sur  le  contour  y  :  chacune  d'elles,  ayant  pour  dérivée  la 
suivante,  est  dès  lors  une  fonction  analytique  et  continue  de  a. 
Donc  :  Les  clérii^ées  d'une  fpnction  holomorpke  dans  une 
région,  à  contour  simple  ou  non,  sont  holoniot plies  dans  la 
même  région,  puisque  chacune  d'elles  y  est  uniforme  et  continue^ 
ainsi  que  sa  dérivée. 

Reste  à  justifier  la  dérivation  sous  le  signe    /  ,  pour  une  fonc- 
tion du  type 


^^'"-.iéé^.-"- 


n  étant  entier  et  positif. 

Or  on  a,  en  formant  {p(a  -h-  k)  et  retranchant  'f  (a), 

d^ailleurs,  l'identité  classique  de  la  division  donne 
I  I  h  Aî 


z—u  —  h        z  —  a       (z  —  a)^        (z  —  a)^{,z  —  a  —  h)^ 

elj  en  dérivant  (n  —  i)  fois  les  deux  membres  par  rapport  à  a,  on 
Irouve  innincdiatement 

1  _         nh  A2 


{z  —  a  —  fiy^ 
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P(j,  a,  h)  étant  un  poljnomc  entier  en  z^  a,  h.  Donc 

=  n 

J^^z  —  ay^^^z  —  a  — hy-     ^    '     ">     ^ 


J    (z-ar-*-^ 


L'intégrale  qui  est  le  coefficient  de  h  au  second  membre  a  son 
module  fini  :  car,  z  restant  sur  Je  contour  y,  et  h  demeurant 
voisin  de  a,  à  l'intérieur  du  contour,  les  modules  des  quantités 
/{z),  (z  —  a)~"~*,  (:;  —  a  —  A)"",  V{z,a,h)  sont  évidemment 
limités  et  il  en  est  de  même  de  la  longueur  du  contour  y;  donc 
(n®  lOo,  3"),  le  module  de  l'intégrale  considérée  est  fini  :  il  en 

résulte  que  la  limite,   pour  h  =  o,   du  rapport j — — -> 

c'esl-à-dire  la  dérivée  de  ©(a),  est  bien  la  quantité 

conformément  à  la  règle  de  dérivation  sous  le  signe  /  . 

115.  Remarque.  —  La  formule  de  l'intégrale  de  Cauchy,  (3) 
ou  (3  bis)y 

/(a)  =  --;    f  '^^dz, 

montre  qu'une  fonction /(5),  holomorphe  à  l'intérieur  d'un  con- 
tour Y  et  sur  y,  est  déterminée  en  tout  point  a,  intérieur  à  y,  dès 
(|ue  l'on  connaît  sa  valeur  le  long  du  Contour  :  c'est  là  une  pro- 
priété des  fonctions  holomorphes  dont  Je  seul  énoncé  fait  com- 
prendre l'importance. 

D'ailleurs,  les  valeurs  que  prend  une  telle  fonction  le  long  d'un 

contour,  y,  ne  sont  pas  arbitraires,  puisque  l'intégrale    f  /(z)dz 

doit  être  nulle,  ainsi  que  toute  intégrale  du  tvpe   f  /{^)^(^)dz, 

tj)(w)  désignant  une  fonction  holomorphe  dans  y  et  sur  v. 

Soit  au  contraire  /(z)  une  fonction  définie  arbitrairement  en 
chaque   point,   z,    du   contour  y,    et  continue   sur    ce    contour. 
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L'inlégrale 

■/(  =  ) 


-^r.i  J^z  -a 


ei  étant  intérieur  à  y,  définit  une  fonction  de  a  évidemment  bien 
déterminée  :  on  reconnaît,  comme  plus  haut,  que  sa  dérivée  est 

:   /  -r — ^^--rzdz,  et  ainsi  de  suite:  d'où  l'on  conclut  encore  que 

la  fonction  de  a  considérée  est  holomorphe  à  l'intérieur  de  y.  On 
aurait  torl,  toutefois,  de  la  représenter  par/(r3r),  car  en  général  sa 
valeur,  lorsque  n  tend  vers  un  point  Zo  du  contour,  ne  tend  pas 

vers/(3o). 

116.  Corollaire  II.  —  Les  formules  (4)  et  (5)  fournissent  une 
limite  supérieure  du  module  des  dérivées  /'(a),  /"(a)  ^  ...,  à 
l'intérieur  de  v. 

Soient,  en  effet,  M  le  maximum  du  module  Ae  f{z)  sur  le  con- 
tour (n®  98),  8  la  plus  courte  distance  de  a  au  contour;  on  a,  en 
vertu  du  n»  lOo,  3% 


L  étant  la  longueur  du  contour  y;  d'où,  par  (5), 

1  i-„/    ^  -  l'^'-n   ML 


•211  0 


«-Hl 


Si  V  est  une  circonférence  de  centre  a  et  de  rayon  R,  celte  for- 
jiitile  devient 


mo(l/-(r/)li^^^M. 


117.  Séries  à  termes  analytiques.  —  On  a  défini  au  Tome  1 
(n**  166)  la  convergence  uniforme  d'une  série  à  termes  analy- 
tiques :  on  dit  que  la  série  en  z 

Ui(z  )  -h  Ut{z)  -h .  .  .-i-  Uni  Z)  -h  Uniz) 

converge  uniformément  dans  une  région  R,  ou  sur  une  ligne  L, 
lorsaue  étant  donné  e  aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  assigner  un 
entier  N    fonction  de  e  seul,  tel  que  le  module  du  reste,  ^n{^)t 
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soit  <  e,  pour  toute  valeur  de  n  égale  ou  supérieure  à  N,  et  toute 
valeur  de  z  dont  Taffixe  est  dans  la  région  R,  ou  sur  la  ligne  L. 

Les  ihéorèmes  suivants  sont  d'une  grande  importance  dans  la 
théorie  des  séries  : 

Soit  une  série  8(2)  =  U\  {z)  +  ifi{z)  -f-. . . ,  les  ii,t{z)  étant 
ries  fondions  holomorphes  de  z  dans  une  région  finie  R  de 
contour  y  simple  ou  non,  et  sur  ce  contour, 

1"  Si  la  série  converge  uniformément  sur  une  ligne  finie  !. 
de  la  région  R,  son  intégrale,  le  long  de  L,  s^  obtient  en  faisant 
la  somme  des  intégrales  des  termes  de  la  série. 

Il  suffit,  pour  l'établir,  de  repérer  le  raisonnement  fait  au  n®3l3 
(lu  Tome  l  pour  les  séries  à  termes  réels. 

2"  Si  la  série  converge  uniformément  sur  le  contour  y, 
cette  série  et  toutes  les  séries  obtenues  en  dérivant  une  fois  y 
deux  fois,  . . .,  les  termes  de  la  première  convergent  unifor- 
mément dans  toute  région  R'  intérieure  à  R;  chacune  d* elles 
est  la  dérivée  de  la  précédente;  toutes  sont  des  fonctions  holo- 
morphes de  z  dans  ^. 

On  a,  en  effet,  en  désignant  par  x.  un  point  de  R,  et  par  q  -{-  i 
un  entier  positif, 

S (  z  )        __        Ui(z)  iijjz) 


{z  —  xyi-^^      [z  —  x)i-^^      {z  —  xy/^^ 

La  série  en  z  au  second  membre  converge  uniformément,  comme 
la  proposée,  sur  le  contour  y  :  car  son  reste,  quand  z  décrit  y,  a  son 

module  inférieur  à  ^— ^modR„(^),  5  représentant  la  plus  courte 

distance  de  x  au  contour.  On  a  donc,  d'après  i**,  en  intégrant  le 
long  de  y  les  deux  membres  de  la  relation  précédente, 


J^(z  —  x)^^^  J^(^z  —  xyi-^^ 


d'où,  en  appliquant  à  chacun  des  termes  du  second  membre  la 
formule  (5),  application  légitime,  puisque  les  Un{z)  sont  holo- 
morohes  dans  y  et  sur  y, 
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La  série  des  dérivées  d'ordre  y,  n^^^x) -^^  ii[?^  (x) -^ . . . ,  con- 
verge  donc  dans  R;  et,  si  Sf^-(^)  est  sa  somme,  on  a 


((>> 


Je  dis  maintenant  que  la  série  en  x^  Sf^^(j:),  converge  unifor- 
mément dans  R'.  En  effet,  d'après  la  formule  (5),  à  savoir 


n^,       X  yî         r  ".-J-")  , 


le  losle,  //X,  i-^)  -r. . ..  a  pour  valeur  ^— .   /  ^^-!-^^ — -dz.  quan- 

lilé  dont  le  module,  lorsque  x  demeure  dans  R',  est  inférieure  à 
T"^   /Ih-i  ^^?  H-  désignant  le  maximum  du  module  de  R/i(:î)  sur  y,  Lia 

longueur  de  y,  d  le  minimum  de  la  distance  à  v  d'un  point  de  R'  : 
«*omme  a,  pour  n  assez  grand,  reslc  inférieur  à  e,  en  vertu  de  la 
c^onvergence  uniforme  de  8(5)  sury,  la  proposition  est  établie. 

En  particulier,  pour ^  =  o,  on  voit  que  la  série  ii  1  (x)  +  ^/^(.r)  + . . . 
rst  convergente  dans  R,  et  uniformément  convergente  dans  R';  si 
S(j:)  esl  sa  somme,  on  a 


S^:r)  =  «,(:r)-r-f/2(.r)  4-...=  -U    T-   -^-- 


dz. 


On  reconnaît  ensuite,  <5omme  au  n<>  IIS,  que  la  dérivée  de 
la  fonction  S^^^(^),  donnée  par  l'intégrale  qui  figure  au  dernier 
membre  de  (6),  est  égale  à  l'intégrale  qui  donne  S^^+*^(:r)  :  donc, 
enfin,  la  série  proposée  et  les  séries  des  dérivées  successives  de 
ses  termes  étant  convergentes  dans  R,  et  ayant  chacune  la  suivante 
pour  dérivée,  sont  des  fonctions  holomorphes  de  x^  dans  la  ré- 
•^ion  R.  c.   Q.   F.   n. 

Remarque.  —  Cette  théorie  permet  de  démontrer  à  nouveau 
certaines  propositions  établies  au  Tome  l  pour  les  séries  de  puis- 
sances. 

Une  telle  série,  en  effet,  comme  on  l'a  vu,  converge  uniformé- 
ment à  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  toute  circonférence  y  inté- 
rieure au  cercle  de  convergence;  donc,  d'après  ce  qui  précède,  la 
$érje  formée  par  les  dérivées  d'ordre  q  de  ses  termes  converge 
uoKovmémenX  dans  toute  région  intérieure  à  y;  chacune  de  oes 
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séries  est  la  dérivée  de  la  précédente,  et  toutes  sont  des  fonctions 
holomorphes  dans  et  sur  v,  c'est-à-dire  dans  le  cercle  de  conver- 
gence, la  circonférence  de  ce  cercle  pouvant  être  exceptée. 


IV.  -  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIE. 


H8.  Série  deTaylor.  —  Soit /(5)  une  fonction  holomorplic  à 
rintérieur  et  sur  le  contour  d'une  circonférence  y  de  rayon  R, 
ajant  pour  centre  le  point  5  =  a;  désignons  par  a -+-  ^  un  poini 


Y 
intérieur  à  ce  cercle.  On  a,  d'après  la  formule  de  Cauchy  (n**  lïS)? 

^^  '       'XT,i  J    z  —  a  —  t 

ce  qui  s'écrit  identiquement  : 

(fi-l  fa  -1 

'•'  ^z  —  a)"'^  {z  —  ii)"{z  —  a  —  f)\* 
ou 

'^^  iTuJ^z  —  a 

Onpeut  écrire,  d'après  les  formules  du  n°  H4, 

(7)       /(a  +  0  =/(a)  -i-  t/'(a)  -4-. . .+  ^  J^'^^ ,  /^-'(a)  -H  R., 
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le  reste  R^  ayant  pour  expression 

t^     r  dz 

""  =  ^^i  J/^'^ (z-a)'-(=-a-t)  '• 

je  dis  qu'il  tend  vers  zéro  pour  n  infini. 

Soient,  en  effet,  M  le  maximum  du  module  Ae  f{^z)  sur  la  cir- 
conférence Y?  '^  Je  module  de  t  :  le  point  z  étant  sur  y,  mod(5  —  a) 
est  égal  à  R,  mod(2  —  a  —  t)  est  au  moins  égal  à  R  —  t;  et  Ton 
a,  dès  lors  (n°  103,  3»), 

Le  dernier  membre  a  pour  limite  zéro  pour  n  infini,  car  t  est 
inférieur  à  R,  puisque  le  point  a  -\-  t  est  à  l'intérieur  du  cercle  y. 

La  série  qui  figure  au  second  membre  de  (7),  prolongée  indéfi- 
niment, est  donc  convergente  et  représente  f{a  H-  /),  à  la  seule 
condition  que  le  point  a  -h  ^  soit  intérieur  au  cercle.  C'est  \di  série 
de  Taylor  étendue  par  Cauchy  aux  fonctions  analytiques. 

En  posant  5  =  a  -f-  ^,  d'où  t=.z  —  a,  on  peut  écrire  aussi 


/(-)=      f{a)^{z-a)f'ia) 


développement  valable  à  la  seule  condition  que  le  poirit  z  soit 
intérieur  au  cercle  de  centre  a,  dans  lequel /"(-z)  est  holomorphe. 
D'ailleurs,  ce  développement,  étant  une  série  de  puissances,  est 
absolument  et  uniformément  convergent  dans  tout  cercle  inté- 
rieur au  précédent. 

119.  La  série  de  Maclaurin  s'obtient  en  faisant  a  =  o  :  toute 
fonction  f{z)^  holomorphe  dans  un  cercle  décrit  de  l'origine 
comme  centre,  peut  donc  se  développer  en  série  convergente, 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  z,  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  intérieures  à  ce  cercle  : 

/(5)=/(o)-f-V'(o)-...-^^V''(o)+.... 


l34  DEUXIÈME   PARTIE.   —    FONCTIONS   DUNE   VARIABLE   IIIAGINAIRE. 

120.  Remarque.  —  D'après  cela,  si  le  point  a  est  un  point 
ordinaire  (c'est-à-dire  non  critique)  de/(5),  on  peut  développer 
f{z)  par  la  formule  (8),  pour  toutes  les  valeurs  de  z  com- 
prises ù  l'intérieur  d'un  cercle  (cercle  de  Taylor)  ayant  pour 
centre  a  et  pour  rayon  la  distance  de  ce  point  au  point  critique  le 
plus  voisin  :  car,  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  f{z)  n'a  pas  de  point 
critique  et  reste  holoniorphc.  Sur  le  cercle  même,  il  y  a  doute;  la 
série  peut  n'être  pas  convergente. 

Au  delà  du  cercle,  lasérie  est  certainement  divergente  :  carcelt<^ 
série  est  une  série  de  puissances;  si  donc  elle  convergeait  pour  uit 
point  M  plus  éloigné  de  a  que  le  point  critique  le  plus  voisin  de 
la  fonction  f{z)^  elle  convergerait  certainement  à  l'intérieur  de  la 
circonférence  ayant  a  pour  centre  et  passant  par  M,  d'après  les 
propriétés  des  séries  de  puissances  (Tome  I,  n°*141,  142).  Elle 
serait  donc,  toujours  d'après  ces  propriétés  (n"  99),  lioloinorpli<' 
dans  ce  cercle,  ce  qui  est  impossible,  puisque,  par  hypothèse,  le 
cercle  contient  un  point  critique. 

On  sait  ainsi  fixer  dC une  manière  exacte^  pour  une  fonction 
donnée,  le  rayon  du  cercle  à  l'intérieur  duquel  converge  la  série 
de  ïaylor  ou  de  Maclaurin,  et  l'on  voit  que  l'introduction  des 
imaginaires  est  indispensable,  puisque  le  point  critique  le  plus 
voisin  de  a  peut  être  imaginaire.  Par  exemple,  la  fonction  y/i-h.r- 
ne  peut  être  développée  en  série  de  Maclaurin  convergente,  même 
pour  des  valeurs  réelles  de  x,  que  si  modo:  reste  inférieur  à  i  : 
les  points  critiques  de  la  fonction  y'i  +  z-  sont  en  elfet  -h  i  et  —  î 
(n«  100). 

Pour  log(iH-5),  l'origine  est  un  point  ordinaire,  les  points 
critiques  se  réduisent  au  seul  point  ^  =  —  i  :  la  série  de  Maclau- 
rin est  donc  convergente  si  mod;;  <  i;  de  même  pour  la  fonction 

la  série  de  Maclaurin  converse  si  mod  5  <  ->  car  les  points  cri- 
ées z  °  a  '^ 

tiques  de sont  des  pôles,  zéros  de  cos:;,  -  -f-  A't:  (*). 


(')  Le  quotient  f{z)\^{z)  de  deux  fonctions  analytiques  est  développabic, 
autour  d^in  point  ordinaire  a,  en  série  de  Taylor  convergente  dans  un  cercle 
ayant  pour  centre  a,  et  pour  rayon  la  distance  de  ce  point  au  point  critique  le 
plus  voisin  :  ces  points  critiques  du  quotient  sont  ceux  de/  et  de  o,  et  aussi  les 
zéros  de  «p. 
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121.  Série  de  Laurent.  —  Laurent  a  étendu  la  théorie  précé- 
dente. 

Soity(^)  une  fonction  Lolomorphe  à  l'intérieur  et  sur  le  pour- 
lour  d^une  couronne  circulaire,  comprise  entre  deux  circonfé- 
rences C  et  c,  de  même  centre  a,  de  rayons  R  et  r.  Désignons 


par  a  +  ^  un  point  de  la  couronne;  si  nous  entourons  ce  point 

d'une  petite  circonférence  /:,  la  fonction  ^  •  seraholomorphe 

dans  la  région  comprise  entre  les  trois  circonférences,  et  l'on 
aura,  d'après  le  théorème  de  Caiichy  pour  une  région  à  contour 
non  simple  (n**  108), 


les  trois  cl rconférences  étant  décrites  dans  le  sens  positif.  Or,  en 
vertu  de  la  formule  de  l'intégrale  de  Cauchy  (n**  113), 


L 


•^^^^    •dz^'iTJfia^ty, 


d'où 

'ir.i/{a-^t)=  f--Iil}—dz-  f-Jl22—dz, 
J^z  —  a  —  l  J^z-a  —  t 

Sur  la  circonférence  C,  le  module  de  -3  —  a  étant  supérieur  à 
celui  de  /,  écrivons 

!•  I  /  /^*  -  ' r» , 

z — a  —  /  ""  z  —a        (5  —  af       '"       (z  —  a)'*^    '    {z  ^  a  )"{z  —  a  — t  )' 

sur  la   circonférence   c,    mod(5  —  a)    étant    inférieur  à    mod^, 
écrivons 

I I I    _    z—a    _       ^  (z—ay»-^  {z  -a)"      ^ 

"^  z-^a—t  ~"  t—Kz—ci)  ""  7  ^  'l^"    '  '"  '  T'         "^  l"[t  —  (z  —  (t)\^ 
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el  portons  ces  valeurs  dans  l'expression  de  2Tzi/(a  -\-  t).  Il  vient  : 

•27:e/(a-i-0=  f  î^^  dz -^  t  f-I^^dz-^.., 

-+■  \J/{'')dz^   '-J{z  —  a)J{i)dz-\-... 

On  voit  aisément  que  les  modules  des  deux,  termes  complémen- 
taires, R/i  et/Vi,  ont  pour  limite  zéro,  pour /i  infini  :  soient  en  effet 
M  le  maximum  du  module  àe  f{z)  sur  la  couronne,  t  le  module 
de  ^,  on  a 

""■'"•="""'X-^<"(.-,r('^-.-o'"-"(ïï)"F;' 

et  les  seconds  membres  tendent  vers  zéro,  pour  n  inHni,  puisque 
r<T<R. 

On  a  ainsi  développé  itzif^a  -{-  ^),  et,  par  suite,  /(a  H-  /),  en 
une  double  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances 
positives  et  négatives  de  t^  de  la  forme 

n  13 

les  A  et  B  sont  des  constantes  par  rapport  à  /,  représentées  par 
des  intégrales  défînies  : 

A  -  J_  r_Zl£l_rfwn 


'^-^:^ijf^-)^^ -'')''-' '^'^ 


(•)  Au  lieu  de  prendre,  pour  A„,  -^.    /  ,  on  peut  prendre  —^.   j   >  car  la 
fonction  , — - — -—-7  est  iiolomorphc  dans  la  couronne  circulaire  :  donc  (n*  108) 
/  =  /  .  De  même,  au  lieu  de    /    ou    /  ,  on  peut  prendre    /  ,  tétant  une cir- 
conférence  concentrique  à  C  et  c,  et  de  rayon  intermédiaire. 
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Ce  développement  est  convergent  si  le  point  (a  +  l)  est  dans 
la  couronne. 

On  peut  écrire  aussi,  en  posant  a-\-  t  =  z,  d*oij  t=z  —  a, 

1/(5)  =  Ao-t- A,(s  —  a)-h. .  .4- A„(;:  —  a)'*^-. . . 

les  deux  séries  étant  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  w  à 
rinlérieur  de  la  couronne  :  on  reconnaît,  comme  dans  Télude  des 
séries  de  puissances  ordinaires,  qu'elles  sont  absolument  conver- 
i;enles  dans  la  couronne,  et  uniformément  convergentes  dans 
loiile  couronne  concentrique  et  intérieure  à  la  première. 

12â.  L'application  la  plus  importante  de  la  série  de  Laurent  est 
le  développement  en  série  d'une  fonctiony(3)  autour  d'un  point 
singulier  essentiel  isolé  a  :  en  effet,  décrivons  de  a  comme  centre 
un  cercle  C,  ne  contenant  aucun  autre  point  critique  (ce  qui 
est  possible,  puisque  a  est  un  point  critique  isolé);  soit  c  une 
circonférence  de  centre  a,  intérieure  à  C  et  de  rajon  aussi  petit 
qu'on  veut.  La  fonction /(:;)  est  holomorphe  dans  la  couronne 
comprise  entre  les  deux  circonférences,  d'où  le  développement  : 

/(^)  =  Ao-+- A,(3  —  a)  -1-...H-  A„(5  — rt/'-t-... 
B,  B,, 

applicable  à  toutes  les  valeurs  de  :;  comprises  dans  le  cercle  C, 
le  point  a  excepté. 

i_ 
123.  Exemple.  —  La  fonction /(.s)  =  e'*  admet  Torigine  z  =  o 
comme  point  essentiel;  le  rajon  du  cercle  C  est  alors  aussi  grand 
que  Ton  veut,  c'est-à-dire  que  la  série  de  Laurent  est  valable 
dans  tout  le  plan,  le  point  z  =  o  excepté.  On  a  effectivement,  par 
le  développement  classique  de  e", 
1 

—  I  T  l  If 

e-'  =  I  -+-  —  H r  H 7  — r  -4- . . . , 

z*  l.l    z*  I.'2.  {    ^^ 

ce  qui  est  bien  une  série  de  Laurent,  réduite  aux  termes  à  puis- 
sances négatives,  et  qui  converge,  en  vertu  des  propriétés  de  l'ex- 
ponentielle, pour  toute  valeur  de  :;,  sauf  ^  :=  o. 
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124.  Série  de  Fourier.  —  C'est  une  transformée  de  celle  de 
Laurent,  dans  le  cas  d'une  fonction  périodique. 

Soient  (0  =  a -f- 6/  une  quantité  quelconque;  A  son  affixe, 
c'est-à-dire  le  point  de  coordonnées  rectangulaires  a  et  b.  Dési- 
gnons par  f{u)  une  fonction  de  u  holomorphe  dans  la  région 
indéfinie,  R,  comprise  entre  deux  parallèles  quelconques  à  OA,  el 

Fi  g.  55. 


supposons  de  plus  que,  dans  cette  région,  /(//)  admette  la  pé- 
riode 0),  c'est-à-dire  qu'on  ait/(a-l-  co)  =/(w)  :  il  est  clair  que 
les  points  w  et  w  -H  w  sont  sur  une  même  parallèle  à  OA. 
Posons  maintenant 


2/1C  — 

e      «*»  = 


c  est-a-dne         u  —  — r-lou* 

'HT, 


et   cherchons    dans   quelle  région   du  plan  de   la   variable    z 
reste  le  point  z^  lorsque  le  point  u  reste  dans  R. 

Le  long  d'une  parallèle  à  OA,  u  est  évidemment  de  la  forme 


X  étant  réel  et  variant  de  — oo  à  -f-oo  :  donc,  aux  points  u  Av. 
cette  parallèle,  correspondent  les  points  z  donnés  par  l'équation 

z  =  e       ^^  e^^^^y 

et  comme  le  module  du  second  membre  est  indépendant  de  /, 
|)uisque  le  module  de  e*"^^,  ou  cosaitA-t- t  sin2'iiX,  est  l'unité, 
les  points  z  considérés  sont  sur  une  circonférence  ayant  l'origine 
pour  centre.  Par  suite,  à  la  région  R  du  plan  (u)  répond,  dans 
le  plan  (s),  une  couronne  circulaire  R' ayant  l'origine  pour  centre. 
Je  dis  maintenant  que /(w),  considérée  comme  fonction  de  s, 

c'est-à-dire  /( --v-logsj,  est  fonction  holomorphe  de  z  dans  la 
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couronne  R'  et  sur  son  pourtour.  En  effet,  ses  seuls  points  cri- 
liques  possibles  dans  R'  sont  (n**  100)  ;  i^  les  valeurs  de  z  aux- 
quelles  correspondent,  par  w  =  — —  logj,   des  valeurs  de  u  cri- 

liques  pour  f{ii)  dans  la  région  R,  et  il  n'existe  pas  de  telles 
\aleurs,  puisque /(w)  n'a  pas  de  point  critique  dans  R;  2°  les  va- 
leurs de  z  critiques  pour  loge,  c'est-à-dire  ^  =  0,  point  en  dehors 
de  R^.  La  fonction  considérée  admet  donc  comme  point  ordinaire 
tout  point  de  la  couronne  R';  pour  prouver  qu'elle  y  est  holo- 
morphe,  il  suffit  évidemment  d'établir  qu'elle  y  est  uniforme. 

Or,  en   un  point  Zq  de  R',  log5   peut  prendre  une  infinité  de 
valeurs,  différant  entre  elles  de  2kTzi',  les  valeurs  correspondantes 

de/f  — v-log^j  sont  comprisesdans  la  formule/ (—î—log^oH-^'w)  ? 

et  soQl  ident if/ ues  entre  elles,  puisque /(w)  admet  la  période  w. 
La  fonction  considérée  n'ayant  ainsi  qu'une  valeur  pour  une 
valeur  donnée  de  z  est  uniforme,  et,  par  suite,  holomorphe,  dans 
la  couronne  R',  de  centre  5  =  0. 

On  peut,  dès  lors,  lui  appliquer,  dans  cette  couronne,  le  déve- 
loppement de  Laurent,  suivant  les  puissances  croissantes  de  :;  : 


lo)        y/JlLlogi  j  =  Ao-h  A|  j-r- AîC2 


-i-   —r 


série  qui  converge  absolument  et  uniformément  dans  toute  cou- 
ronne intérieure  à  R'. 

H 

Revenons  maintenant  de  :;  à  //,  par  z  ^=  e      ^;  il  vient,  en  dis- 
posant autrement  les  termes, 

,^^j       I  /(,„-......-.-B,e— "=î+...-^B,.-"< 


( 


lit:  -  .         iniTZ  — 


développement  absolument   et    uniformément   convergent   dans 
loule  bande  parallèle  et  intérieure  à  R. 
De  là  cette  conclusion  : 

Une  /onction  de  u,  /{u),  de  période  w,  holomorphe  dans  la 
bande  comprise  entre  deux  droites  parallèles  faisant  avec  Vaxe 
des  quantités  réelles  un  angle  égal  à  V argument  de  w^  est  dé- 
veloppable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  en- 
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tières,  négatives  et  positives,  de  V exponentielle  e  ***;  cette 
série  est  absolument  et  uniformément  convergente  dans  toute 
bande  parallèle  et  intérieure  à  la  bande  donnée* 

Pour  (0=2-,  on  retrouve  évidemment  une  série  de  même 
forme  que  celle  de  Fourier  (Tome  I,  n**  331),  après  substitution 
à  e-"'"  de  sa  valeur,  cos/i«  ±:  i^'xnnu. 


V.  —  ÂPPUGÂTIONS  DU  DÉVELOPPEMENT  DE  TÂTLOR. 


12i).  Théorème  de  Liouville.  —  Une  fonction  holomorphe 
dans  tout  le  plan,  et  dont  le  module  reste  constamment  infé- 
rieur à  une  limite  M,  se  réduit  nécessairement  à  une  constante* 

La  fonction  étant  holomorphe  dans  tout  le  plan,  la  série  de 
Tajlor  est  applicable  pour  toute  valeur  de  a  et  de  t]  par  suile  : 

Décrivons  de  a  comme  centre  un  cercle  de  rayon  arbitraire  R; 
on  a  (n**  HO),  puisque  M  est  le  maximum  dans  le  module  àQf{z) 
dans  tout  le  plan, 

raod/«(a)l— ^^^— M,. 

quelque  grand  que  soit  R.  Or,  M  étant  fixe,  le  second  membre 
de  cette  inégalité  tend  vers  zéro  pour  R  infini  ;  donc  toutes  les 
dérivées  /'(«),  f{^)y  •  •  •  sont  nulles,  et  il  reste,  dans  (12), 

f{a-^t)~f{a),  c.  Q.  F.  D. 

126.  Zéros  d'une  fonction  holomorphe.  —  Soit  f{z)  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  une  région  du  plan,  s^annulant  pour  un 
point  a  de  cette  région;  on  a,  par  la  formule  de  ïaylor  (8), 

(.3)  /(>5)=/(a)-4-(5-«)/'(a)-h...,. 

développement  valable  quand  z  est  intérieur  à  un  cercle  y  (^cercle 
de  Taylor)  de  centre  a.  Par  hypothèse,  /(a)  est  nul;  supposons 
que /'(a),  f"{a)^  .. .,  /'"""'  {a)  le  soient  aussi,  et  que/'»(a)  ne  le 
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soilpas;  ilresle 

r  f"'(a)  f»'-*-Ua)  1 

-^      '      ^  ^     l     m\  ^  (  //i  -+-  I  )  !  J       ^  ' 

ets(a),  à  savoir  î^^ — z — >  est  différent  de  zéro. 

D'ailleurs,  ©(;;)  est  une  série  de  puissances  qui  converge  dans  *', 
car,  par  hvpothèse,  (;:  —  a)'^o(z)  y  converge,  et,  pour  z^=ia, 
'^{z)  a  une  valeur  finie.  Donc  (n°  99),  ç(-3)  est  holomor|)he  à 
l'intérieur  de  v. 

On  dit  que  le  point  a  est  un  zéro  de  la  fonction  y(3),  et  que  m 
est  son  degré^  ou  ordre,  de  multiplicité  :  par  "ce  qui  précède,  m 
est  nécessairement  un  entier  positif,  et,  pour  que  a  soit  zéro 
d'ordre  m  d'une  fonction  liplomorphe  ^"(5),  il  faut  et  il  suffit  que 
^{z)  et  ses  (/n  —  i)  premières  dérivées  s'annulent  pour  z  =z  a. 

Exemple,  —  Nous  savons  (Tome  I,  n°  158,  Corollaire  1°)  que 
les  zéros  de  sin-:;  sont  les  points  z  =  /iti;  ce  sont  des  zéros  simples, 
caria  dérivée,  cosw,  ne  s'y  annule  pas. 

127.  Corollaire.»—  Les  zéros  d'une  fonction  liolomorphe  (dans 
la  région  où  elle  est  holomorphe)  sont  isolés;  c'est-à-dire  que  l'on 
peut  entourer  chacun  d'eux  d'un  cercle  assez  petit  pour  ne  con- 
tenir aucun  autre  zéro. 

Reprenons,  en  effet,  la  fonction  J{z)  et  le  point  a]  soit  s  un 
nombre  positif,  inférieur  à  mod©(a)  :  un  tel  nombre  existe, 
puisque  o(a)  n'est  pas  nul.  La  fonction  cp(^),  étant  holomorphe 
dans  V,  est  continue  pour  z=^a^  et  son  module  l'est  aussi  (  n°  98)  ; 
on  peut  donc  trouver  un  nombre  p  assez  petit  pour  que,  z  restant 
dans  le  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  p,  vcioAo[z)  reste  compris 
entre  les  deux  quantités /?05///Ve5  modç(a)  —  s  et  mod^(rt)  +  s. 
Dès  lors  mod©(5)  ne  s'annule  pas  dans  ce  cercle,  c'est-à-dire 
que'^(:;)  ne  s'y  annule  pas;  et  comme  on  Si  /(z)  =  (z  —  ay^  o(z)^ 
le  cercle  considéré  ne  contient  aucun  autre  zéro  de  /(z)  que  le 
zéro  a  ('  ).  C.    Q.    F.    D. 

(*)  Ce  raisonnement  suppose  (p(a)  diiïérent  de  zéro,  ce  qui  est  toujours  ad- 
missible, à  moins  que  toutes  les  dérivées  de  /{z)  ne  s'annulent  pour  z  =  a.  En 
ce  cas, /(2)  est  identiquement  nul  dans  le  cercle  y,  en  vertu  de  (i3).  Si  donc  on 
trouve  qu'une  fonction  holomorphe  admet  un  zéro  aussi  voisin  que  Ton  veut 
d'un  zéro  donné  a,  on  en  conclura  qu'elle  est  identiquement  nulle  dans  le  cercle 
de  Taylor  ayant  pour  centre  a. 
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On  en  conclut  que,  dans  une  région  finie  du  plan,  les  zéros 
(le  /(s)  sont  en  nombre  limité. 

128.  Zéros  d'une  fonction  môromorphe.  —  Considérons  une 
fonclion  /(s)  méromorplie  dans  une  région  R;  soit  a  un  de  ses 
zéros  dans  R.  On  peut  cnlourer  a  d'un  cercle  v,  assez  pelît  pour 
ne  contenir  aucun  pôle  de /(;;);  sinon,  il  y  aurait  un  pôle  aussi 
voisin  qu'on  voudrait  de  a,  de  sorte  que  la  fonction  deviendrait 
infinie  en  un  point  aussi  voisin  qu'on  voudrait  d'un  point  où  elle 
s'annule  :  ce  point  serait  dès  lors  un  point  d'indélermination, 
c'est-à-dire  un  point  singulier  essentiel,  cas  exclu,  puisque y(^), 
méroinorphe,  n'a,  dans  R,  que  des  pôles. 

Dans  le  cercle  y,  qui  ne  contient  pas  de  pôle,  la  fonction  méro- 
morplie f(^z)  est  lïoloniorphe  :  la  série  de  Taylor  s'applique  donc, 
iiinsi  que  toutes  les  conclusions  précédentes.  Les  zéros,  situés 
dans  R,  delà  fonction  méromorphey(5)  sont  donc  d'ordre  entier: 
ces  zéros  sont  isolés,  et  autour  de  l'un  d'eux,  a,  y(s)  peut  se 
mettre  sous  la  forme  (5  —  a)^o(3)y  o(z)  étant  holomorphe  au 
voisinage  de  a  et  ne  s'annulant  pas  pour  z  =  a. 

129.  Pôles  d'une  fonction  môromorphe.  —  Les  pôles  d'une 
fonction  méromorplie  dans  la  région  où  elle  est  méromorplie^ 
sont  isolés,  car  ce  sont  les  zéros  de  la  fonclion  inverse,  qui  esl 
méromorplie  dans  la  même  région  (n°  102).  Il  en  résulte  qu\ine 
fonction,  méromorphe  dans  une  région  finie  du  plan,  n'a  dans 
cette  région  qu'un  nombre  limité  de  zéros  et  de  pôles. 

Si  /(z)  a  un  pôle  au  point  a,  la  fonction  ^,     >  par  définition, 

est  holomorphe  dans  un  cercle  v,  décrit  de  a  comme  centre  et 
s'annule  pour  5  =:=  a.  Donc,  d'après  ce  qui  précède,  on  a 

n  désignant  un  entier  positif,  et  '^(z)  une  fonclion  holomorphe 
dans  le  cercle  y,  ne  s'annulant  pas  pour  z  =  a. 
On  en  lire 

D'ailleurs  ^{z)  étant  holomorphe  dans  y,  et  ne  s'annulant  pas 
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pour  r.  =  a^  -j — ^  sera  holomorphe  dans  un  cercle  y',  de  cenlre  rtf, 
ayanl  pour  rayon  la  distance  du  point  a  au  point  critique  le  plus 
xoisîn  de  ,  ^  >  c'esl-à-dire  au  point  critique  de/(5)le  plus  voisin 
de  a.  Donc,  par  la  série  de  Taylor,  on  aura,  dans  ce  cercle  y', 

^,  ^'—  =  Ao-f- A,  (;;  —  «) -h... -i-A,,_,(  3  — «)"-'-!- A„C-3  -«)"  +  ..., 


ce  qui  donne 


(/^-)  = 


A, 


M  î  )                  '  "                (z  —  a)''        {z—'a )«-»                   z  —  a 
(  -+-  Art-H  A«-Ht(5— «)-+- 

C'est  le  développement  d^une  fonction  méroniorphe  aux 
rm^rons  d'un  pâle,  formule  importante  d'un  fréquent  usage; 
comme  on  vient  de  le  dire,  elle  est  valable  à  Tinlérieur  d'un 
cercle  y',  ayant  pour  centre  a  et  pour  rayon  la  dislance  de  ce  point 
au  point  critique  le  plus  voisin  de  la  fonction  /(s). 

L'entier  n  est  dit  degré  (ou  ordre)  de  multiplicité  du  pôle  a\ 
les  n  premiers  termes  du  développement  (i4)  forment  ce  qu'on 
nomme  la  partie  infinie  du  développement  dey(3)  autour  du 
pôle  a,  ou  encore  le  développement  polaire  de /(z)  autour  de 
ce  pôle. 

Remorque.  —  Le  quotient  de  deux  fonctions  /(z)  et  F(3), 
inéromorphes  dans  une  région  R,  est  méromorphe  dans  R  :  on  l'a 
établi  au  n®  102,  en  laissant  de  côté  le  cas  où  /(z)  elF{z)  auraient 
un  zéro  ou  un  pôle  commun,  a.  Mais,  dans  cette  dernière  Ijypo- 
ihèse,  en  vertu  des  relations 

f{z)r=(z-aynr^(z),         F(5)  =  (5~a)«*(^), 

si  a  est  un  zéro  de/  el  de  F,  ce  sera  un  point  ordinaire  ou  un  pôle 
pour  le  quotient /(z)  :  F(z),  selon  que  /w>n,  ou  m  <  n.  Même 
conclusion  pour  un  pôle  commun.  La  proposition  en  question  est 
donc  générale. 

130.  Résida.  —  Parmi  les  coefficients  des  termes  en rj 

dans  le  développement  polaire  de  /(z),  celui  de     ^    >  que  nou» 
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avons  désigné  par  A/,_,,  joue  un  rôle  spécial  :  il  a  reçu  de  Caiichj 
le  nom  de  résidu  de  /(z)  relatif  au  pôle  a. 

Si  a  est  lin  point  essentiel  de  /(^),  on  nomme  aussi  résidu  le 

coefficient  de  ~ dans  le  développement  de/(:;)  autour  de  a. 

par  la  formule  de  Laurent. 

131.  Remarque  I.  —  Le  développement  (i4)  dey(;;)  est  va- 
lable dans  le  cercle  y',  c'est-à-dire  que  la  série  de  puissances 

converge  dans  ce  cercle  :  dès  lors  on  peut  écrire 

(\))  flZ)=, : --h...-l h^(z), 

•^  ^    ^        (z  —  ct)'*        iz  —  ay-i  z~a        * 

©(.3),  c'est-à-dire  la  série  de  puissances  ci-dessus,  étant  une  fonc- 
tion holomorphe  de  z  dans  le  cercle  y'  (n®  99). 

La  dérivée  de  la  série  de  puissances  'f  (5)  est  la  série  des  dérivées 
des  termes,  la  nouvelle  série  ayant  encore  le  même  cercle  de  con- 
vergence (Tome  I,  n"*  li5  et  143);  on  a  donc 

^'^'^  A  A 

c'est-à-dire  qu'on  obtient  la  dérivée  du  développement  (i4)  en 
dérivant  séparément  chaque  terme.  Le  nouveau  développement 
est  valable  dans  le  même  cercle  que  l'ancien. 

La  relation  (16)  montre  qu'un  pôle  d'ordre  n  de  f(^z)  est  pôle 
p'ordre  (n-\-\)  de  f\z)^  et  d'ordre  n-^p  de  f^P^{z). 

132.  Remarque  IL  —  La  dérivée  d'une  fonction  holomorphe 
dans  une  région  est  holomorphe  dans  la  même  région  (n**  115); 
sous  une  autre  forme,  la  dérivée  d'une  fonction  de  ;;,  /{^)^  qui  a 
un  nombre  limité  de  points  critiques  dans  une  région,  ne  peut 
admettre  d'autres  points  critiques  que  ceux  de  la  fonction.  En 
particulier,  si  /{z)  est  méromorphe  dans  une  région  R,  sa  dérivée 
f'{z)  ne  peut  avoir,  dans  R,  d'autres  points  critiques  que  les 
pôles  de /(z)'f  d'après  ce  qui  précède,  ces  pôles  sont  aussi  des 
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pôles  de  /'(z)^  qui,  dès  lors,  est  méromorphe  dans  R.  Donc  : 

La  dérivée  d*une  fonction  /(s),  méromorphe  dans  une 
région,  est  méromorphe  dans  la  même  région;  ses  pôles  sont 
ceux  de  /(z);  un  pôle  d'ordre  n  de  /(z)  est  d^ordre  (/i-j-i) 
pourf{z). 

133.  Le  développemenl  d'une  fonction /(.s),  autour  d'un  point 
ordinaire  ou  d'un  pôle  a,  suivant  les  puissances  croissantes 
(le  (z  —  a),  est  unique. 

Considérons  d'abord  le  cas  d'un  point  ordinaire  a,  et  suppo- 
sons qu'on  ait,  d'une  manière  quelconque,  mis /(s)  sous  la  forme  : 

n;)  y(5)  =  AoH-A,(3  — «)-4-...-l-A„-,(j  — rt)"-'H-(::  — rT)«Rrc), 

I\(s)  ne  devenant  pas  infini  pour  z  =  a.  En  vertu  même  de  celle 
équation,  la  fonction  R(5),  c'est-à-dire 


i^z  —  ay 

estméromorphe  autour  de  a  :  mais  comme  elle  reste  finie  pour;;  =  «, 
«est  pour  elle  un  point  ordinaire  (n**  129,  liemarque);  aucune 
(le  ses  dérivées  ne  devient  donc  infinie  pour  z  =  a.  Alors,  en 
faisant  z  =  a  dans  (17)  et  dans  les  relations  qu'on  obtient  en  pre- 
nant les  dérivées  successives  des  deux  membres  par  rapport  à  5, 
jusqu'à  Tordre  n  —  i  inclus,  il  vient 

A.=Aa).  A.=/'(«),  x,=-qf -^"-=.r.:;L-./ 

ce  qui  monlre  que  Aq,  .  .  .,  A^^i  sont  les  coefficients  ordinaires 
de  la  série  de  Taylor  autour  du  point  a. 

La  même  conclusion  s'applique  dans  le  cas  où  a  est  un  pcjle 
(l'ordre  m]  il  suffit  alors  de  considérer  la  fonction  (z  —  a)'^  f(^z)^ 
qui  estholomorphe  autour  de  a. 

Corollaires.  —  i®  Soient  f  {z)  et  »(:;)  deux  fondions  liolo- 
raorphes  autour  du  point  a,  et  supposons  d'abord  'f(a)^o.  Il 
résulte  de  ce  qui  précède  que,  pour  obtenir  le  développement 
laylorien  du  quotient /(-s)  l'f  (^)j  jusqu'au  terme  en  (;;  —  a)""^ 
inclus,  on  n'aura  qu'à  diviser  l'un  par  l'autre  (suivant  les  puissances 
11.  —  II.  10 
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croissantes  de  z  —  a)  les  développemenls  : 

?(-)  =  ?(«)-+-••• 

réduits  à  leurs  n  premiers  termes  :  les  n  premiers  termes  du  quo- 
tient seront  aussi  ceux  du  développement  laylorien  cherché,  car 
la  division  indiquée  conduit,  pour /(^)  : '^(2),  à  une  relation  de 
la  forme  (17). 

2°  Si  a  est  pôle  d'ordre  m  de  0(2),  pour  obtenir  le  dévelop- 
pement polaire,  autour  du  point  «,  de  la  fonction  /(^)l?(^)? 
on  divisera  encore  l'un  par  l'autre  les  développemenls  tajlorlens 
de/(^)  et  'f  (3),  réduits  à  leurs  m  premiers  termes,  en  ordonnant 
la  division  suivant  les  puissances  croissantes  de  5  —  a  :  les  m  pre- 
miers termes  du  quotient  donneront  l'expression  cherchée. 

Usera  plus  simple,  afin  d'abréger  l'écriture,  de  poser  «  —  a  =  t, 
et  de  développer  suivant  les  puissances  de  t, 

3**  Si  a  est  zéro  simple  de  'f  (2),  le  résidu  de  /{z)  :  0(3)  autour 
du  pôle  a  sera,  d'après  cela,  égal  à  /{a)  l  'f'(^),  résultat  à  retenir. 

134.  Théorème  des  résidus.  —  Soit  f{z)  une  fonction  mëro- 
morphe  à  l'intérieur  d'un  contour  simple  k;  désignons  par 
a,  a',  ... ,  ceux  de  ses  pôles  intérieurs  à  Â*,  et  entourons-les  de  petits 
cercles  y,  •/,  ...  {Jiff'  56),  la  fonction  /(z)  étant  holomorpho 

Fig.  56. 


dans  la  région  à  contour  non  simple  comprise  entre  k  et  les  cir- 
conférences y,  y',  ...,  on  aura,  d'après  le  théorème  de  Cauchv 
étendu  (nM08), 


ff{z)dz=f/(z)dz^f/{z)dz- 
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tous  les  contours  étant  décrits  dans  le  même  sens,  que  nous  9U[)- 
poseroDs  le  sens  positif. 

Or,  au  voisinage  du  pAle  a(n**131),  on  a 

-^  ^    ^       iz  —  ay  z  —a       •       ■' 

^{z)  étant  holomorphe  autour  du  point  a;  par  suite 

(I)        ff{^)dz  =  \o  f—^±—^...-^x„_,  f-^-h  f  o{z)dz. 

./y  •/y    (  -  «  )  *  ./y     «  a  ,  /        * 

L'intégrale    /  ©(3)^/5  est  nulle,  |)uisque  ©(5)  est  holomorphe 
^y  • 

dans  le  cercle  v;  d'ailleurs  (n**  IH)  pour/?  >  i , 

r_'^-- î-f \ 1. 

J^  (z^a)P  p  —  X  \^{^z  —  a  )/'-!  1 

et  comme  le  second  reprend  la  même  valeur  quand  on  revient  au 
point  de  départ  de  Tinlégralion,  puisque  p  est  entier,  l'intégrale 
est  nulle.  Pour  /?  =  i,  on  a  (n°  112) 

r   dz 

le  contour  y  étant  décrit  dans  le  sens  positif. 
II  reste  donc,  dans  (i), 

/  fiz)dz  =  27:/ A,i_,, 

'  ï 
et,  par  suite, 

/  /(z)^j  =  2Trt'(A«_i-4-A,V_,-4-...), 

\„_fy    A^._,,     ...    étant  les  résidus   de   /(z)  relatifs  aux   pôles 
a^  ^  -    -  •  •  • 
Donc  : 

L^ intégrale  d'une  fonction  méromorphe,  prise  dans  le  sens 
positif  le  long  d'un  contour  simple  /:,  est  égale  à  la  somme 
des  résidus  de  cette  fonction,  relatifs  aux  pôles  situés  à  V in- 
térieur du  contour,  multipliée  par  7.Tzi, 
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Un  théorème  analogue  s^appllque  si  la  fonction  a  des  points 
essentiels  isolés  à  Tintérieur  du  contour. 

13o.  Théorème  de  Cauohy  sur  les  zéros  et  les  pôles.  —  Soit  y (^) 
une  fonclion  méromorphe  à  l'intérieur  d'un  contour  simple  k; 
désignons  par/'  (^z)  sa  dérivée  qui  est  également  méromorplie  dans 
cette  région  (n**  132),  et  par  ^(z)  une  fonction  liolomorphe  à 
rintérieur  de  A'  et  sur  A*.  L'intégrale 


/j^^i^Ui., 


prise   dans  le  sens  positif,  est  égale,   d'après  le   théorème    des 

résidus,  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  '^j.,!o(z).  relatifs 

aux  pôles  situés  à  l'intérieur  du  contour.  Cette  fonction  ne  peut 
devenir  infinie  que  pour  les  zéros  de  son  dénominateur  f{z)^  ou 
pour  les  pôles  de  son  numérateur /'(j)  y (5). 

Or  ç(-s),  par  hypothèse,  est  liolomorphe  à  l'intérieur  du  con- 
tour k  (et  sur  ce  contour),  et  n'a  dès  lors  pas  de  pôle  dans  A-; 
(|uant  aux  pôles  de  f'{z)  ce  sont  uniquement  les  pôles  dey(G) 

(n®  132).  Donc  finalement  les  pôles  cherchés  de    z»)^/ ?(-^)  i*e 

peuvent  être  que  les  zéros  et  les  pôles  de./(^),  situés  à  l'intérieur 
du  contour. 

Soit  a  l'un  d'eux;  on  a,  au  voisinage  de  a  (n"*  126 et  128), 

/(^)  =  (c-a)"«il;(z), 

*\{z)  n'étant  ni  nulle  ni  infinie  pour  5  =  a,  et  étant  liolomorphe 
autour  de  ce  point  ;  m  désigne  un  entier,  positif  si  a  est  un  zéro 
de  f{z)^    négatif  si  c'est    un  pâle.    Cherchons   le    résidu    de 

j^?{-)poixTZ=a, 

On  a,  en  dérivant  logarithmiquement  la  relation  précédente, 

f'(^)  ^     f»^    _^  £if  ) 

'/{z)        z-a        ^\{z) 
rt 

*  /(^;         ^  -a  •'  i^c)  '^    ' 

Le   second   terme    du  dernier  membre  est  fini  pour  3  =  a. 
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puisque '^(5),  et  par  suite  ^'(5),  est  holomorphe  autour  du  points/, 
et  que  A(«)  n'est  pas  nul;  le  résidu  du  premier  membre,  relatif 

au  pôle  a,  est  donc  le  même  que  celui  de     ?(^)j  ^ë^^  évidem- 
ment à  m«j>(a).  Donc  enfin,  on  obtient  la  formule  de  Cauchy  : 

a,,  a,,  ...  étant  les  zéros;  p,,  ^3»  •••   'es  pôles  de /(2),  inté- 
rieurs au  contour  k.  Dans  la  somme  ^^©(a),  chaque  zéro- figure 

autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre  de  multiplicité,  et 
de  même  pour  les  pôles.  Cette  formule  donne  donc  la  différence 

des  deux  sommes  \]  ©(5)  étendues  respectivement  aux  zéros  et 

aux  pôles  d'une  fonction  méromorphe,  situés  à  rinlérieur  d'un 
contour  donné. 

Corollaire.  —  Si  'f  (w)  =  i,  on  aura  la  formule 

M  étant  le  nombre  des  zéros  de  f{z),  N  celui  des  pôles  intérieurs 
à  A",  chacun  d'eux  étant  compté  avec  son  ordre  de  multiplicité  ('  ). 


(*]  Si  la  fonction  holomorphe  f[z)  admet  a  comme  zéro  d'ordre  m,  on  peul 
CDtourcr  a  d'une  petite  circonférence  y,  ne  contenant  pas  d'autre  zéro  de/(-]. 

U  fonction  de  u,  6(m)  =. -.    /     .7    ,  dz,  où  u  désigne  un  paramétre,  est 

^     ^        ITZl  J^  f{z)—  u       '  or 

continue  pour  w  =  o  :  car  on  voit,  comme  au  n«  114,  que  sa  dérivée  par  rapport 
à  Uj  pour  u  =  0.  est  l'expression  r    /    4tt— ;  clz.  quantité  finie  et  déterminée, 

puisque /(z)  n'a,  sur  y,  ni  zéro,  ni  pôle.  Faisons  maintenant  varier  u  infiniment 
peu,  à  partir  de  zéro  :  la  fonction  6{m)  a  toujours  pour  valeur  un  nombre  entier 
{Corollaire  du  n«  135),  égal  au  nombre  des  zéros  de  /{z)  —  u  intérieurs  à  y,  et 
Mo)  est  égal  à  »i,  en  vertu  de  l'hjpothèse  initiale.  Comme  6(i/)  est  fonction  con- 
tinue de  u  pour  u  =  o,  il  résulte  de  là  que,  pour  u  assez  petit,  6 (a)  est  néces- 
sairement égal  à  m.  En  d'autres  termes,  si  a  est  zéro  d'ordre  m  de/(-2),  on  peut 
prendrez  assez  petit  pour  que  l'équation  /(-z)—  m  =  o  ait  m  racines  à  l'intérieur 
^6  Y>  c'est-à-dire  m  racines  voisines  de  a.  C'est  la  propriété  sur  laquelle  on  s'cM 
appuyé  au  n«  341  du  Tome  I,  page  3\5. 
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Si/(z)  est  holomoiphe  à  l'intérieur  de  A",  le  nombre  N  est  nul, 

et  il  reste 

f'iz) 

21 


VI.  —  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  SUR  LES  FONCTIONS  UNIFORMES. 


136^  Fonctions  entières.  —  On  nomme  fonction  entière  une 
fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan.  Exemples  :  les  polynômes 
entiers  en  z^  les  fonctions  e^^  sin^,  cos^. 

Une  fonction  entière  est  développable  par  la  série  de  Taylor 
ou  de  Maclaurin  dans  toute  Tétendue  du  plan,  puisqu'elle  est 
holomorphe  à  l'intérieur  d'un  cercle  quelconque. 

1°  Une  fonction  entière,  f{z)^  pour  laquelle  le  point  à  Cin- 
fini  (n°  103)  est  un  point  ordinaire,  se  réduit  à  une  constante^ 

Car  si  l'on  pose  z  =  -  *  l'hypothèse  est  que  fi-)  est  une  fonc- 
tion holomorphe  de  m  à  l'intérieur  d'un  cercle,  C,  de  centre  i/  =  o, 
dans  le  plan  {u)  :  son  module  admet  donc,  dans  ce  cercle,  un 

maximum  M'.  Or,  lorsque  u  reste  à  l'intérieur  de  C,  le  point  -s  =  — 

reste,  dans  le  plan  de  la  variable  z^  à  V extérieur  d'un  cercle,  C, 
dont  le  ra^on  est  l'inverse  du  rayon  de  C,  de  sorte  que  le  module 
de /(.s),  en  dehors  du  cercle  C,  est  au  plus  égal  à  M.  La  fonc- 
tiou/(;s)  étant  holomorphe  dans  C,  son  module  admet  également, 
dans  ce  cercle  et  sur  ce  cercle,  un  maximum  M';  et,  par  suite, 
dans  tout  le  plan,  moAf{z)  est  au  plus  égal  au  plus  grand  des 
nombres  M  et  M'.  Donc,  par  le  théorème  de  Liouville  (n°  12o), 
f{z)  se  réduit  à  une  constante.  c.  q.  f.  d. 

2**  Une  fonction  entière  f{z),  pour  laquelle  le  point  à  Vin- 
fini  est  un  pôle  d* ordre  /?,  est  un  polynôme  entier  de  degré  p. 


Car,  par  hypothèse,  /(  -  )  est  de  la  forme  : 


Aa  A«-i 

UP  u 


CHAPITRE   I.   —  THÉORIE  DBS  FONCTIONS  ANALYTIQUES.  l5l 

o(i/)  adtneltant  le  point  u  =  o  coiiime  point  ordinaire;  donc 

^(^)  éiant  une  fonction  de  z  pour  laquelle  le  point  à  Tinfini  est 

ordinaire.  D'ailleurs,  cette  fonction,  différence  de  la  fonction  en- 
tière/(s)  et  du  poljnome  AoS^  +  - .  .H-  A^_|  3,  est  entière;  elle 
se  réduit  par  suite  (i*')  à  une  constante.  c.  q.  f.  d. 

3"  Une  fonction  f{z)^  méromorphe  dans  tout  le  plan,  et 
pour  laquelle  le  point  à  V infini  est  un  point  ordinaire  ou  un 
pôle,  est  une  fonction  rationnelle. 

Observons  d^abord  que  les  pôles  de  f{z)  dans  le  plan  sont  en 
nombre  limité.  En  efl'et,  ils  sont  isolés  (n®  129)  et,  par  suite 
{ibid,)j  sont  en  nombre  limité  à  l'intérieur  d'un  cercle  C,  de 
centre  3  =  0,  et  de  rayon  R  aussi  grand  qu'on  veut  :  ils  ne  pour- 
raient donc  être  eu  nombre  illimité  dans  le  plan  que  s'il  y  en 
uvait  une  infinité  à  Vextérieur  de  C.  Mais  alors  la  fonction  de  u^ 

f\~)y  aurait  une  infinité  de  pôles  à  Vintérieur  du  cercle  de 
centre  ?/  =  o  et  de  rayon  ■      aussi  petit  qu'on  voudrait,  ce  qui  est 

absurde,  puisque,  par  hypothèse,  le  point  u  =  o  est  ordinaire  ou 
j>ôle  (isolé)  de  cette  fonction. 

Soient  alors  ^4,^2,  . .  - ,  a^  les  pôles  de/(5);  on  pourra  poser 
(n**  129),  en  mettant  en  évidence  le  développement  polaire  de 
f{z)  autour  de  rzi, 

?t(5)  étant,  en  vertu  de  cette  équation,  une  fonction  de  même 
nature  ç[\xef{z)^  mais  n'admettant  plus  a^  comme  pôle.  De  même 

(>3  — ai/'  z  —  Ui 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  les  q  pôles.  La  fonc- 
vion  ç(^)  restante  est  entière,  puisqu'elle  n^a  plus  de  pôle  à  dis- 
lance finie;  de  plus,  pour  elle  comme  pour /(s),  le  point  à  Tinfini 
est  évidemment  point  ordinaire  ou  pôle,  c'est-à-dire  (1**  et  2") 
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qu'elle  se  réduit  à  un  polynôme  enlier;  /{z)  est  donc  la  somme 
d'un  nombre  limité  de  fraclions  simples  et  d'un  polynôme  entier. 

c.   Q.   F.    n. 

137.  Corollaires. —  i**  Une  /onction  entière /{z)j  autre  qiûun 
polynôme  entier,  admet  le  point  à  U infini  comme  point  es- 
sentiel. 

Car,  en  vertu  du  numéro  précédent  (i"  et  a"),  le  point  «  =  o 
ne  saurait  être  ni  ordinaire  ni  pôle  pour  y/  —  );  c'est  donc  uii 
point  essentiel,  puisque  d'ailleurs  f\-)  est  fonction  holomorphc 

de  u  entre  deux  cercles  quelconques  ayant  ce  point  pour  centre 
(nMOO,  3«). 

Même  énoncé  pour  une  fonction  méromorphe,  dans  tout  le  plan, 
autre  qu'une  fraction  rationnelle. 

ii**  Un  polynôme  entier  d'ordre  m,  f{z),  ci  m  racines  (  Théo- 
rème de  d'Alembert).  U  suffit  d'établir  qu'il  en  a  une.  Or  i  :/(:?) 
est  une  fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan,  dont  les  pôles 
sont  les  zéros  ou  racines  de /(s),  et  pour  laquelle  le  point  à  l'infini 
est  ordinaire.  Si  donc  f{z)  n'avait  pas  de  racine,  i:/{z)  serait 
une  fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan,  c'est-à-dire  une  fonc- 
tion entière,  admettant  le  point  à  l'infini  comme  point  ordinaire, 
parsuile(n°  136,  i**)une  constante.  Pour  échapper  à  cette  conclu- 
sion absurde,  il  faut  admettre  c[ue/(z)  a  au  moins  une  racine. 

3"  Si  une  fonction  entière,  /{z)^  est  sans  zéros  dans  le  plan, 
log/(5)  n'a  pas  (n**100)  de  point  critique  à  dislance  finie;  c'est 
donc  une  fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan,  c'est-à-dire  une 
fonction  enlièrc,  G(^),  et  l'on  a 

Telle  est  la  forme  des  fonctions  entières  sans  zéros.  Ainsi  e'  n'a 
pas  de  zéros  à  distance  finie  (T.  I,  n®  158,  Corollaire  2°). 

138.  Développement  d'une  fonction  méromorphe  dans  tout  le 
plan.  —  Soit/(:;)  une  telle  fonction;  si  ses  pôles  ai,  a2,  ...,  aq 
sont  en  nombre  limité,  on  voit,  comme  au  n°  136,  3**,  qu'elle 
est  la  somme  d'une  fraction  rationnelle  et  d'une  fonction  entière. 
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La  fraction  rationnelle  est  la  somme  des  parties  infinies  des  déve- 
loppements de/{z)  autour  des  pôles  a^  . . . ,  Uq, 

Si  les  pôles  ai,  «a,  ...  sont  en  nombre  infini,  la  somme  des 
parties  infinies  des  développements  correspondants  peut  former 
une  série,  S(5),  convergente  en  tout  point  du  plan  autre  qu'un 
pôle;  si,  de  plus,  S(z)  est  méromorphe  dans  tout  le  plan,  il  est 
clair  que  la  différence, /(s) —  S  (5),  qui  reste  évidemment  finir 
pour  z=  ai,  a^f  ...,  est  holomorphe  dans  tout  le  plan.  C'est 
donc  une  fonction  entière,  G (2),  et  Ton  a 

Exemptes.  —  1**  Supposons  les  pôles  «i,  a^y  ...  simples,  et 
les  résidus  correspondants,  A,,  Aa,  . .  . ,  inférieurs,  en  module,  à 
un  nombre  M. 

Si  la  série  \^  —  7  dont  les  termes  sont  rangés  dans  un  ordre 

Jad  Ci,i 

quelconque,  est  absolument  convergente  (*),  je  dis  que  la  série 
formée  par  la  somme  des  développements  polaires. 


S(5)=- 


A,  A, 


1        -  —  «j 

converge  absolument  et  uniformément  dans  toute  région  finie,  U, 
du  plan,  qui  ne  comprend  aucun  des  pôles  :  le  module  du  terme 
général  est  en  effet  (à  partir  d'une  valeur  assez  grande  du  rang) 

inférieur   à  la  quantité  — j ^9  5  désignant   le   maximum  du 

^  mod  a,j  —  0  ^ 

module  de  z  dans  R.  Or  cette  quantité  est  le  terme  général  d'une 
série  numérique,  à   termes  positifs,  qui  converge,  puisque,  par 

hypothèse,  ^ — -^ —  converge;  on  en  conclut  que  la  série  S(:;) 

converge  uniformément  et  absolument  (Tome  I,  n"  166)  dans  K 
et  sur  le  contour  de  R;  par  suite  (n"  H7),  8(5)  est  une  fonction 
liolomorphe  dans  R,  et  évidemment  méromorphe  dans  tout  \r 
plan,  puisqu'elle  n'a  comme  points  singuliers  à  distance  finie  que 
\es pôles  simples  a^,  a^,  . . . ,  d'après  son  expression  même. 
On  a  donc,  dans  ce  cas,  Gi{z)  désignant  une  fonction  entière, 

•^  ^  —  «1        z  —  ai 


;')  En  vertu  de  celle  liypolhése,  moda„  lend  vers  x  pour  n  infini.  Toi/aussi, 
à  ce  sujet,  le  n*  139. 
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a*  Les  conditions  étant  les  mêmes  que  dans  l'exemple  précé- 
dent, supposons  que  la  série  ^  —  ne  soit  pas  absolument  conver- 
gente, mais  que  la  série  ^^  (""")  '^  ^^'^'  ^^  désignant  par  q  un 
entier  positif. 

On  a  identiquement 

Considérons  alors  la  série 

\z  —  ai        a,        a]  a\-^) 

-h  Aï 1 h...  -\-  ~7rri)  -4-...; 

je  dis  encore  qu'elle  converge  absolument  et  uniformément  dans 
la  région  R  définie  plus  haut.  En  effet,  d'après  (i),  le  module  du 
lerme  général  est  inférieur,  à  partir  d'une  valeur  suffisante  de  /i, 
ù  la  quantité 


mod  «2  I  1 ; —  I 

\         mod  a„  / 


(|ui  est  évidemment  le  terme  général  d'une  série  absolument  con- 
vergente, en  vertu  de  l'hypothèse. 

La  série  S(z)  est  donc  encore  (i°)  holomorphe  dans  R,  et  méro- 
inorphe  dans  tout  le  plan;  et  Ton  a,  puisque  f{z)  —  8(5)  reste 
fini  pour  tous  les  pôles  A;,, 

Ci)  /(^)  =  S(5)^-G(.-), 

G(-s)  étant  une  fonction  entière. 

Remarque,  —  La  formule  (1)  suppose  «i^o.  Si/(2)  admet  le 
pôle  5  =  0,  on  formera  S  (s)  sans  se  préoccuper  de  ce  pôle,  et  l'on 
ajoutera,  à  la  série  obtenue,  la  partie  infinie  du  développement 
de  f{z)  autour  du  pôle  z  =  o;  8(5)  désignant  celte  nouvelle 
somme,  la  formule  (2)  subsistera  évidemment. 

Application.  —  La  fonction  cotz,  ou  -: —  >  méromorphe  dans 
tout  le  plan,  a  comme  pôles  simples  les  points  z  =  mz^  zéros 
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simples    de  sin^.    Les  résidus   correspondants  sont  lous  égaux 
à  +  1 ,  d'après  la  formule  /(«)  :  f '(^)  du  n°  133  (CoroUaii^e  3®). 

Or  la  sériel]  —  diverge,  mais^  (  —  )  converge  ;  on  a  donc  ici 

^    '      Jmà\z  —  nr.        nrj       z 

*  n 

Il  prenant  les  valeurs  entières  de  —  oo  à  +  oc,  sauf  zéro  ;  d'où 
<3>  col;5=  --+-y  ( '- h— Wg(>5). 

Z         ^^  \Z  —  /l-  HT./ 

n 

La  série  étant  absolument  convergente,  on  peut  grouper  les  termes 
qui  répondent  à  -h  /i  et  à  —  /?,  ce  qui  donne 

n  variant  de  -|-  i  à  4-oo. 
Nous  verronspar  une  autre  méthode  (n^  148),  que  G  (5)  est  nul. 

139.  Théorème  de  M.  Mittag-Leffler.  —  Nous  allons  établir 
maintenant  que,  dans  tous  les  cas,  on  peut  représenter  une  fonc- 
iion/(^),  méromorphe  dans  tout  le  plan,  par  une  série  d^éléments 
fractionnaires  simples,  plus  une  fonction  entière. 

Soient  toujours  «i,  «2,  ...  les  pôles,  en  nombre  infini,  de /(;;); 
Tdngeons-les  par  ordre  de  modules  croissants,  Tordre  de  ceux  qui 
peuvent  avoir  un  même  module  étant  arbitraire  ;  moda;,  tend  vers 
l'infini  avec  /i,  car,  dans  une  région  finie,  les  pôles  d'une  fonction 
méromorphe  sont  en  nombre  limité. 

Désignons  par  R/i(5)  la  partie  infinie  du  développement  de  f{z) 
ajlour  du  pôle  an,  et  supposons  qu'aucun  des  an  ne  soit  égal  à 
zéro. 

Développons  R/i(5)  eu  série  de  Maclauriu,  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  z  :  ce  développement  est  légitime,  puisque 
'^«(^),  fraction  rationnelle  n'admettant  que  le  pôle  an,  est  holo- 
•norphe  autour  de  Torigine;  il  est  uniformément  convergent  dans 
un  cercle,  qui  a  pour  centre  l'origine  et  pour  rayon  une  longueur 

inférieure  à  moda/,,  égale  par  exemple  à -moda^.   Soit  Pv(^)  la 

somme  des  v  premiers  termes  du  développement;  l\  est  un  poly- 
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nome  d'ordre  v  —  i  en  ;;  :  on  pourra  toujours  prendre  v  assez  grand, 
en  raison  de  la  convergence  uniforme  de  la  série  de  Maclaurin  dans 
le  cercle  considéré,  pour  qu'on  ait 

(*>)       mo(l[R,/(G)  —  Pv(;î)]  < -->  lorsque  inocls  <- moda,,. 

Considérons  alors  la  série 

n 

je  dis  qu'elle  est  absolument  et  uniformément  convergente  dans 

toute  région  R  du  plan  ne  renfermant  aucun  des  pôles  ai,  aj, 

Soit  en  eflfet  o  le  maximum  du  module  de  z  dans  R  ;  dès  que  n  est 

pris  assez  grand  pour  que  -  mod^„  (qui  croît  indéfiniment  avec//) 

reste  supérieur  à  S,  le  module  du  terme  correspondant  de  S(r.) 

reste,  en  vertu  de  (5),  inférieur  à  —  »  terme  général  positif  d'une 

série  numérique  convergente. 

On  en  conclut,  comme  au  numéro  précédent  (i"),  que  8(2)  est 
liolomorphe  dans  R,  donc  méromorphe  dans  tout  le  plan;  et,  par 
suite,  on  a  encore 

0(5)  désignant  une  fonction  entière. 

Si  l'une  des  quantités  an  est  nulle,  il  suffira  d'ajouter  à  S(;;)  la 
partie  infinie  du  développement  de  f{z)  autour  du  pôle  s  =.  o,  el 
la  formule  subsistera. 

Ainsi  :  On  peut  toujours  former  une  Jonction  S(3),  définie 
par  une  série  et  méromorphe  dans  tout  le  plan,  ne  possédant 
pas  d^ autres  pôles  que  ceux  d^ une  fonction  donnée  méro- 
morphe dans  le  plan,  f(z)^  et  admettant,  autour  de  chaque 
pôle,  le  même  développement  polaire  que  f{z).  La  différence 
f{z)  —  S (5)  est  une  fonction  entière. 

140.  Théorème  de  Weierstrass.  —  Si  deux  fonctions,  holo- 
morpbes  autour  d'un  point  a,  admettent  toutes  deux  ce  point 
comme  zéro  d'un  même  ordre  m,  leur  quotient  est  holomorphc 
autour  de  a  (n"  129,  Remarque).  Il  en  résulte  que  le  quotient 
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de  deux  fondions  entières,  qui  admeltenl  les  mêmes  zéros,  avec 
les  rfièraes  ordres  respectifs  de  multiplicité,  est  une  fonction 
entière  sans  zéros,  c'est-à-dire  (n"  137,  3")  une  exponentielle  e^^"', 
G (w)  désignant  une  fonction  entière. 

Cela  posé,  soit  f{z)  une  fonction  entière;  si  ses  zéros  sont  en 
nombre  fini,  a, ,  a2,  . .  • ,  ci^^  avec  les  ordres  ai ,  • . . ,  a^,  le  pro- 
iluil  (;;  —  «,  )«i  (3  —  a2)*t...(3  —  ^qYi  admet  les  mêmes  zéros, 
avec  Icîj  mêmes  ordres,  et  Ton  a 

^-'=''-'(-^,r(-.^r-(-^r- 

Si  les  zéros  àe  f{z)  sont  en  nombre  infini  ^i,  «a,  . . . ,  avec  les 

ordres  a,,  a^,   • . .,  la  fonction  *^r-~  ^^^  méromorplie  dans  tout  le 

plan  :  ses  pôles  sont  (n**  13o)  les  points  «i ,  «2,  • .  •  ;  chacun  d'eux 
t  stpôle  simple,  et  le  résidu  correspondant  au  pôle  an  est  0L,t(ibid,). 

Supposons  qu'aucun  des  a,i  ne  soit  nul,  et  appliquons  à  "^^ .  f 
le  théorème  de  M.  Mittag-Leffler.  Il  vient 

H 

Le  polynôme  V^[z)  est  formé  par  les  v  premiers  termes  du  déve- 
loppement de  - — - —  en  série  de  Maclaurin;  donc 

V  étant  choisi  comme  le  veut  la  méthode  du  n**  139.  Intégrons 
maintenant,  entre  o  et  5,  les  deux  membres  de  (6),  et  observons 

que  la  série  ^,  en  raison  de  sa  convergence  uniforme,  peut-être 
intégrée  terme  à  terme;  nous  obtenons  la  relation  : 


18) 


1       *(■«(=..'=■ 


D'ailleurs   /     6(2) rfs,  intégrale  d'une  fonction  holomorphe  dans 

le  plan, y  est  également  holomorphe,  c'est-à-dire  est  entière;  nous 
trouvons  alors,  en  remontant  des  logarithmes  aux  nombres,  Tex- 
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pression  de  /(z)  sous  forme  de  produit  infini  : 

(9)  f{z)^.,e^^^'^^'\\i^^^^^''e^^^^^ 

n 

H( s)  désignant  une  fonction  entière  (■). 

Telle  est,  d'après  Weierstrass,  l'expression  de  toute  fonction 
entière  y*(5);  le  produit  infini  converge  quel  que  soit  5,  puisque 
Téqualion  (6),  dont  on  est  parti,  est  valable  dans  tout  le  plan  :  ce 
théorème  a  précédé  celui  de  M.  Miltag-Lefder,  dont  nous  avons 
trouvé  plus  commode  ici  de  le  déduire. 

Si  f{z)  admet  comme  zéro  d'ordre  m  le  point  ?  =  o,  on  n^aura 
qu'à  multiplier  par  z"*  le  second  membre  de  (g). 

141.  Exemple.  —  Soit  /(z)  =  sins;  on  a  (n**  138)  : 

/{z)  Z         ^^\Z  —  /iT,  tl'J 

d'où  Ton  tire,  par  ta  méthode  précédente, 


sin^  —  z  e"" 


n(-r.)--. 


n  prenant  toutes  les  valeurs  entières  de  —  do  à  -h  ac,  sauf  zéro. 
De  la  relation  (n°  138)  : 


cot5--  ^  -^  ^z*-n--TJ  ■^^''^-^'         in  =  1,2 OC), 

on  tirerait  de  même 

n 

n  prenant  les  valeurs  entières  de  +  i  à  -H  oc. 

La  fonction  H(;;)  est  d'ailleurs  égale  à  zéro,  ainsi  que  nous  le 
verrons  plus  loin  (n**  149).  Il  est  à  observer  que  les  théorèmes  de 
Weierslrass  et  de  M.  Mittag-Lcffler  introduisent  des  fonctions 
entières,  G(z)  et  H(:;),  dont  la  détermination  directe,  lorsquey(^) 
est  donnée,  est  généralement  difficile. 


(')  Les  logarilhmes  qui  figurent  aux  deux  membres  de  (8)  ne  sont  déterminés 
qu'à  la  quantité  aAriri  près,  k  étant  entier;  mais  cette  indétermination  oe  sub- 
siste pas  dans  (g),  puisque  e'***=i. 
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CHAPITRE  IL 

APPLICATIONS  ANALYTIQUES. 


I.  —  CALCUL  D'INTÉGRALES  DÉFINIES. 


142.  Les  ihéories  générales  de  Cauchy  fournissent  une  méthode 
féconde  pour  le  calcul  des  intégrales  définies,  réelles  ou  imagi- 
naires; dans  ces  recherches,  deux  lemmes  nous  seront  utiles. 

L.i!:u3yiE  I-  —  n intégrale   1  f{^)dz^  prise  le  long  d^iin  arc 

d'aune  circonférence  infiniment  petite,  de  centre  a  et  de  rayon  r, 
tend  vers  zéro  avec  r,  si  le  maximum  du  module  de  (z  —  «)/(  ^  ) 
sur  Varc  d'intégration  tend  lui-même  vers  zéro  avec  r, 

Soîl,  en  effet,  M  le  maximum,  du  module  de  {z  —  a)f(^z)  sur 
l'arc  considéré;  on  a,  sur  cet  arc,  par  hypothèse, 

mod  f(z)^ i- c  est-a-dire  -  ~- t 

■'  ^  mod(5  —  a)  ^  r 

d'où  (n^lOo,  3«)  : 

mod  /  /(zjdz-^-l., 

L  étant  la  longueur  de  l'arc,  qui  est  inférieure  à  celle  2Tzr  de  la 
circonférence  entière.  Le  module  de  l'intégrale  est  donc  au  plus 
égal  à  a^JiM,  ce  qui  établit  le  lemme,  puisque  M  tend  vers  zéro 
avec  r,  par  hypothèse. 

Levme  II.  —  L'intégrale   j  /{z)  dz,  prise  le  long  d'un  arc 

d'une  circonférence  infiniment  grande  ayant  pour  centre 
l'origine  et  pour  rayon  R,  tend  vers  zéro,  quand  R  croit  indé- 
finiment, si  le  maximum  du  module  de  ^f{z)  sur  l'arc  d'inté- 
gration tend  lui-même  vers  zéro,  pour  R  infini. 

S\j  en  effet,  M  est  le  maximum  du  module  de  zf{z)  sur  l'arc, 
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on  a,  sur  cet  arc,  par  hypothèse, 


(1*011 


M 


ce  qui  démontre  le  lemme,  puisque  limM  =  o,  pour  R  =  oc. 

143.  Intégrales  de  fonctions  rationnelles.  —  Intégrons,   par 
exemple,  la  fonction  méromorphe 

/(--)  = 


le  long  du  contour  K,  formé  :  i**  d'un  demi-cercle  AB A' (y?^.  67), 


de  rayon  infiniment  grand,   ayant  Torigine  pour  centre;   a®  du 
diamètre  A^\,  qui  coïncide  avec  Taxe  des  x. 

D'après  le  lemme  II,  l'intégrale  le  long  du  demi-cercle  est  nulle, 
car  la  fonction 

zf{z)  ou 


(I-r--^)* 


tend  vers  zéro  quand  le  module  de  z  croît  indéfiniment  ;  l'intégrale 
suivant  K  se  réduit  donc  à  l'intégrale  suivant  la  droite  A'A,  c'esl- 


à-dire  à  l'intégrale  réelle 


r 


f{x)dx. 

Mai-',  d'après  le  théorème  des  résidus  (n°  134),  elle  est  égale 
à  a-tV  A,  Va  désignant  la  somme  des  résidus  Ae  f{z)  pour 
les  pôles  intérieurs  à  K,  c'est-à-dire  pour  les  pôles  situés  au-dessus 
de  Ox,  La  fonction   p-  n'a,  au-dessus  de  Oxy  qu'un  pôle 
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(double),  5=4-«;  pour  calculer  son  résidu,  posons  z=zi-hl 
(n«  133),  il  vient  : 


el,  par  division, 

_  I  /      I       //  \  î  I 

Le  résidu  esl  donc  —.•  Par  suite 
U 

/'"'■"        d.r        __  ^'^^  _  "^ 

Celle  méthode  s'applique  d'une  manière  générale  au  calcul 

.1  ^  <>( 


de  rinlégrale 


Oiu:) 


(Ijr. 


<»ii  P  et  Q  sont  des  polynômes  dont  le  second  n'a  pas  de  racine 
réelle,  et  tels  que  le  degré  de  Q  surpasse  de  deux  unités  au  moins 
celui  de  P(TomeI,  n^  307). 

lii.  Intégrales  de  Fresnel  et  intégrales  analogues.    —    Inlc- 

grons  la  foiïction 

/(;;)  =  e-^' 

le  long  d'un  contour  K  (  fig,   58),   formé  :    i°  par  un  segment 

Fig.  5«. 


^\ 


OA  =  R  de  l'axe  des  x,  que  nous  ferons  croître  ensuite  indéfi- 
niment; 2°  par  un  arc  de  cercle  AB  de  centre  O,  de  rayon  R  et 

d'angle  au  centre  *(*  <  j)^  3°  par  le  rayon  BO. 

La  fonction  e~^'  étant  holomorplie  dans  tout  le  plan,  son  inté- 
H.  -  n.  I, 
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grale  le  long  de  K  est  nulle.  On  a  donc 

(i)  /      e-^^dx-h  I    e-'^dz-h  I    e-^^  dz  —  o. 

La  première  intégrale  esl  connue;  elle  est  égale  (n**  76)  à  -  %J^\ 

la  seconde  est  nulle,  comme  on  va  l'établir  tout  à  Pheure.  Pour 
transformer  la  troisième,  observons  que,  sur  la  droite  OB,  z  est 
de  la  forme 

^  =  p  e^a=  p(cosa  -h  *  sina), 

et,  de  B  à  O,  p  varie,  par  valeurs  réelles,  de  -|-  x>à  o.  La  troisième 
intégrale  est  donc 

r    g-p'(co«îa-4-«*ioia)  (cosa  H-  tsina)rfp. 

L'équation  (i)  devient  ainsi  : 
1/^=1      e-?*  (co82a-»-< ftioia)  (cosa  -t-  i  sin  a)  dp 

=  I  .   û?p  e-P'«osîa  |^cos(p*  sinaa) — î  sin(p*  sinaa)]  (cosx -+- 1  sina). 

Lgalons  séparément,  dans  les  deux  membres,  les  parties  réelles 
et  imaginaires,  en  posant,  pour  abréger, 

Ii=   /      e-P'"**«cos(p«sin2a)c/p, 
I,=   r     e-p'c«»**  sin(pïsin'2a)ûfp; 

i-  /tî  =  fj  cosa  -+-  It  sin  a, 
o  =  I|  sina  —  I^  cosa, 

I,  =  -  y/ir  cosa,         Ii=-v/wsina. 


il  vient 


d'où  l'on  tire 


Si  l'on  pose  maintenant,  dans  les  intégrales  I|  et  I2, 


p  /sin 2a  =  u, 
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ces  égalités  deviennent 

1      /       g— «* colla  cosa* du  —  -  sfk cosa  v/sin2a, 
I      /       e-"*^<»"*  sina*c?a  =  -  s/tz  sina  /sinaa, 

formules  qui  font  connaître  les  valeurs  des  deux  intégrales 

Jf      e-"»"'  cos  u>  du,       j      6-'""'  sin  a*  du, 

pour  /Il  >  G. 
Mais  il   nous  reste   maintenant  à  démontrer   que  Tintégralc 

intermédiaire   /    e""**  dz^  dans  la  relation  (i),  est  nulle  ;  appliquons 

pour  cela  le  lemme  II  du  n^  142;  nous  avons,  le  long  de  Tare  AB, 

5  =  R  e''T=  R(coscp  -+-  t  sinç),         (ç  allant  de  o  à  a), 

Si  Ton  observe  que  le  module  de  e^\  où  A  est  réel,  est  Tunilé 
(car  e*'=  cosA  4- 1  sinA),  on  voit  que  le  module  du  dernier 
membre  est  Rg-R'«o**?;  son  maximum  correspond  au  minimum 
de  cos2f  sur  l'arc,  c'est-à-dire  k  o  =  ol.  Ce  maximum  est  donc 

l{  g— R'cosia 

et  tend  vers  zéro  pour  R  infini,  puisque  rhjpothèse  a  <;  j  entraîne 

4 

cos2a>  o.  D'après  le  lemme  II,  l'intégrale    /    est  donc  nulle,  et 
les  formules  (2)  ci-dessus  sont  démontrées. 

Formules  de  FresneL  —  Les  formules  (2)  restent-elles  vraies 

pour  le  cas  limite  de  a  =  ~?  Ici,  le  lemme  II  ne  s'applique  plus, 

car  le  maximum  de  z/{z),  à  savoir  R  e~'^"*<*"'^,  est  alors  R,  et  ne 
lend  plus  vers  zéro  pour  R  infini. 
Il  faut  donc  recourir  à  une  autre  méthode  pour  établir  que  l'in- 

légrale   /est  nulle. 
On  a,  sur  AB,  5  =  R(coscp -hisin^p),  rf^  =  Ree'>rfç;  d'où 

f  e-^*dz=  f    e-»*<^~*?t-''^'»>n«?e'?Rit/(p. 
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Le  module  du  second  membre  esl  inférieur  à  Tinlégrale  obtenue 
en  remplaçant  chacun  des  facteurs  sous  le  signe  /  par  son  module, 
c'est-à-dire  inférieur  à  Tinlégrale  réelle 

•  0 

Il  suffit  donc  de  prouver  que  J  tend  vers  zéro  pour  R  infini; 
or,  en  posant 

•Jto  = 0, 

'2 

il  vient 

."s 


-if» 


e-n«sinO^/fj, 


De  zéro  à  ~>  sinÔ  est  supérieur  à  -,  comme  on  le  reconnaît 
aisément^  on  augmente  donc  le  second  membre  en  remplaçant 
sinO  par  -,  c'est-à-dire  qu'on  a 

ou 

et  le  second  membre  tend  vers  zéro,  pour  R  infini,     c.  q.  f.  d. 


Donc  les  formules  (2)  sont  vraies  pour  a  =  y;  elles  donnent 
alors 


I      cos u^  du  =  I      s\uu^du=: — —; 

0  ^0  '2  ^  -2 

ce  sont  les  valeurs  des  intégrales  de  FresneL 


145.  Calcul  de    /     ^^ —  dx,  et  de    /     — — dx.  —  Soit 

la  fonction 

oixp  elq  désignent  des  constantes  réelles,  comprises  entre  o  el  1 . 
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Celle  fonclion  admcl  comme  point  de  branchement  ^  =  0, 
puisque/?  et  (jr  ne  sont  pas  entiers;  elle  est  uniforme  dans  un 
contour  simple  ne  comprenant  pas  ce  point,  par  exemple  dans  le 
contour  K  ci-dessous  (traits  pleins)  formé  par  deux  demi-circonfé- 
rences C  et  c,  de  centre  O,  de  rayons  infiniment  grand  et  infini- 
iiiment  petit,  et  par  les  segments  A' a',  a  A.  de  Taxe  des  x. 

Pour  définir  complètement /(-z)  dans  ce  contour,  nous  choisi- 
rons, parmi  les  valeurs  de  zP"^   (et  s^~'),  celle  qui  est  réelle  et 


a'Oa 


positive  sur  la  partie  positive  de  Oor,  c'est-à-dire  celle  qui  est 
réelle  et  positive  pour  5  réel  et  positif.  Or,  p  étant  réel,  si 
:;=  p(coscp  +  /sin(p),  on  a  (Tome  I,  n"  160)  : 

zf'-^=  p/>-»[cos(/?  —  1)0  ■+-  £s\n(p  —  i)f  ], 

z  désignant  un  quelconque  des  arguments  de  z,  lesquels  diffèrent 
entre  eux  de  2 Air.  Lorsque  z  reste  sur  là  partie  positive  de  l'axe 
des  Xj  o  =  aA'TC,  et  pour  que  zP^*  soit  réel  et  positif,  il  faut 
prendre  A*  =  o. 

En  d'autres  termes,  on  doit  regarder  l'argument  o,  de  ^,  comme 
nul  sur  le  côté  de  Ox  du  contour  K  :  par  suite,  en  un  point  quel- 
conque intérieur  au  contour,  il  est  compris  entre  o  et  tt-,  sur  Ox' 
il  est  égal  à  77;  et,  si  o  désigne  l'argument  ainsi  défini,  on  a,  à 
l'intérieur  du  contour  et  sur  ce  contour, 

zP-^  =  p/'-icf/'-'^'?,         z*f-^  =  p"/-»  c'/-*^*?. 

Cela  posé,  je  dis  que  /{z)  est  holomorphe  à  l'intérieur  de  K  et 
sur  K.  Le  numérateur,  en  effet,  zP"*  —  -s^""',  y  est  holomorphe, 
puisque  le  point  critique  O  est  extérieur  au  contour;  le  dénomi- 
nateur, 1  —  z,  s'annule  il  est  vrai  sur  le  contour,  pour  s  =  i, 
mais  en  ce  point  le  numérateur,  zP~  *  —  ^^""S  s'annule  aussi,  cl 
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comme  ce  numérateur  est  holomorphe  autour  du  point  J3  =  i,  le 
zéro  i  est  au  moins  d'ordre  un,  de  sorte  que/(2)  reste  fini.  Il  en 
résulte  bien  que /(z)  est  holomorphe  dans  K  et  sur  K;  par  suite 

rinlégrale  /  /(z)  dz,  prise  le  long  de  ce  contour,  est  nulle. 

Cette  intégrale  se  décompose  en  quatre  autres  : 

i"  et  2®  Les  intégrales  le  long  des  demi-cercles  Cet  c;  elles  sont 
nulles,  car  z/{z)  tend  vers  zéro  pourmod2  =  o  ou  mod2  =  x, 
puisque />  et  q  sont  compris  entre  o  et  i  (lemmes  I  et  II,  n®  142). 

3*^  L'intégrale  réelle  de  a  à  A,  /     >  que  nous  dési- 

gnerons  par  J  :  elle  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  comme  on 
le  voit  aisément  en  appliquant  les  règles  du  Cours  de  première 
année. 

4°  L'intégrale  suivant  A' a'.  Or,  le  long  de  Ox',  l'argument  de  r- 
étant  Tî,  on  a,  par  ce  qui  précède, 

^  r=  pe««^        ^p-i=  pA»-»e^p-»w  =  — o/'-*^'"*^,        dz  =  dp,e''^^  =  —  dp. 


et,  par  suile, 


x'=x* 


Qp-igpni —  07-1  gf/ni 

^ '- dp , 


p  étant  réel. 
•  Donc,  finalement,   on  a,   en  écrivant  que  /  est  nul, 


/•®pp-lcPîc/_  p7-lg77i/ 
J  -4-  /      !- S- dp  =  O, 


et,  en  remplaçant  eP'^^  par  cos/?ir  -i-  /sin/??:,  et  séparant  le  réel  de 
l'imaginaire. 


(3) 


(._    /■*  p''-*cos/)t:  —  pî-'cosyT   , 

< 


Ces  deux  relations  vont  nous  permettre  de  calculer  les  deux 
intégrales  que  nous  avons  en  vue. 

146.  Prenons  d'abord  la  seconde  relation  (3);  en  posant,  pour 
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abréger, 

(4)  F(y,)=   r-P^rfp, 

elle  s'écrit 

F(/))  sin/7r  =  F(q)s\nqi:. 

Or,  lorsque  p  et  g  sont  des  variables  indépendantes,  une  fonc- 
tion de  p  seul  ne  peut  être  égale  à  une  fonction  de  g  seul  que  si 
ces  deux  fonctions  se  réduisent  à  une  même  constante  Â,  indé- 
pendante de  Pj  g.  On  a  donc 

A 


F(/?)  sin/?7r  =  A         ou         F{p)=-r 


sin/7  7r 


Pour  déterminer  la  constante  absolue  A,  observons  que,  d'a- 
près (4),  l'intégrale  F(/>)  n'est  autre  chose  (n**  85)  que  le  produit 
r(/>)r(ï — p),  en  sorte  qu'on  a 

A 


r(/>)r(i-/,)  = 


sin^ir 


et  sî  l'on  fait  dans  cette  relation  ^=  -,  en  observant  (n^^  86)  que 
r  f^i)  est  égal  à  v/ïc,  on  trouve 


4  •    ^ 

A  =  lîsin  -  =  i:. 

•2 


1T 


On  obtient  ainsi  la  formule 

r  5  )  r*  -^^  dû  =  r(/>)  r(r  — /?)  =  -T-^ 

qui  a  été  annoncée  au  n®  85. 

147.   Prenons  maintenant  la  première  relation  (3),  on  l'écrit 
J  =  cospit  /     -^- ap  —  cos^it  1      '^      ■  gp; 

ou,  en  tenant  compte  de  la  formule  (5),  et  remplaçant  J  par  son 
expression  de  définition, 


-dx=z  ir(cot/?Tr  —  coI^tt). 
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IL  —  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES  DE  FRACTIONS. 


118.  Caiichy,  grâce  au  théorème  des  Résidus,  a  obtenu  certains 
développements  en  séries  de  fractions  simples,  de  la  même  forme 
que  ceu\  de  M.  Miltag-Leftler.  Nous  prendrons  comme  exemple 
la  fonction  cotangente,  en  considérant  Tintégrale 


^«) 


r     dz 

I  col  7:3, 


prise  le  long  du  contour  d'un  carré,  K,  de  côtés  parallèles  aux  axes, 
do  centre  5  =  0  (/ig,6o),  et  dont  le  demi-côté  OA  a  pour  Ion- 


Fig.  Go. 

p 

& 

P 

K 

1 

y 

9' 
9 

X^. 

À 



f 

r» 

> 

gueurm-h-!  m  désigne  un  entier  positif,  qu^on  fera   ensuite 

croître  Indéfiniment,  et  a  un  point  quelconque  du  plan,  intérieur 
au  carré. 

Je  dis  que  Tintégrale  (1),  le  long  de  ce  contour,  est  nulle. 

Observons  d'abord  ce  qui  suit  : 


d'où 


i*»  Sur  les  côtés  NPet  QM  du  carré,  on  a  5  =  dz  ( /n  +  -  j -f- j^/. 


COlTT 


^  z  =  col  Idz  m  T  àz  ^  -h  t^J^O  = —  langTT^i; 


ce  qui  donne 


COlTT^  = 


COSTZjri 


1  g«^r— I 

7  tfS^j-f-i  ' 
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Le  module  du   dernier   membre  est  mod   , J  *"    »  qnanlîlé  au 
plus  égale  à  i,  puisque  jv"  est  réel. 
2*  Sur  les  côtés  PQ  et  MN,  on  b  z  =  x  zt  il  m  -h  -j»  d'où 

u .»■/ qr ir  (  w -»--  )         —r:  »7d:ic ("»-»-;  ) 

col  77  5  =  — : =  l 


U  114  ^ 

e 


('"■""J  — e" ''•'■' "^""(.""^l) 


Quand  m  tend  vers  -|-oc,  une  des  exponentielles  du  numéra- 
teur a  son  module  infini,  l'autre  a  son  module  nul;  comme  les 
mêmes  exponentielles  figurent  au  dénominateur,  modcotiiv  tend 
vers  I  pour  m  infini. 

Donc  enfin,  sur  tout  le  contour  du  carré,  à  partir  d'une  valeur 
suffisamment  grande  de  m,  modcotTi^  reste  inférieur  k  une  quan- 
tité plus  grande  que  1,  à  s»  par  exemple. 

Cela  posé,  sur  ce  contour,  mod^  reste  supérieur  à  OA,  c'est- 
à-dire  à  m  -h  7;  mod(3  —  a)  reste  supérieur  à  mod z  —  mod^, 
et,  par  suite,  à  /«-+-; mod  a;  la  longueur  de  la  ligne  d'inté- 
gration étant  8(/;i-h-)>  on  voit  (n®  105,  3")  que  le  module  de 
Tiiitégrale  proposée  (i)  est  inférieur  à 


i-ï) 


m  -\ mod  a 


•«("•- î). 


'± 


<|uaDtité  qui  tend  vers  zéro  pour/n  infini.  Par  suite  l'intégrale  (1), 
prise  sur  le  contour  du  carré,  est  nulle  à  la  limite. 
On  peut  donc  écrire,  sous  une  forme  équivalente, 


o  =  -    /  col 7: 5  dz  1 ), 

aj^  \z  -  a       Z'I 

r    dz  rdz 

I     C0li:5  =    /     col  715, 

•   K  **  —  "  •    K    ^ 


OU 

dz  r  dz 


K 

'es  intégrales  étant  toujours  prises  sur  le  contour  du  carré.  Or 
<-elle  qui  figure  au  second  membre  est  nulle,  car,  en  deux  points 

apposés  du  contour,  tels  que  q  et  r,  les  valeurs  de  -cotT:^  sont 

'es mêmes,  puisque  z  et  cotirs  sont  des  fonctions  impaires  de  z\ 
les  valeurs  de  dz  (représentées  par  les  segments  qq^  et  //•')  sont 
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égales  et  de  signes  contraires,  de  sorte  que  les  éléments  de  l'inté- 
grale se  détruisent  deux  à  deux.  Donc,  à  la  limite,  c'est-à-dire 
pour  m  =  4-  00,  on  a 

(2)  /     001113  =  0. 

En  d'autres  termes,  d'après  le  théorème  des  résidus,  applicable 

ici,  puisque  la  fonction  sous  /  est  méromorphe  dans  tout  le  plan, 

la  somme  des  résidus  de  la  fonction  cotit;*,  pour  les  pôles 

situés  dans  le  carré,  est  nulle  (à  la  limite)  :  ces  pôles  (tons  simples) 
sont  ^  =  a,  et  les  zéros  (tous  simples)  de  tangTcs,  c'est-à-dire  les 
zéros,  5  =  /i7t,  de  sinir-s,  puisque  cosirs,  fonction  entière,  n'a  pas 
de  pôles. 

De  plus,  pour  que  le  pôle  z-=^n  soit  dans  le  carré,  il  faut  que 
l'on  ait  —  m  ^  /i  <  m . 

Le  résidu  de  cotirs  :  (z  —  a),  relatif  au  pôle  z  =  a,  est  col-rea  ; 
on  obtient  le  résidu  relatif  au  pôle  5  =  n  en  écrivant  la  fonction 

'  '  '  .'   "^'~ — >  et,  par  la  formule  /(a)î®'(a)  du  n®  133,  3**,  ce 

résidu  est  esral  a  ^ »  c  est-a-dire  a 

^  -ïrcosir/i  1T  71  —  a 

On  a  donc  enfin,  en  écrivant  que  la  somme  des  résidus  est  nulle, 

(3)  cotTra-f-lim    \]    — 7=0,     (pour  m  infini), 

n  =  —  m 

OU,  en  posant  iza  =  u^ 

n  =  -h  m 

(4)  cotM  =  Iim      7     : 

n  =  —  m 

c'est-à-dire 


COtM  =. 


,^^,  „./n:  M -+-"2  7:        M-hir 

(5)    . 

1  I  I 


I 


U  77  II  —  2  r 


En  réunissant  les  termes  qui  répondent  à  -+-  /i  et  à  —  /i,  dont 
l^ ensemble  constitue  le  terme  général  de  la  série  d'après  (/f), 
on  a  aussi 

/«x  ,  I  1U  lit  0.U 

(6)        cota=  -H-  — -H — -  -4-... H ; — -  -4-..., 

a        ut — Tz*        w»— 47:»  a«— /i*7r'  ' 
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formule  plus  complèle  que  la  formule  (4)  d"  n"  138,  et  qui  montre 
que  la  fonction  entière  G(z),  qui  figurait  dans  celle-ci,  est  nulle. 

149.  Corollaire.  —  Écrivons  cette  équation 

I  1U  111 

cota 


M         m' — TT*         m' — /\t:^    '   ''    ' 

et  intégrons  les  deux  membres  entre  o  et  w;  il  vient 

/,      sinM\«       ,       sinw       ,       /         //'\       ,      /  M*  \ 

d^où^  en  remontant  des  logarithmes  aux  nombres, 

si„«  =  «(,-g)(.-Jil)...(i-^-l-,)..., 

ce  qui  donne  Texpression  précise  de  sinu  en  produit  infini. 

loO.  La  formule  (5)  met  en  évidence  la  périodicité  de  cotM. 
Soil,  en  effet,  S„(u)  la  somme  du  terme  central  ->  des  n  termes 

qui  le  précèdent  et  des  n  termes  qui  le  suivent;  on  trouve  évi- 
demment, en  changeant  £^  en  u-hi^y 

I  I 


S„(tt-+-7ï)—S«(a)  = 


a-f-(/n-i)it        u  —  ni: 
d'où,    en    passant    à    la    limite     pour    /i  =  -+-oo,    et    puisque 

COt(M-h  Tt)  —  COtM  =  O. 


III.  —  INTÉGRALES  DE  DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES. 


loi.  Soit  une  fonction /(.s),  qui,  dans  une  certaine  région  R 
du  plan,  présente  des  points  critiques  (pôles,  points  essentiels  ou 
débranchement)  en  nombre  limité;  désignons  par  ^o  et  ^  deux 
points  ordinaires  de  la  région,  et  considérons  l'intégrale 


jy^' 


)dz, 
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la  ligne  d^intégralion  élant  supposée  aller  de  :;o  ^  ^  sans  sortir  de 
la  région  R,  et  la  valeur  initiale  de/(:;),  pour  z  =  So,  élant  déter- 
minée. La  fonction  /{z)  n'étant  pas  holomorphe  dans  R,  l'înt<'^- 
grale  précédente  n'est  pas  nécessairement  indépendante  du  choix 
de  la  ligne  d'intégration  :  proposons-nous  d'étudier  les  diverses 
valeurs  dont  elle  est  susceptible,  suivant  le  choix  de  celte  ligne. 
Observons  d'abord  qu'un  chemin  quelconque  L,  allant  de  ^o  ^  ^- 
se  ramène,  au  point  de  vue  de  la  valeur  de  l'intégrale,  à  un  chemin 
fermé  allant  de  ^o  à  Zo,  suivi  d'un  chemin  déterminé^  le  segment 
rccliligne  ZqZ  par  exemple,  allant  de  Zo  ai  z  :  il  suffit,  en  effet. 
d'ajouter  à  la  ligne  L  le  segment  zzq^  que  l'on  fera  suivre  îmmé- 

Fig.  6i. 


diatement  du  même  segment  décrit  en  sens  inverse  (ce  qui  ne 
change  évidemment  pas  la  valeur  de  l'intégrale),  pour  oblenir  un 
chemin  fermé  (L  -i-  szo)^  suivi  du  segment  z^z. 

On  est  ainsi  amené  à  étudier  les  valeurs  de  l'intégrale  proposée 
fe  long  des  chemins  fermés  allant  de  Zo  à  Zq. 

io2.  On  introduit,  à  cet  effet,  ce  qu'on  nomme  les  lacets  rela- 
tifs aux  points  critiques  de  f{z)j  situés  dans  la  région  R  :  ce  sont 
les  chemins  obtenus  comme  il  suit.  On  va  en  ligne  droite  (ou  sui- 
vant un  autre  chemin  déterminé)  du  point  ^o  à  un  point  très  voisin 
d'un  point  critique  a:  on  décrit  ensuite  autour  de  a  un  cercle  très 

Fig.  03. 


pctil,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  et  l'on  revient  en  ^o  par  le 
chemin  (recliligne)  suivi  à  l'aller;  ce  chemin  total  s'appelle  le 
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lacet  a,  décrit  dans  le  sens  positif  ou  négatif.  On  définit  de  même 
les  lacets  relatifs  à  chacun  des  autres  points  critiques. 

Je  dis  maintenant  qu'un  chemin  fermé  quelconque  C,  allant 
(le  3o  à  Zo^  se  ramène,  au  point  de  vue  de  la  valeur  de  l'intégrale, 
à  des  combinaisons  de  lacets  décrits  successivement. 

Considérons,  par  exemple,  les  chemins  C  {fïg.  63),  des  deux 


ligures  suivantes,  qui  entourent  respectivement  un  et  deux  points 
critiques. 

\je  premier  équivaut  an  lacet  a  décrit  dans  le  sens  positif;  car 
la  fonction  f{z)  est  évidemment  holomor|)he  dans  la  région  à 
contour  simple  comprise  entre  C  et  le  lacet,  et  sur  son  contour: 
dès  lors,  en  vertu  du  théorème  fondamental  de  Caucliy,  l'inté- 
grale /  f(^z)dz^  prise  le  long  du  contour  total,  décrit  dans  le  sens 

des  flèches,  est  nulle.  Sous  une  autre  forme,  Tintégrale  le  long  de  C, 
dans  le  sens  positif,  est  égale  à  l'intégrale  le  long  du  lacet,  dans 
le  même  sens. 

De  môme,  dans  la  seconde  figure,  la  fonction  f{z)  étant  liolo- 
morphe  dans  la  région  comprise  entre  C  et  les  deux  lacets,  son 
intégrale  suivant  C,  dans  le  sens  positif,  est  égale  à  l'intégrale  le 
long  du  lacet  a,  suivie  de  l'intégrale  le  long  du  lacet  b. 

On  verrait  aisément  qu'il  en  est  de  même  dan;s  tous  les  cas. 
Appliquons  maintenant  ces  principes  à  quelques  exemples. 

i    — £ L'intégrale  est  log(i  — r); 

0 

mais  on   peut  l'étudier  directement  par  la  méthode  générale  qui 
vient  d'être  indiquée. 
La  fonction  /(z)  est  ici  ^ ;  elle  n'a  comme  point  critique 
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qu'un  pôle  z  =  i.  D'après  ce  qui  précède,  si  l'on  pose 

dz 


<'>-.réi-. 


1  ^ 

•'0 


les  diverses  valeurs  de  P{z)  s'obtiendront  toutes  en  prenant 
comme  ligne  d'intégration  une  série  de  lacets,  suivis  du  segment 
recti ligne  0-3.  Or  l'intégrale  le  long  du  lacet  -+- 1  {J^ff'  ^4),  par- 

0 S ©, 

couru  dans  le  sens  direct,  s'obtient  immédiatement  par  le  théo- 
rème des  résidus  :  ce  lacet  est,  en  eflfet,  un  contour  simple,  ren- 
fermant un  pôle  de  la  fonction  méromorphe  _  >  et,  par  suite, 
l'intégrale  correspondante  est  ^TziA^^  A,  désignant  le  résidu 
de par  rapport  au  pôle  ^  =  i .  Ce  résidu  est  évidemment  -h  i , 

(le  sorte  que  Tintégrale  le  long  du  lacet,  dans  le  sens  positif, 
est  27t£;  elle  serait  —  airi  dans  le  sens  inverse. 

Si  l'on  décrit  le  lacet  un  nombre  de  fois  quelconque  et  dans  des 
sens  quelconques,  l'intégrale  le  long  de  ce  chemin  aura  évidem- 
ment pour  valeur  'inizi^  n  étant  un  entier,  positif  ou  négatif;  à 
cela,  pour  avoir  la  valeur  la  plus  générale  de  F(-),  il  faut  ajouter 

l'intégrale  /  ^J"  >  prise  le  long  du  segment  rectiligne  O5,  inté- 
grale qui  a  une  valeur  parfaitement  déterminée  et  indépendante 
du  nombre  et  du  sens  des  lacets  décrits  auparavant ^  puisque 

la  fonction  ^  __     n'a  qu'une  valeur  en  chaque  point  du  plan. 
Donc  enfin,  l'intégrale  proposée  /     _  _^     a,    pour   une  valeur 

donnée  de  sa  limite  supérieure  z,  une  infinité  de  valeurs,  com- 
prises dans  la  formule  2/i7r/-j-  U,  où  U  est  l'intégrale  le  long  du 
segment  Oz. 

Ce  résultat  pouvait  être  prévu,  puisque  l'intégrale  indéfinie  est 
un  logarithme,  fonction  qui  n'est  définie  qu'à  2/iiti  près. 
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154.  Antre  exemple.  —  SI  Ton  pose 


F( 


la  fonclioii  sous  le  signe  /  a,  comme  points  critiques,  les  deux 

pôles  z=.'\-  i  Q\.  z=z  —  «,  simples  chacun;  les  résidus  relatifs  à 

chacun  d'eux  sonl  —  et  — ~»  de  sorte  que  Tintégrale  le  long  du 

lacet  4- '  est  Tc,  dans  le  sens  direct,  et  — tz  dans  le  sens  inverse. 
Pour  le  lacet  — /,  ce  sera  — ir  et  -f-i^.  Par  suite,  Tintégrale  le  long 
(Tune  suite  quelconque  de  lacets,  décrits  dans  des  sens  quel- 
conques, aura  pour  valeur  /iir,  n  étant  entier,  et  les  valeurs  de 
rinlégrale  F(5)  seront  comprises  dans  la  formule  /nt-+-  U,  où  U 
est  rinlégrale  prise  le  long  du  segment  rectiligne  Oz, 

Ce  résultat  pouvait  être  aussi  prévu,  car  l'intégrale  (au  moins 
dans  le  champ  réel)  est  arctang^,  et  Tarclang  n'est  déterminé 
qu  à  ni:  près. 

15o.  Remarque.  —  Quand  z  est  imaginaire,  on  définit  arctang:; 
comme  la  fonction  inverse  de  tangw,  c'est-à-dire  que  si  Ton  pose 
3  =  laiig//,  on  aura  «  =  arctang5.  La  formule  :;  =  tangw  s'écrit 

si  nu        I   g'w— e-"*         i    e*'"— i 


l    t'"*-H6'- 


\-i-  iz  I    ,       I  -h  «: 

gJl«~ _  Ql  II::-:  .  lojT ... 

l  -^  IZ  11        ^   l  ti 


puisque  le  log  n'est  déterminé  qu'à  la  constante  a/itit  près.  La 
fonction  u^  ou  arc  langes,  a  donc  une  infinité  de  valeurs  différant 
entre  elles  de  /lit,  comme  dans  le  cas  réel.  Sa  dérivée  est  encore 

]— pt  car  en  dérivant  par  rapport  à  z  les  deux  membres  de  la 

relation  z  =  tangi/,  il  vient 

1  r=  (i-f-  iang*a)al, 
d'où 


On  définit  de  même  u  =  arc  sic;?  comme  la  fonction  inverse  du 
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sinus,  en  posant  z  =  sin  ii^  ce  qui  donne 

21  z  =  e'"~e-f"y 
d'où 

e^'"=iz±^i  —  Z'y         11=:  -rlog(*3±/i  —  z^)-h'inT.. 

Pour  une  valeur  de  5,  arcsins  a  donc,  à  cause  du  signe  dh,  deii\ 
séries  de  valeurs,  dineranl  de  multiples  de  ait  dans  chaque  série  : 
la  somme  de  deux  valeurs  appartenant  à  des  séries  différentes  est  de 
la  forme  (2A -}- i)?:;  car  en  observant  que  logA.4-logB=:logAB. 
on  a  : 

4  \o-;{lz  H-  y/i  -^0  -^  7  lo?;(«5  —  /i  — 5*)  =  j  log(-  I)  =  ('xk  -4-  i)t:, 

puisque  l'une  des  valeurs  de  log( —  i)  estir/. 

Enfin  la  dérivée  de  arcsins  est  ;  on  l'établit  de  suite,  par 

^/i^zt 

la  méLliode  employée  pour  Tare  tang. 

».»-*.  r^       dz  ^  ,  . 

loG.  Étude  de  l'intégrale    /      /  __  ^x*  —  Celle  fonction,  qtn 

est  évidemment  arcsinj,  peut  être  étudiée  directement.  Posons 


r 


ffz 


v/T^TT. 


=  lM^), 


en  prenant  Pinlégrale  le  long  d'une  ligne  quelconque  allant  de  0 
à  -3,  et  en  supposant  qu'on  parle  de  O  avec   la  valeur  4-1  du 

radical  y/i  — z^. 

Les  points  critiques  de  ■  sont  z-=±\\  ce  sont  celle  fois 

des  points  de  branchement.  Comme  dans  le  cas  général,  au  point 
de  vue  de  la  valeur  de  Tintégralc,  une  ligne  quelconque,  allant 
de  O  à  w,  peut  être  remplacée  par  une  succession  de  lacets  suivie 
du  segment  recliligne  O^. 

La  valeur  de  Tinlégrale  le  long  du  lacet  4-  i  s'obtient  comme 
il  suit  : 


Partons  de  O  avec  la  valeur  4-  i  du  radical  \J i  —  z'^^  et  décii- 
vons  le  lacet  -h  i  dans  un  sens  quelconque;  l'intégrale  le  long  du 
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lacel  se  compose  :  i**  de  Tînlégrale  recliligne  suivant  Om  {^fig^  65), 
dont  la  limite,  quand  le  rayon  du  petit  cercle  tend  vers  zéro,  est 
rinlésrrale  réelle 


^O' 


/     -F — ==  =  (arcsmx);  =  ~; 

!2*^  deVintégrale  suivant  la  petite  circonférence,  nulle  à  la  limite, 
car  J-  —  tend  vers  zéro  pour  z  =  i  (n®  142,  lemme  I);  3"*  de 
rinlégrale  de  retour  suivant  mO  :  celle-ci  est  égale  à  la  première, 

Fig.  65. 

0 -© 


car  la  rotation  autour  du  point  -j-  i  a  changé  le  signe  de  y/i  —  z 
(n"97)et,  par  suite,  celui  dey/i  —  z'^  =  ^i  —  z  y/i  -+--3;  rfs  change 
également  de  signe  dans  le  retour,  de  sorte  que  - — **- —  reprend, 

en  chaque  point  de  Ow,  la  même  valeur  au  retour  qu'à  l'aller. 

L'intt'graie  le  long  du  lacet  -f-  i  est  donc  tt,  quand  la  valeur  du 
radical  au  départ  est  -f-i;  elle  serait  évidemment  — tz  avec  la 
valeur  initiale  —  i . 

De  même,  l'intégrale  le  long  du  lacet  —  i  a  pour  valeur 


■r 


dz 


\/l  —  Z~* 


le  signe  initial  du  radical  étant  -f-  ;  elle  est  +  7t  si  ce  signe  est  — . 
Observons  enfin  que  si  Ton  décrit  successivement  le  lacet  -H  i 
et  le  lacet  —  i,  en  partant  au  début  avec  la  valeur  -+- 1  du  radical, 
rinlégrale,  le  long  de  ce  chemin,  est  iî-|-7w=27r;  car,  après  le 
parcours  du  lacet  -j-  i,  on  est  revenu  en  O  avec  la  valeur  —  i  du 
radical  et  le  second  lacet  est  décrit,  des  lors,  avec  celte  valeur 
initiale.  De  même,  si  l'on  décrit  deux  fois  de  suite  le  lacet  4-  i, 
l'intégrale  le  long  de  ce  chemin  est  t:  —  iz,  c'est-à-dire  zéro. 

lo7.    Soit   maintenant   U  la   valeur   de  l'intégrale  le  long  du 
segment  recliligne  0-3,  la  valeur  initiale  du  radical  étant  4-i; 
H.  —  n.  12 
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d'après  le  numéro  précédent,  la  valeur  la  plus  générale  de  l'inté- 
grale 

«/o     Vi  —  z* 

s'obtient  en  prenant  pour  ligne  d'intégration  une  suite  de  lacets, 
suivie  du  segment  recliligne  Oz.  Si,  avant  de  décrire  Oz,  on  a 
décrit  seulement  le  lacet  -4-i,  l'intégrale  le  long  de  ce  chemin 
eslTC  —  U(*);  si  l'on  a  décrit  le  lacet -h  i,  puis  le  lacet  —  i,  puis  Or, 
l'intégrale  correspondante  est  211 -h  U. 

En  décrivant  une  suite  quelconque  de  lacets  avant  de  décrire  Or-, 
on  voit  par  là  que  l'intégrale  correspondante  est  amir-f-U  ou 
(a/î  -i-  1)  TT  —  U,  selon  que  le  nombre  des  lacets  décrits  a  été  pair 
ou  impair;  et  finalement  les  valeurs  de  l'intégrale  F(z)  pour  une 
valeur  donnée  de  z  sont  comprises  dans  les  formules 

Tel  est  le  résultat  cherché;  on  le  met  sous  une  forme  plus  inté- 
ressante en  introduisant  la  /onction  ins^erse  de  l'intégrale. 
Posons  en  effet 


r'     dz 

u=    I , 

Jo      »/i  — 52 


et  regardons  5  comme  fonction  de  1/ ;  z  =  <f{u).  Admettons  qii* ou 
ait  établi  que  z  est  une  fonction  monodrome  de  u  (en  fait,  ;;  =  sin  w); 
d'après  ce  qui  précède,  à  une  même  valeur  de  z  correspondent, 
pour  1/,  les  valeurs  2/727:4-  U,  (2/1+  1)7:  —  U;  donc,  inversemenl, 
aux  valeurs  imit-^-u  et  (2/1-1-1)7: —  a,  de  la  variable  «,  corres- 
pond une  seule  et  même  valeur  de  z. 
On  a  donc 

©(a/7nr-HM)  =  o(M)  =  cp(it  —  u), 

c'est-à-dire  que  ç(w)  admet  la  période  de  27c,  et  que 

?{^  — «)=?(")• 

On  retrouve  ainsi  les  propriétés  connues  de  l'arc  sin  ou  du  sinus, 


(')  ï.c  signe  —  devant  U  provient  de  ce  que,  après  le  parcours  du  lacet  -t-i 
on  est  revenu  en  O  avec  le  signe  —  du  radical;  le  segment  Oz  est  donc  décrit 
avec  la  valeur  initiale  — i,  d'où  —  U  pour  l'intégrale  correspondante. 
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par  une  mélhode  dont  la  portée  est  évidemment  considérable.  On 
va  rappliquer  à  un  eiLemple  moins  élémentaire. 

1d8.  Étude  de  l'intégrale  elliptique   de  première  espèce.    — 

Z  désignant  un  poljnome  de  troisième  ordre,  à  coefficients  réels 
ou  non,  et  dont  nous  appellerons  les  racines  e^y  e^i  ^3. 
Posons 

u^  et  ^0  étant  des  constantes  quelconques. 

Formons  les  lacets  relatifs  aux  trois  points  critiques  e^y  ^29  ^:i 
ifig'  66),  en  partant  du  point  Sq  ;  d'après  les  n**»  151  et  152,  la 

Fig.  66. 


valeur  la  plus  générale  de  l'intégrale,  quand  on  déforme  arbitrai- 
rement la  ligne  d'intégration   qui   va   de  Zq  à   ;;,   s'obtient  en 
prenant  pour  ligne  d'intégration  une  suite  de  lacets,  suivie  du 
segment  ZoZ. 
L'intégrale  le  long  du  lacet  ei  est  égale  {n^  156)  à  deux  fois 

V intégrale  rectiligne   /      — ^;  on  posera 

en  supposant  que  dans  les   trois  intégrales,  on  parte  de  z^  avec 
«ne  valeur  déterminée  y/Z^,  du  radical  y/Z. 

-^>  le  long  d'un  cliemiu  formé  des  lacets  ^a,  ep, 

^Y5  ••.,  décrits  successivement,  sera  donc,  la  valeur  initiale  du 
radical  étant  \JTI, 

?.  A  31  —  2  A  p  -h  2  A .'  — ...  ; 
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le  signe  —  devant  2  Ap  provenant  de  ce  que  le  parcours  du  lacet  e^ 
a  changé  le  signe  du  radical. 

Si  maintenantUestlavaleurderinlégralesuîvanlle  segment  >3ow, 
la  valeur  initiale  du  radical  étant  y^,  les  valeurs  de  la  fonction  w, 
définie  par  {1)^  pour  une  même  valeur  de  -3,  seront  comprises, 
selon  que  le  nombre  des  lacets  parcourus  sera  pair  ou  impair, 
dans  l'une  ou  Tautre  des  formules 

\  Ua-^i  Aa—  2  A3  -h  2  Av  —  -2  Ag H- . . .  -i-  U, 
M  =   \  r  J 

(    I/0-+-  7.Ky,~-  2  A3 -h  2  Ay —  U, 

a,  j3,  Y,  5,  ...  désignant  les  cliiflres  i,  2,  3  dans  un  ordre  quel- 
conque et  étant  en  nombre  pair  dans  la  première  formule,  impair 
dans  la  seconde. 

Réunissons  dans  ces  formules  les  termes  en  A|,  A2,  A,;  elles 
deviennent 

!Mo^- '-''Il  Ai-h  2/ni  Aj-h  amj  Aj-i- U,     avec     /Wi  H- /nt  H- mj  =  o, 
Wo-4- 2m'i  Ai-h  2m',  A|H- a/n',  Aj— U,     avec     m', -f- mj-f- m',  =  i; 

ce  qu'on  peut  écrire 

a  =  Uo-h  2mi  Ai-+- 2m|A,-f- 2m,Aj-h  \ 

{  2A1— U, 

/Wi,  ma,  m^  étant  des  entiers  quelconques,  de  somme  nulle. 
Posons  maintenant,  pour  simplifier, 

(4)  aj|  =  A3 — Aj,     tO|=Ai — As,     <«)j=A, —  Ai,     (w, -h  a>j-i- o)j  =  01; 

on  pourra  écrire 

u  =  Mo -H  2mi(A,  —  A,)  —  2wij(A3  —  Aj) 

l  U 

-4-2(mi-+-/7i,-hm3)  Aa-f-  ' 

(   iA,— U; 

c'esl-à-dire,  puisque  m,  +  m2-\-  m^  est  nul,  que  les  valeurs  de  //, 
pour  une  même  valeur  de  z,  sont  comprises  dans  les  formules 

\    Wo-4-  U 

(5)  a  =  27n,toj— 2m,u)i-+-  . 

f  //o-i-  2  Al —  U, 

nii  et  m^  étant  des  entiers  quelconques. 

159.  De  là  résultent  d'importantes  conséquences. 
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Observons  d'abord  que  les  quantités  (dites périodes)  2W|,  aw^, 
'^iù2  ne  dépendent  pas  des  constantes  Uq^  Zq,  mais  seulement 
de  ei,  d'à,  ^3.  On  a  en  effet,  par  (3)  et  (4), 


0>j=  A3 


Jz.    s/'L      X 


\t%  intégrales  étantprises  le  long  des  segments ^0^27  -^^Cj  (fig*  67). 
Or  si  le  point  ^0  (^5"-  67)  est  à  l'intérieur  du  triangle  c<,  ^a,  ^s  (ce 
qu*on  peut  toujours  supposer,  puisque  ce  point  est  arbitraire),  le 

Fi  g.  67. 


>  ^ 


contour  ci-dessus  (traits  pleins),  l'orme  par  les  côtés  du  triangle 
-3o^s^2)  interrompus  par  deux  arcs  de  cercle  infiniment  petits  de 
centres  e^  et^a,  ne  contient  à  son  intérieur  aucun  point  critique  du 
radical  y'Z,  qui  est  holomorphe  dans  cette  région  ;  donc  Tinlégrale 


/ 


—^  le  long  du  contour  est  nulle,  c'est-à-dire  que  Ton  a 
V  ^ 


On  en  tire 


d'où 

(6) 


a>i 


=/ 


71' 


*^Zt  •^f»  «^«-i 

s:-s:-.o 

Jr^i  dz 


et  de  même  : 


W3 


=  r  — 


expressions  indépendantes  de  Zq  et  «o* 

Cela  posé,  faisons,  pour  préciser,  Mo=  W|  et-3o=^i>   ce  qui, 
par  (3),  donne  A<  =  o.  On  a,  dans  (2), 

r  dz 
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Introduisons  maintenant  la  fonction  inverse  de  ^^,  en  considé- 
rant z  comme  fonction  de  //,  z  =  <p(«),  et  admettons^  ce  que  nous 
établirons  dans  le  Chapitre  des  équations  dilTérentielles,  que^  soit 
une  fonction  monodrome  de  u  dans  tout  le  plan. 

Les  valeurs  (5)  de  m,  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  s, 
sont  ici  : 

ci>i-f-  U, 


(8)  w  =  '2/?i|0)i — 2/nsa>i-4- 

(  w,—  U; 

inversement,  à  ces  valeurs  de  u  correspondent  une  seule  et  même 
valeur  de  ^  =  «p(m),  puisque  <p(  w)  n'a  qu'une  valeur  si  u  est  donné. 

I**  Donc,  en  premier  lieu,  quand  on  fait  varier  arbitrairement 
les  entiers  m^  et  mj,  la  fonction  ^ (2ml  (1)2 — amato,  +  toi -i- U) 
garde  la  même  valeur;  ou,  plus  simplement,  on  a 

(9)  «p(M  +  au),)  =  9(aH-awj)  =  ?(w), 

c'est-à-dire  que  <f{u)  est  une  fonction  doublement  périodique 
de  u,  aux  périodes  2(i)|,  2(03.  Elle  admet  aussi  la  période  2(03, 
mais  à  cause  de  la  relation  — 20)3^=  2co< -+- acoa,  cette  période 
résulte  immédiatement  des  deux  autres. 

2**  Toujours  d'après  (8),  à  une  valeur  de  z  correspondent,  à  des 
multiples  près  des  périodes,  deux  valeurs  de  m,  à  savoir  6>|  4-  U 
et  (0|  —  U,  dont  la  somme  est  2a)|.  On  a  donc  inversement  : 

(10)  <p(w)  =  ïp(2a>,— a)  =  <p(— m), 

puisque  2(0i  est  une  période. 

La  fonction  f  (w)  est  donc  paire, 

3**  Faisons  successivement,  dans  (7),  js  =  ^i,  e^,  es;  on  a,  en 
tenant  compte  de  (6), 

r''  dz 


pour  z  —  Ci, 


=  es,         M  =  Wi  + 


/*  '  dz 

«  =  0)1-1-    1  --^    =Wi-+-Wj, 

Je,       /z 

/•'•  dz 

1 71  =='^'-"" 


d'où  Ton  conclut,  en  utilisant  (9)  et  (10), 

e,=  cp(w,),         e,=  0(101-+- co,)  =  ?(w,), 

CS  =  ©(Wi Wj)  =  O(l0|-i-  W, —  '2C«j)  =  <p(W3), 
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c'esl-à-dirc 

Observons^  pour  terminer,  que  les  équations  (6)  ne  définissent 
<ii,,  0)^,  €i>3  qu^au  signe  près,  parce  que  le  signe  change  avec  celui 
<le  \JTj\  mais,  quel  que  soit  le  signe,  on  a  toujours 

«p(tt-+-2a)a)  =  <p(w); 

et  aussi  ©(«»)«)  =  ^a,  puisque  9(w)  est  une  fonction  paire. 

160.  Remarque.  —  On  voit  par  là  comment  les  fonctions  dou- 
blement périodiques  sMntroduisent  naturellement  en  Analyse  par 
Y  inversion  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce;  il  esta 
observer  que  l'inversion  des  intégrales  de  seconde  ou  de  troisième 
espèces  ne  conduirait  pas  à  des  fonctions  inverses  monodromes. 
-C'est  Abel  qui  a  eu  le  premier  l'idée  d'étudier  la  fonction  in- 
verse, guidé  par  l'analogie  avec  l'intégrale  qui  donne  l'arc  sinus; 
il  a  pu  ainsi  découvrir  la  double  périodicité,  propriété  fondamen- 
tale, qui  avait  échappé  à  Euler  et  à  Legendre. 

La  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  peut  d'ailleurs 
s'établir  indépendamment  de  la  considération  des  intégrales  ellip- 
tiques, et  de  la  manière  la  plus  simple  :  c'est  ce  sujet  qui  va  nous 
occuper  maintenant.  Nous  verrons  ensuite  comment  ces  fonctions 
permettent  d'intégrer  les  différentielles  elliptiques,  ce  qui  est 
ieur  application  principale. 


l84  DEUXIÈME   PARTIE.   —   FONCTIONS   d'lNE   VARIABLE  IMAGINAIRE. 


CHAPITRE  m. 

FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


I.  ~  GÉNÉRALITÉS. 


161.  Définitions.  —  Une  fonclion /(w),  de  la  variable  imagi- 
naire Uy  admet  la  période  2(o  si  Ton  a 

(I)  f(u-+-io})=f{u). 

Si  elle  a  plusieurs  périodes,  20),  20)',  ...,  il  est  clair  qu*elle 
admet  aussi  la  période  2/?ia) -|- 2m'w'-|-, .  .5  m,  m',  ...  étant 
entiers,  positifs  ou  négatifs. 

Marquons  dans  le  plan  les  points  11  =  2mio  +  am'o>'  +  .  . .;  le 
segment  rectiligne  compris  entre  deux  quelconques  d'entre  eux 
représente  une  période,  c'est-à-dire  que  la  quantité  imaginaire 
qui  a  pour  module  la  distance  de  ces  deux  points  et  pour  argu- 
ment Tangle  avec  Ox  de  la  droite  qui  les  joint,  est  une  période. 

On  nom  m eyb/ic//o/i  elliptique  une  fonction  méromorphe  dans 
tout  le  plan^  admettant  deux  périodes:  ce  nom  vient  de  la  rela- 
tion de  ces  fonctions  avec  l'intégrale  qui  exprime  la  longueur  de 
l'arc  d'ellipse. 

Il  est  clair  que  toutes  les  dérivées  d'une  fonction  elliptique 
sont  elliptiques  aux  mêmes  périodes:  car  elles  sont  méromorphes 
dans  tout  le  plan  (n°  132),  et  l'on  déduit  de  (i),  par  dérivation, 

/'(a-+-2w)=/'(M). 


Théorèmes  sur  les  périodes, 

162.  Lemme. —  Une  fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan, 
/(u),  qui  admet  une  période  de  module  aussi  petit  qu'on  veut, 
est  une  constante. 
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Soila  celle  période;  //oélanlun  poinl  non  criliquc  |>our/(w), 

on  a 

f(uo-^a)--/{uQ)  =  o; 

la  fonclion/(a)  — /(^o),  q"i  est  holomorphe  aulourde  «o>  admet 
ainsi  deux  zéros,  Uq  et  UQ-h  t.,  aussi  voisins  qu'on  veut  l'un  de 
l'aiilre;  elle  est  donc  (n®  127,  note)  identiquement  nulle  dans  le 
cercle  de  Tajrlor  de  centre  w^^,  c'est-à-dire  dans  un  cercle  qui  a 
pour  centre  Uq  et  pour  ra^'on  la  distance  de  ce  point  au  pôle  le 
plus  voisin  de/(u).  En  d'autres  termes, /(w)  est  constant  dans  ce 
cercle  et,  par  suite,  dans  le  plan,  qui  peut  évidemment  être  re- 
couvert par  une  série  de  cercles  analogues  successifs,  dont  chacun 
a  son  centre  à  l'intérieur  de  l'un  des  précédents. 

163.  Théorème  I.  —  Le  rapport  des  deux  périodes  d^une 
fonction  elliptique  f{u)  est  imaginaire. 

^ous  nous  appuierons  sur  la  remarque  suivante  (*)  : 

Soit  une  suite  de  quantités  positives  x,  en  nombre  infini, 
jT I ,  X2y  .  •  • ,  dont  aucune  n'est  nulle  ;  deux  cas  pourront  se  pré- 
senter :  i**  ou  bien  une  de  ces  quantités  sera  inférieure  (ou  au 
plus  égale)  à  chacune  des  autres,  c'est-à-dire  qu'il  existera,  dans 
la  suite,  un  nombre  minimum  non  nul;  2°  ou  bien  étant  donnée 
une  quelconque  Xn  des  quantités  j:,  on  pourra  toujours  trouver 
JTn^i  <^x,i^  puis  Xnj^'i<iXu^\^  Cl  alusi  de  suite.  On  formera  ainsi 
une  série  infinie  de  nombres  décroissants,  x^^  -aT/z+i,  x«^.2,  ••-, 
qui  tendent  vers  une  limite  A,  car  une  quantité  variable,  qui  dé- 
croît constamment  et  restant  positive,  a  une  limite.  En  d'autres 
lerniies,  il  y  a  une  infinité  de  nombres  x  compris  entre  A  et  A  -h  e, 
si  petit  que  soit  e. 

Cela    posé,    pour   établir    le    théorème  ci-dessus,    admettons 

que    le    rapport   des   périodes   aw.j,    2ti)|    soit  réel   :   les   points 

// =  2/ni  tt)| -H  2/n2(i>2,    que  nous   appellerons  points-périodes^ 

sont  alors  sur  une  même  droite  Om,  issue  de  l'origine.  Parmi  ces 

points,  abstraction  faite  de  O,  cherchons  les  plus  rapprochés  de  O; 

d'après  la  remarque  précédente,  deux  cas  sont  à  distinguer  : 

i*»   Un  des  points  périodes,  Pj,  est  plus  rapproché  de  l'origine 


ii\   yoir  à  ce  sujet  le  n*  2  du  Tome  I. 
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que  tous  les  autres;  2**  aucun  n'est  plus  rapproché,  c'est-à-dire 
qu'il  y  a  une  infinité  de  ces  points  au  voisinage  d'un  point  A,  de 
la  droite  Om. 

La  seconde  hypothèse  est  inadmissible  :  en  effet,  on  pourrait 
toujours  trouver,  au  voisinage  de  A,  deux  points-périodes  dont 
la  distance  soit  inférieure  à  un  nombre  e,  si  petit  qu'il  soit;  il  y 
aurait  donc,  puisque  le  segment  rectiligne  compris  entre  deux 
points-périodes  représente  une  période,  une  période  a,  de  module 
aussi  petit  qu'on  veut  et,  par  suite  en  vertu  du  Lemme,  la  fonc- 
tion/(;/)  serait  une  constante. 

Reste  la  première  hypothèse  :  il  y  a  {jfig*  68)  un  point  P,,  au 

Fig.  68. 


moins  aussi  rapproché  de  O  que  tous  les  autres.  Le  segment  OP| 
représente  alors  une  période  2Û,  de  module  minimum  ;  les  points 
Pâ,  P3,  ...,  P_i,  ...,  compris  dans  la  formule  2mÛ,  sont  des 
points-périodes.  Je  dis  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres  :  car,  s'il  en  exis- 
tait un,  P,  compris  entre  Pj  et  Pj,  par  exemple,  la  période  repré- 
sentée par  le  segment  P^P  aurait  un  module  inférieur  à  P2P«>  qui 
est  égal  à  OPj,  c'est-à-dire  inférieur  à  mod2Û.  Les  points- 
périodes  et,  par  suite,  les  périodes,  sont  donc  compris  dans  la 
formule  2 mû,  et  il  n'y  a,  en  réalité,  qu'une  seule  période,  au. 

Corollaire.  —  Si  une  fonction  elliptique  a  la  période  réelle  ati>i  « 
les  périodes,  autres  que  2m|(i)|,  sont  imaginaires. 

164.  Représentation  géométrique  de  la  double  périodicité.  — 

Le  rapport  des  deux  périodes  étant  imaginaire,  les  points 

ne  sont  pas  en  ligne  droite;  ils  sont  les  sommets  d'un  réseau  de 
parallélogrammes  dont  les  côtés  représentent  les  périodes  2ti>|, 
20)2,  et  dont  un  sommet  est  le  point  arbitraire  u  =  Uq.  Un  quel- 
conque de  ces  p^rMélograumnes  se  nomme  parallélogramme  des 
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périodes,  La  fonction  elliptique /(m)  reprend  la  môme  valeur  en 
tous  les  points  homologues  du  réseau;  il  suffit  donc  de  connaître 

Fig.  69. 


ses  valeurs  et  ses  propriétés  à  l'intérieur  d'un  parallélogramme 
pour  les  connaître  dans  tout  le  plan. 

165.  Théorème  II.  —  Une  fonction  monodrome  ne  peut 
admettre  plus  de  deux  périodes. 

Supposons,  en  cflTet,  qu'il  j  ait  trois  périodes  2(i)|,  20)3,  20)3; 
leurs  rapports,  deux  à  deux,  seront  imaginaires;  sinon,  d'après  le 
théorème  I,  la  fonction  périodique  serait  une  constante,  ou  les 
périodes  se  réduiraient  à  moins  de  trois.  Considérons,  dans  le 
plan,  les  points-périodes 

M  =  2 /7ii  coi  -h  2 mj oij -+-  2 nii (i>3, 

îibslraction  faite  de  l'origine  O;  deux  cas  sont  à  distinguer  : 
1°  l'un  d'eux  est  au  moins  aussi  rapproché  de  l'origine  que  tous 
les  autres;  2°  il  y  a  une  infinité  de  ces  points  dont  la  distance  à 
l'origine  est  aussi  voisine  qu'on  veut  d'une  limite  p. 

La  seconde  hypothèse  est  inadmissible  :  il  y  aurait,  en  eflfet,  entre 
les  circonférences  de  centre  O,  de  rayons  p  et  p  -h  e,  une  infinité  de 
points-périodes,  et,  par  suite,  si  l'on  divise  la  couronne  en  secteurs, 
{fig.  70)  correspondant  à  un  angle  au  centre  6,  pris  aussi  petit 
qu'on  veut,  un  au  moins  des  secteurs  comprendrait  une  infinité 
de  points-périodes.  Or,  la  distance  de  deux  de  ces  points  étant  le 
module  d'une  période  et  les  dimensions  du  secteur  pouvant  deve- 
nir aussi  petites  qu'on  veut^  on  formerait  ainsi  une  période  de 
module  inférieur  à  toute  quantité  donnée  et,  par  suite  (Lemme), 
la  fonction /(w)  serait  une  constante. 

Reste  donc  la  première  hypothèse:  il  y  a  un  point-période  P|, 
au  moins  aussi  rapproché  de  O  que  tous  les  autres;  soit  2  0,  la 
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période,  de  module  minimum,  représentée  par  le  segment  0P|- 
Supprimons  maintenant  le  point  Pi  et  tous  les  points-périodes 
situés   sur  la  droite  OPi  ;   le  même  raisonnement  montre  que, 

Fig.  70. 


parmi  les  points-périodes  restants  (et  il  en  reste,  sinon  tous 
ces  points  seraient  en  ligne  droite,  et  les  rapports  deux  à  deux  de 
2coi9  2o>2,  2a>3  seraient  réels),  il  y  a  un  point  P2,  au  moins  aussi 
rapproché  de  O  que  tous  les  autres  :  la  période  2Û2>  représentée 
par  OP2,  est  celle  qui  a  le  module  minimum  parmi  toutes  les 
périodes  dont  le  segment  représentatif  n'est  pas  parallèle  à  OPf. 

D'ailleurs  P2  n'étant  pas  sur  la  droite   OP|,   le  rapport  -~  est 

2, 4*1 

imaginaire;  on  peut  donc  construire  un  réseau  de  parallélo- 
grammes dont  les  côtés  sont  les  périodes  au,  et  aQa»  ^^  ^^^ 
sommets  du  réseau  étant  Toriginç. 

Tous  les  sommets  du  réseau  sont  des  points-périodes  :  je  dis 
qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres.  En  effet,  s'il  en  existait  un  autre,  P,  il 


serait  sur  les  côtés  ou  à  l'intérieur  d'un  des  parallélogrammes 
ABGD  du  réseau.  Or  il  ne  peut  être  :  i*»  ni  sur  le  côté  AB  (ou  CD), 
car  le  segment  AP  (ou  CP)  représenterait  une  période  de  module 
inférieur  à  modaÛ,;  a°  ni  sur  le  côté  AD  (ou  BC),  car  le  seg- 
ment AP  (ou  CP)  représenterait  une  période,  de  segment  repré- 
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sentalirnon  parallèle  à  AB,  et  de  module  inférieur  à  modaû^; 
3"  ni  à  l'intérieur  du  parallélogramme,  car  l'inégalité  évidente 
AP  -h  PC  <  AD  +  DC  <  2  AD,  c'est-à-dire  <  a  mod  a Ûj,  montre 
que  Tune  des  périodes  représentées  par  AP  et  PC  aurait  son  mo- 
dule inférieur  à  modaûs. 

Les  points -périodes,  c'est-à-dire  les  périodes,  sont  donc  tous 
compris  dans  la  formule  2  W|  û| -|- 2/W2Û2,  et  il  n'y  a  en  réalité 
que  deux  périodes,  2Û|  et  2Q2. 

L'impossibilité  de  trois  périodes  et,  a  fortiori^  d'un  plus  grand 
nombre,  est  donc  établie.  De  plus,  le  raisonnement  montre  qu'on 
peut  toujours,  parmi  les  périodes,  en  trouver  deux,  2Û1  et  2Û2, 
dont  toutes  les  autres  se  déduisent  :  un  tel  couple  est  dit  couple 
primitif  de  périodes. 


Théorèmes  sur  les  fonctions  elliptiques. 

166.  Théorème  III.  —  Une  fonction  elliptique  qui  ne  datent 
pas  infinie  est  une  constante. 

En  effet,  la  fonction  étant,  par  définition,  méromorphe  dans 
tout  le  plan,  et  ne  devenant  jamais  infinie,  n'a  pas  de  pôles;  elle 
est  donc  holomorphe  dans  tout  le  plan;  son  module,  dans  un  pa- 
rallélogramme, etpar  suite  dans  le  plan,  est  limité;  donc  (n**  125), 
cette  fonction  se  réduit  à  une  constante. 

Ordre  d'une  fonction  elliptique.  —  On  dit  qu'une  fonction 
elliptique  est  d'ordre  n  si  elle  a  n  pôles  dans  un  parallélogramme 
des  périodes,  un  pôle  double  étant  compté  pour  deux  et  ainsi  de 
suite.  11  est  clair  que  si  f{u)  est  d'ordre  /î,  f^{u)  est  d'ordre 
2n]  si  'f  (w)  est  d'ordre  m,  f{u)  'f  («)  est  d'ordre  m  +  n. 

167.  Théorème  IV. —  La  somme  des  résidus  d'une  fonction 
elliptique  f{u)j  par  rapport  aux  pôles  situés  dans  un  parallélo- 
gramme des  périodes,  est  nulle. 


Car  elle  est  égale,  en  vertu  du  théorème  des  résidus  (n**  134),  à 


rinlégrale 
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prise   sur  le  contour  du   parallélogramme,  dans  le  sens   posilif. 

Or  les  intégrales  relatives  à  deux  côtés  opposés  se  détruisent, 

puisqu^en  deux  points  correspondants  (situés  sur  une  même  parai- 


2u>,    du. 


lèle  à  Taulrc  côté),  tels  que  u  et  u\  f{u)  a  la  même  valeur,  et  du 
a  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  en  raison  du  sens  de 
parcours. 

168.  Corollaire.    —    //    n'y    a  pas   de  fonction    elliptique 

d'ordre  un.   Car  une  telle  fonction  n'aurait  qu'un  pôle  simple; 

son  développement  autour  de  ce  pôle  a  serait  donc  de  la  forme 

(no 129)  : 

A. 

A  désignant  le  résidu;  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  pôles 
intérieurs  à  un  même  parallélogramme  étant  nulle,  on  aurait 
A=  o,  et  a  ne  serait  pas  un  pôle. 

169.  Théorème  V.  —   Une  fonction  elliptique  a  autant  de 
zéros  que  de  pôles  dans  un  parallélogramme  des  périodes. 

Car  la  différence  m  —  /î,  entre  le  nombre  de  zéros  et  celui  des 
pôles,  est  égale  (n**  135)  à  l'intégrale 

'^T^lJ      f{u) 

prise  le  long  du  contour  du  parallélogramme  dans  le  sens  posilif. 
Or  cette  intégrale  est  nulle,  car  la  fonction  f'{u)  admettant  les 

mêmes  périodes  (\uef{u)^  la  fonction  sous  le  signe  /  est  elliptique, 

et  les  intégrales  relatives  aux  côtés  opposés  se  détruisent  (n"  167). 
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Corollaire,  —  Soient  /(//)  une  fonction  elliptique  d'ordre  n 
et  c  une  constante  :  réquation/(^/)  =  c  a  /i  solutions  dans  chaque 
parallélogramme,  caria  fonction  elliptique/(M)  —  c  a  évidemment 
les  mêmes  pôles  que  f{u)  :  elle  est  donc  du  même  ordre  /i,  et  a 
dès  lors  n  zéros  dans  un  parallélogramme. 

170.  Théorème  VI.  —  La  somme  des  valeurs  des  zéros  dUtne 
Jonction  elliptique  est  égale  à  celle  des  valeurs  des  pôles 
contenus  dans  le  même  parallélogramme,  à  une  période  près. 

En  efiet,  la  différence  entre  la  somme  des  valeurs  des  zéros  et 
celle  des  valeurs  des  pôles ,  dans  un  même  parallélogramme,  est 
é^le  (n^  133)  à  l'intégrale 


I    rf{u)    , 

;     /    ^.  '  U  du, 


prise  dans  le  sens  positif,  le  long  du  contour  du  parallélogramme. 
Or,  si  l'on  désigne  par  u  un  point  du  côté  AB  (Jlg»  ']'i)  et  par 


3  =  u4-  a<02  le  point  correspondant  du  côté  CD,  quand  le  points 
décrit  CD,  le  point  u  décrit  BA,  de  sorte  que  Ton  a  : 

d'où  Ton  tire 

Mais  aux  points  B  et  A,  pour  lesquels  les  valeurs  de  la  variable  u 
diOerent  de  acoi,  /{u)  reprend  la  même  valeur;  la  différence  des 
logarithmes  est  donc  un  multiple  entier  de  2Tzi^  soit  zk^ni  (cdiv 
le  logarithme  n*est  défini   qu'à  une  constante  2k'rzi  près);  de 
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môme  la  somme  des  intégrales  suivant  BC  et  DA  donne  le  terme 
'2iùi  2kiTzl^  et  rinlëgrale  qui  représente  la  différence  entre  les 
sommes  des  valeurs  des  zéros  et  des  pôles  est  égale  à 

c'est-à-dire  à  une  période. 

171.  Théorème  VII.  —  Une  fonction  elliptique  est  déter- 
minée :  i^  à  un  facteur  constant  près  lorsque  l'on  connaît  ses 
zéros  et  ses  pôles  dans  un  parallélogramme  avec  leur  ordre  de 
multiplicité;  2°  à  une  constante  additive  près  lorsque  l'on 
connaît  ses  pâles  et  la  partie  infinie  de  son  déi^eloppemenC  aux 
environs  de  chacun  d'eux. 

Car  si  deux  fonctions  elliptiques,  fi^t)  et  ?(w),  satisfont  aux 
conditions  données,  le  quotient  "^  —  dans  le  premier  cas,  la  diffé- 
rence f{u)  —  'f(w)  dans  le  second,  sera  une  fonction  elliptique 
sans  pôles  dans  un  parallélogramme,  et,  par  suite  (n**  166),  une 
constante. 


II.  —  LES  FONCTIONS  FONDAMENTALES  ^u,  pu,  cTk. 


172.  II  y  a  des  fonctions  elliptiques  :  nous  allons,  en  effet, 
former,  d'après  Weierstrass,  des  fonctions  particulières  pennet- 
lant  d'exprimer  toute  fonction  elliptique. 

Soient  2W|,  2W2  deux  quantités  quelconques,  de  rapport  ima- 
ginaire; par  analogie  avec  la  fonction  cotw,  formons  une  fonction, 
méromorphe  dans  tout  le  plan,  admettant  pour  pôles  simples  les 
points-périodes  ^^  =  2mi  W| -|- 2/;î2t02,  avec  un  résidu  égal  à  i 
pour  chacun  d'eux. 

La  méthode  du  n**  138,  2**,  est  ici  applicable,  car  je  dis  que  la 
série 

^.  : ;         ou,  pour  abréffer,  y  — » 
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OÙ  la  sommet]  porte  sur  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières 

de  m,  et  /7Î2,  de  — oo  à  -+-00,  le  système  //î,  =  /;îa=o  excepté, 
est  absolument  convergente. 

Joignons,  en  eflet,  Torigine  O  i^fig^  74)  aux  deux  points 
M  =  2/7(0|,  u  =  2/?(02  (a  et  b  de  la  figure),  p  désignant  un  entier 
positif;  construisons  ensuite  le  parallélogramme  ÂBGD,  de 
centre  O,  dont  deux  côtés,  parallèles  à  Ob  et  Oa,  passent  par  a 
été. 

Pour/>==  I,  on  a  le  parallélogramme  A|B|C|D|.  Considérons 

B       u> b  (2/?uj,)  A 


/cL{2ptO,) 


maintenant  les  points-périodes  situés  sur  les  côtés  de  ABCD  :  il 
y  en  a  2/>  +  I  sur  chaque  côté,  soit  en  tout  8/?  +  4^  et>  en  retran- 
chant les  quatre  sommets  qui  ont  été  comptés  deux  fois,  8/?. 

Soit  w  Tun  d'eux;  les  figures  ABCD  et  A,  64  C|  D,  sont  honio- 
thétiques  par  rapport  à  O,  le  rapport  de  similitude  étant/?.  Donc 

motl  w  =  p.Ok, 

A:  étant  le  point  homologue  de  w]  et,  par  suite,  si  p  est  le  rayon 
d'un  cercle  intérieur  au  parallélogramme  A|B|C|D,, 

inoaii'>/?o  ou         ; — < — • 

'  '  mou  w       p  p 

Les  termes  de  la  série^  — t — j>  qui  correspondent  aux  8/>  points- 
périodes  situés  sur  les  côtés  de  ABGD,  ont  donc  une  somme  infé- 
rieure à 

8p(  —  )  9         cest-à-dire  a         —  — ; 


dès  lors,   la   somme  de  toute  la  série  ^ 


I 


II.  —  II.  i3 
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sera  évidemment  inférieure  à 

8/11  I  \ 

quanlilé  finie.  c,  q.  f.   d. 

173.  La  fonction  Cm.  —  Cela  posé,  la  niélliode  du  n°  138,  2**, 
nous  fournit  une  fonction  Çw,  méromorphe  dans  tout  le  plan, 
admettant  ipowT  pôle  simple  chacun  des  points-périodes,  avec  le 
résidu  +  i  '*  cette  fonction  est  définie  par  la  .série 


(1) 


iv  désigne  toujours  la  quantité    2/7I1  co,  +  2//72a>3,   et  la  somme 

\^  ,  au   second  membre,  porle,  comme  l'accent  est  destiné  à  le 

rappeler,  sur  toutes  les  valeurs  entières,  négatives  et  positives, 
de  nii  et  /7?2,  le  sjrstcme  0,0  excepté.  La  série  (i)  est  absolu- 
ment et  uniformément  convergente  (n"  138)  dans  toute  région 
finie  R,  ne  comprenant  aucun  point-période. 

174.   La  fonction  pu.  —  On  pose 

(•2)  ji«i  =  —  ;'«, 

c'est-à-dire  que  puesl  la  dérivée  de  t^w,  changée  de  signe;  pu  est 
donc,  comme  ^u^  une  fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan 
(n°  132);  ses  pôles  sont  (ibid,)  les  points-périodes,  et  chacun 
d'eux  est  double. 

La  série  qui  définitive/  étant  uniformément  convergente  dans  U, 
et  ses  termes  holomorphes  en  u  dans  cette  même  région,  sa  déri- 
vée s'obtient  en  dérivant  terme  à  terme  (n**  117),  ce  qui  donne 


(3) 


^"    u^^jlài{u  —  w)*     w^y 


et  la  nouvelle  série  converge  uniformément  dans  R  (ibid,).  Une 
nouvelle  dérivation  donne  de  même 

la  dernière  somme\^  portant  sur  toutes  les  valeurs  de  Wj  zéro 
compris. 
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Remarque.  —  Les  séries  qui  donnent  j32^  et  p' u  sont  absolu- 
ment convergentes  clans  R;  monlrons-le  pour  pu^  la  démonslru- 
lion  est  la  même  pour  pu.  On  a  : 


mod  I  ; T     =  mod  — . 


mod  (lu  —  —  )  mod mod  — - 


{'-ir 

les  deux  premiers  fadeurs  du  dernier  membre  demeurant  évidem- 
ment limilés,  quelle  que  soit  la  période  (v  (^^^0)9  lorsque  u  reste 

dans  R,  et  la  série  V j — ^  étant  convergente  (n°  172),  la  pro- 
position est  établie. 

175.  Propriétés  de  pi^.  —  1"  C'est  une  fonction  paire  de  w,  car 
changer  u  en  —  u  dans  (3)  revient  à  changer  «v  en  —  (v,  c'est- 
à-dire  /W|  et  m.2  en  —  /Wj  et  —  mj,  opération  qui  ne  fait  que 
déplacer  les  termes  de  la  série  (3);  celle-ci  étant  absolument  con- 
vergente, on  a  bien  p{ —  u)^z pu. 

'2°  Les  points  a  =  (v,  comme  on  l'a  vu,  sont  des  pôles  doubles 
depw;  cherchons  le  développement  de  pu  autour  du  pôle  a  =  o. 

La  relation  (3)  montre  que  pu 5  n'admet  plus  le  pôle  a  — o; 

c'est  donc,  autour  de  ce  point,  une  fonction  holomorphe,  qu'on 
peut  développer  en  série  de  Maclaurin ,  valable  dans  un  cercle 
apnt  pour  centre  l'origine  ^a  nz  o),  et,  pour  rajon,  la  distance  de 
Torigine  au  pôle  le  plus  voisin  de  pu. 

Soit  pM_-i~'j(//),  on  a 

ç(«)=      y    — î — - — L  ,       d*oii        'j>(o)  =  o, 

?'(«)  = -•A^(^^J^^,>  d'où  ?'(o)  =  22';^  =  o(«}, 

?'(«)=    eV- — !— -,  d'où       »'(o)  =  6y'— ,, 


(')  Car  à  une  quantité  w  correspond  une  quantité  —  (v,  et  la  somme  des  in- 
verses des  cubes  de  ces  deux  quantités  est  nulle.  De  mùme  les  dérivées  d^ordrc 
impair  de  ?(m)  sont  nulles  pour  m  =  0. 
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La  formule  de  Maclaurin 


1/2 

cp(«)  =  ©(o)  -r-  M©'(o)  H 7?'(o)  -}-.  .  . 


donne  donc  ici  : 


(  5  )  p  li  =  ~  -i-  Cl  W*  H-  Cj  M^H-  .  .  .  -4-  C„  m'"  -t- 


I 


étant  posé 

Le  développement  (5)  montre  bien  que  pu  est  une  fonction 
paire;  il  esta  observer  qu'il  ne  renferme  pas  de  terme  conslanl. 

3"  La  fonction  pu  est  elliptique^  aux  périodes  20)1,  atua-  — 
Montrons  d'abord  que  p'w  jouit  de  cette  propriété.  A  cet  effet, 
changeons  u  en  w  +  2(0|,  dans  l'expression  (4)  de  p* u\  cela  re- 
vient à  remplacer  w  par  w  —  20)4,  c'est-à-dire  m,  par  /nj  — u 
opération  qui  ne  fait  que  déplacer  les  termes  de  la  série;  celle-ci 
étant  absolument  convergente,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  de- 
meure inaltérée.  La  fonction  pu  admet  donc  les  deux  périodes 

2(0|,   2Ci>2. 

Or  la  relation 
montre  que  la  fonction 

p(w  -+-  20>i)  —  pu 

est  une  constante  c;  pour  la  déterminer  faisons  w  =^  —  w,  ;  il  vient 

c=/?(a)i)  — p(— w,)  =  0, 

puisque  p a  est  paire.  Doncp^  admet  bien  les  périodes  20)1,  2(0^; 
c'est  une  fonction  elliptique.  Elle  est  d^ ordre  deux,  car,  dans  un 
parallélogramme  des  périodes  contenant  l'origine,  elle  n'a  que  le 
pôle  double  a  =:  o. 

Remarque.  —  pu  n'a  pas  de  période  plus  simple  que  2  0>|  cl 
2(i>2,  c'est-à-dire  que  toute  période,  2Û,  de  pu  est  de  la  forme 
2m|(0| -+- 2/^2(02.  En  eflTet,  j3(2Û),  égal  à  p(o),  est  inGni,  et 
comme,  d'après  (3),  jjwn'a  pas  d'autres  pôles  que  les  quantités  (V, 
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on  a  bien 

176-  Propriétés  de  Cm.  —  i®  C'est  une  fonction  impaire  de  u  : 
car,  si,  dans  le  second  membre  de  (i),  on  change  ^v  en  —  Wy  on 
iTallère  pas  la  série,  cette  opération  ne  faisant  que  déplacer  les 
termes;  si  l'on  change  à  la  fois  w  en  —  iv  et  u  en  —  w,  tous  les 
termes  changent  de  signe,  et,  par  suite. 

!;(~a)  =  -Ç«. 

2**  Les  points-périodes  sont,  on  l'a  vu,  les  pôles  (simples) 
de  ^1/;  le  développement  autour  du  pôle  2/  =  o  se  déduit  de  celui 
cJe  pu-  On  a 

pu  =  ~  -h  C| M* -I-  Cj a^ -h . . . , 

croù,  en  intégrant, 

;«  =  i  -  ^  «'-  ^*  u«-. .  .H-  C; 
w        3  j  ' 

]â  constante  C  est  nulle,  car  ^u  doit  changer  de  signe  avec  u  :  donc 

,  J  *•  tt         3  5  * 

développement  valable  dans  un  cercle  ayant  pour  centre  u  =  o,  et 
poar  rayon  la  distance  de  ce  point  au  pôle  le  plus  voisin  de  ^u. 
Observons  que  cette  série  ne  renferme  pas  de  terme  en  u, 
3**  La  fonction  ^u  n'est  pas  elliptique;  de  l'équation 

p(M-+-2(il|)  =  pil, 

on  déduit,  en  remontant  aux  primitives, 

î(W-h2Wi)  =  Çm-4-2T,i, 

Cl  Ton  détermine  la  constante  t^i  en  faisant  u= —  (0|  ;  ^  étant  im- 
paire, il  vient 

Si  ron  pose  de  même 

2ù}$  étant  une  période  introduite  pour  la  symétrie  et  définie  par 

0*1 -h  («1  H-  ci)a  =  o, 
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on  aura 

(8)  ï(«<H-2a)a)  =  ;w-h2îia  (a  =  i,a,  3). 

On  en  conclut 

Ç(W  -h  20)1 -^  îltUî-4-  2103}  =z^U  -h  2r,,-h  2T^t^-  '2X^.1  ; 

el,  puisque  w,  +  ^02+  0)3  est  nul, 

177.  La  fonction  <^u.  —  Introduisons  une  troisième  fonction, 
(iu^  définie  parla  relation 

(10)  G'w  =  i/e^'o^        "'      ^ 

qui  enlraîue  celle-ci  : 

Je  dis  que  du  est  \xv\e  fonction  entière. 

Observons   d'abord   que   Ç« ne   devient  pas   infini,    d'a- 
près (7),  pour  l'origine   0(tt  =  o),  point  de  départ  de  Tintégrale 

<|uant  à  cette  intégrale,  elle  prend  des  valeurs  différentes  selon 
le  choix  de  Tare  d'intégration. 

Soit  Lq  un  arc  particulier  allant  de  O  à  u,  sans  traverser  de  pôle 

de  X^u ;  l'intégrale  (12),  le  long  d'un  arc  quelconque  de  O  à  ci, 

est  égale  (n"lol)  à  l'intégrale  le  longd'un  chemin  fermé  C,  allant 
de  O  à  O,  suivi  de  l'intégrale  suivant  Lq;  or  l'intégrale  le  long 

de  C  a  pour  valeur  la  somme  des  résidus  de  'Cu >  relatifs  aux 

'  u 

pôles  intérieurs  à  C,  multipliée  par  OLizi,  et  comme  tous  les  résidus 
de  Cm  sont  égaux,  à  -f-i?  on  voit  finalement  que  l'expression  gé- 
nérale de  rintégrale  (12)  est  de  la  forme  2n7ç/  +  U,  U  étant  une 
fonction  déterminée  de  m,  et  n  un  entier. 

A  cette  valeur  de   l'intégrale  correspond,    par  (10),    puisque 
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^2ffi5/__  ,^  |,,ie  seule  valeur  de  fl'(w);  donc  <i u  est  uniforme  dans 
loul  le  plan. 

Les  points  critiques  possibles  de  du  sont  d'ailleurs  (n"  100, 
Remarque)  ceux  de  l'intégrale  (12),  c'est-à-dire  (n**  110)  ceux  de 

la  fonction  X^u »  ou  les  pôles  de  î^«,  le  point  u  =  o  excepté. 

Mais,   au   voisinage  du   pôle  2/ =  (v,   on  a,   puisque  ce  pôle  est 
simple  pour  X^u,  avec  le  résidu  -+-  i, 


;   U     = -0(   U)y 

U  —  KV 


o[u)  étant  liolomorphe  autour  du  pôle.  La  relation  (i  i) 

c'a/  ï 

du  ^  M  —  il'  •  ^ 

donne  alors,  par  intégration,  au  voisinage  du  pôle  //  =  \v^ 
log^*/*  =  log(M  —  cr)  -I-  'J'C")  -H  ^'» 

et  la  fonction  ^(//)i  ou    /  z{(()du,  est  liolomorphe  autour  de  ce 
point  (n'*  110);  on  en  conclut 

ce  qui  montre  que  le  point  u  =  w  est  ordinaire  pour  rf«,  et  que 
c'esl  un  zéro  d'ordre  un. 

Donc  enfin,  la  fonction  uniforme  (iu,  admettant  pour  points  or- 
dinaires tous  les  points  du  plan,  est  une  fonction  entière. 

Remarque.  —  On   peut  exprimer  du  sous  forme  de  produit 
infini;  car  on  a,  par  (i), 

;  M =   > i 1 .       , 

U        Jmd    \lt  —  W  KV  «•*/ 

d'où,  puisque  la  série  est  uniformément  convergente  (n'*  117,  i**), 

et 

(.2')  iu-^ue^^^        "'     =«n('-!r)^^"'''"''" 


200  DEU!CIEME   PARTIE.    —   FONCTIONS   D  UNE   VARIABLE   IlIAGINAIRE. 

le  produit  rT  s'étendant  à  toutes  les  quanlilés 

zéro  exceplé.  Cette  formule  montre  que  rfa  n'a  pas  d'autres  zéros 
que  les  poiats-périodes  u  =  iv,  qui  sont  des  zéros  simples. 

178.  Propriétés  de  ^u.  —  i^  La  fonction  (in  est  impaire,  car 
on  a 

d'où,  en  posant  u'=  —  r  dans  l'intégrale, 

c'(— a)=— we^^o  ^        *         --^— s'a. 

'2"  du^  fonction  entière,  est  développable  dans  tout  le  plan  en 
série  de  Maclaurin.  Or  on  a,  autour  de  l'origine  m  =  o, 


d'oii,  en  intégrant. 


Cl  Ct 

legs* a  —  logM M* —  ir-  U^- 


ct  la  constante  d'intégration  est  nulle,   puisque,   d'après  (lo), 


cru 
u 


est  égal  à  i  pour  u  =  o.  Donc 


(i3)  (iu  =  uei^       »o        "'=11(1-4- ûf,MV-f-^,M«-+....), 

rf,,  rfa,  . . .  étant  des  pol^'nomes  en  C|,  Ca,  ....  Ce  développement 
ne  renferme  pas  de  terme  en  i/'. 

3°  De  la  relation  (8),  Ç(a  +  2(0g^)  =z'^u-i-  arj^,  on  tire,  eo  in- 
tégrant, 

log3'(«-4-  20)31)  =  log^aH-  2T^J^U  -h  logCfli, 

d'où 

Pour  déterminer  la  constante  Ca,  faisons,  dans  cette  formule, 
11= — (*)«;  il  vient,  puisque  (iu  est  impaire,  Ca=  —  e'^w»».,  et, 
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par  suile, 

(\\)  o'(a-f-2a>3i)  =  — cî1«('*+<«>»'a'a        (a  =  i,  2,3). 

179.  Formules  d'homogénéité.  —  Les  formules 

n(//   2U)|,  210*)  =  _-  -i-N    I L 

.      *      vY     »  I       M \ 

(iv  =  2m] 0)1-4-  2miWi), 

donnent  immédiatement 

ji(îJia,  2}Jtw,,2jJiu),)=  — ,p(M,  2a>|,2a)i), 

Ç(fitt,  2[Jitoi,2{JLto,)=  -   Ç(a,  2a),,2u>,), 

ï'(îJlM,  2JXa),,2{A03,)  =     [1    a'(w,2U),,  2(i)j), 

;jL  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

180.  Remarque  I.  —  On  a  ainsi  formé  une  fonction  pw,  jouis- 
sant des  propriétés  suivantes  : 

1**  Elle  est  elliptique,  et  ses  périodes  sont  deux  quantités  quel- 
conques, 2a>i,  i(ù2j  de  rapport  imaginaire. 

2®  Elle  est  d'ordre  deux;  ses  pôles,  dont  chacun  est  double, 
sont  les  points  périodes,  i/  =  2  mi  C0|  -j-  2  ^2  w^. 

3*^  Autour  du  pôle  u  =0,  le  développement  de  pu  est  de  la 
forme  • 

(  j)  i>a  =  --  -T-  termes  avant  u  en  facteur. 

Je  dis  qu'il  ny  a  qu'une  fonction  satisfaisant  à  ces  trois  condi- 
tions. En  efTet,  s'il  en  existait  une  seconde,  /(w),  ayant  aussi, 
autour  du  point  u  =  o,\e  développement 

(  5  bU)  y(w)  =■  — 5  -t-  termes  ayant  u  en  facteur, 
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pu  — /(w)  serait  une  fonction  elliptique  sans  pôles  dans  un  pa- 
rallélogramme des  périodes,  car  elle  ne  devient  plus  infinie  pour 
//  =  o;  ce  serait  donc  (n**  166)  une  constante  :  or,  pour  w  =  o, 
pu  — /(li)  s'annule,  puiscpie  les  développements  (5)  el  (5  bis)  ne 
renferment  pas  de  lerme  constant;  pu  — /(u)  est  donc  identique- 
ment nul. 

181.  Remarque  II.  —  On  peut  ajouter  que  pu  (et,  par  suite, 
<u  el  du^  qui  se  déduisent  de  pu  sans  ambiguïté)  ne  dépend  en 
réalité  que  du  réseau  des  points-périodes  w  =  2/??,  co, -f-  li/ii^cos; 

Fig.  75. 


vn/  \/ 

car,  d'après  la  Remarque  I,  on  peut  définir  complètement  pu  : 
une  fonction  méromorphe,  a^ant  pour  pôles  doubles  les  sommets 
de  ce  réseau,  pour  périodes  les  quantités  représentées  par  ]e> 
segments  rectilignes  joignant  deux  quelconques  de  ces  points,  et 
développable,  autour  du  pôle  u  =  o,  sous  la  forme 

I  , 

i)M  =  — -  -h  lermes  avant  //  en  fiicleur. 

Or  le  réseau  des  points  2mi  cji  +  2/??2(»)2  peut  s'obtenir  (/fo^.  ^5) 
en  partant  d'autres  périodes  que  2a>i  =  0A  et  2«i>2=x\B;  par 
exemple,  les  parallélogrammes  construits  avec  2a),  =  OA  el 
2a),  +  2(i)2=:0B  auront  pour  sommets  les  points  2/?î|  Wi-f-a/ncoj, 
et  ces  points  seulement.  La  fonction  pu,  construite  avec  les  pé- 
riodes 2^o^  et  2(i)|-|-2a>2  sera  donc  la  même  que  celle  construite 
avec  2  0)1,  2102. 

D'une  manière  générale,  les  réseaux  de  parallélogrammes 
construits  avec  les  deux  systèmes  de  périodes  (2Cji,  2<i>2)  el 
(2  0)'^,  20)2),  et  donl  un  sommet  est  à  l'origine,  auront  les  même> 
sommets  :  1®  si  les  sommets  du  réseau  (ato',,  2(0'^^)  appartiennent 


CHAPITRE   III.    —    FONCTIONS   ELLIPTIQUES.  20'i 

au  réseau  (^o),,  20)2),  c'est-à-dire  si  Ton  a 

9.a>'.  =  2X1  to -h  aX»  Wj 

(A  et  |JL  entiers); 

2COj  =   JîfJLiU)  -4-  2|JL,(«>s 

2**  si  les  sommets  du  réseau  (2(0,,  20)2)  appartiennent  au  réseau 
•i(«>'^,  2(1)2,  c'est-à-dire  si,  réciproquement,  l'on  peut,  des  équations 
précédentes,  tirer  2C0|,  20)2  sous  forme  de  fonctions  linéaires 
de  2(i)p  2(«>'jj,  àcoefGcicnls  entiers  :  il  faut  pour  cela  que  Ton  ait(*) 

Xifii— X,{x,  =  ±1. 

Les  systèmes  de  périodes  (20)4,  2  W2)  et  (20)'^ ,  20)'^)  sont  alors 
iViis équivalents,  et  les  fonctions  pu  construites  avec  deux  sys- 
tèmes de  périodes  équivalentes  sont  les  mêmes. 

On  nomme  système  de  périodes  primitives  ou  système  pri- 
mitifj  tout  système  équivalent  au  système  2i0|,  2102  qui  a  servi  à 
construire  pu.  En  particulier,  le  système  2S(o,,  27^102  (s  etT]  dési- 
gnant iizi)est  un  système  primitif. 


III.  -  RELATION  ENTRE  pa  ET  jVm. 


182.  Il  y  a,  entre  pu  et  jVa,  une  relation  algébrique  qu'on 
formera  comme  il  suit. 


(')  En  efTct,  on  a,  en  tirant  2b),  et  20)^, 

/      .  2  0)'  ULj—  Jwl  A,  —  2  0)',  |l,-h  2f0'   A, 

Il  faut  que  les  quotients  de  \^  jjip  X^,  ji^  par  X,  ji^—  Xjjx,  soient  entiers;  soient 
^n  '''m  hi  ^H  <^cs  quotients.  On  a 

>., -: /.(X.jxj— Aj'x,),        etc., 
d'où 

X,[Xj-X2jx,=  (X,iX2— >.jIi,)5(/,w.— /,m,), 

c'est-à-dire 

(X,|Xj  — \jIiJ  (/,mj-  /j/Mj  =  I. 

Les  deux  facteurs  du  produit  étant  entiers,  cliacun  d'eux  doit  être  ±1.  Réci- 
proquement, si  \^-x — "Xjjji,  =  ±i,  les  équations  (w)  donnent  bien  20),,  2ti>^  sous 
forme  de  fonctions  linéaires  de  2w',,  2(o'^,  à  coefficients  entiers. 
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On  a,  autour  du  poinl  u  =z  o, 

pu=         "1"*"      CiU^-^      CjM^-H..., 
p'u^^  —  'i-2CiU    -4-4^1"'-+-..., 

vc  qui  inonlre  que  p' u  est  une  fonction  elliptique  d'ordre  3  :  car 
rlle  ne  peut  admettre  dans  un  parallélogramme  contenant  l'ori- 
;;ine  d^autre  pôle  que  celui,  ii  =  o,  de  pu,  et  ce  pôle  est  d'ordre  3 
|)Our  p'w  (voir  aussi  le  n**  132). 

On  déduit,  des  deux  développements  précédents, 

1 1)  jV«  Il  —  4 pï  M  =  —  2o  -^  —  28 cj  -h  A- M*  H- 

Or  la  fonction  elliptique  p'^  u — 4p' " -+- 20c,  pw -+- aScj  ne 
peut  avoir  comme  pôles  que  ceux  de  pu]  mais  il  est  clair,  en 
vertu  de  la  relation  précédente,  qu'elle  n'a  plus  de  pôle  à  l'origine 
<*t  s'annule  même  pour  w  :=  o.  C'est  donc  une  fonction  elliptique, 
aux  périodes  20)1,  2CO2,  et  sans  pôle  dans  un  parallélogramme  des 
périodes  contenant  l'origine;  elle  se  réduit  dès  lors  (n^  166)  à  une 
constante,  qui  est  zéro,  puisque  la  fonction,  d'après  (1),  est  nulle 
pour  II  =  o.  Donc  on  a 

.■2)  p'^u=  4P'"  — 5'îP"  — A'st 

r2  et  ^3  désignant  respectivement  20C1  et  28C2.  Ce  sont  des  fonc- 
tions de  2 (1)1  et  2(02,  comme  tous  les  coefficients  du  dévelop- 
pement de  pu  autour  du  pôle  u  =  o;  d'ailleurs  les  expressions  de 
r-,  et  de  c^  en  fonction  des  périodes  ont  été  données  au  n®  173, 
équations  (6), 

183.  On  déduit  de  (2)  par  dérivation,  et  après  suppression  du 
facteur  commun  ip' u, 

t3)  j/a  =  6p»M—  --gi\ 


2 


puis,  par  des  dérivations  successives, 

;    p'^W   r=  I9.pM  J)'m, 

<  i)  '  ji'^M  =  i5ij)'*a-hi2pM(6p'M — r^'î)» 
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el  ainsi  de  suite;  ce  qui  montre  que  les  dérivt^es  p" u^  <p'""j  •  •  • 
s'expriment  par  des  polynômes  en  pu  et  p' it. 
La  relation 

» 

permet  d'exprimer,  en  fonction  de  g2  et  ^3,  les  coefficients  Ca  du 
développement  du  pa  autour  du  pôle  u  =  o.  Remplaçons-y  en  effet 

p  u  par  —-  -h  Cl  M*  -f- . . .  -h  c,i  a*"  -+-... 

j)  u  par  —  -h  '2  Cl  -H . . .  -f-  'i  /i  (  '2  /i  -^  I  )  c,i  M*"-*  -n . . . , 

et  identifions  les  coefficients  de  a^/i-a  ja^g  iç^  deux  membres; 
nous  trouvons 

2  «  (  2  /*  —  I  )  C,4  =  6  (  2  C„  -h  a  C|  C,j_j  H-  2  Cj  C«_3  -H  . . .  ), 

ou 

C«(2/l'—  /l  —  6)  =  6(C,C,|_1-|-  CjCrt-3-T-.  .  .), 

formule  de  récurrence,  qui  exprime  Cn  en  fonction  entière  de 
C|,C2,  ...,  C/i_i,  dès  que  n  dépasse  2.  Donc  C3,  Cj^,  ...,  c^,  ...  sont 
des  polynômes  entiers  en  d  et  C2,  c'est-à-dire  en  ^2  et  ^3.  On 
trouve  ainsi 

184.  Rappelons  que  nous  avons  introduit  (n®  176)  une 
période  2(1)3,  conséquence  des  deux  autres,  et  définie  par 

u>iH-  (OjH-  ct>3=  o. 

Posons 

(6)  pwi=^i,        pwî=et,        pw3=éfj. 

Ces  trois  quantités  sont  distinctes,  car  la  fonction  elliptique 
pu  —  puo,  où  I/o  est  une  constante,  a  les  pôles  de  pu;  c'est  donc 
une  fonction  du  second  ordre,  et  qui  n'a,  dès  lors,  pas  d'autres 
zéros  que  les  deux  zéros  évidents  u  =  ±  Uq-^  Période.  On  ne 
pourrait  donc  avoir  pcO|  =  pcoa  que  si  a)|  ±  lo^  était  une  période, 
ce  qui  n'est  pas  (n**  178,  Remarque). 

Les  points  w  :=  10,,  (O2,  w.i  sont  les  zéros  de  p'  u\  on  a  en  efi^et 

p\toa}  =  p'(wa--îAi«>a), 
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à  cause  de  la  pérîodtcilé  de  p'«,  c'est-à-dire 

car  pu  étant  paire,  p' u  est  impaire. 

Donc  2p'(a>a)  =  o  :  d'ailleurs  p'//,  qui  est  d'ordre  3,  n'a  pas 
d'autres  zéros  que  a>i,  tog,  coj,  à  des  périodes  près. 

Le  polynôme  4.P'  «  —  5^2  P«  —  gz  (  =  p'^  '0  s'annule  ainsi 
pour  u  =  a>{x,  c'est-à-dire  pour  pw  =  ^,,  go»  ^3  î  il  peut  donc  se 
mettre  sous  la  forme 

(7)  4p'  — ^îP  — ^3=  î(p  — e,)(p  — eî)(p  — «3), 

d'où 

<?!-+-  Cj -h  e.,  =  o, 

I 

I 

I80.  Invariants.  —  On  appelle  g2  et  ^3  les  invariants  du 
réseau  des  points  périodes  m  =  a/?î|  u»i  -f-  2/712(02*  Ces  constantes 
en  efTet  sont  déterminées  par  la  relation  (2)  quand  la  fonction  pu 
est  connue;  elles  ne  dépendent  donc,  comme  p  m,  que  des  sommets 
de  ce  réseau. 

On  nomme  invariant  principal  on  absolu  de  pu  (ou  du  réseau 
des  points-périodes)  la  quantité  ^^  -^a*  Cette  fonction,  comme ^'^j 
et  0^3,  ne  dépend  que  des  sommets  du  réseau  :  c'est  donc  une  fonc- 
tion 0(2(0,,  2(02),  qui  ne  change  pas  quand  on  remplace  2(t)| 
et  2(02  par  un  système  de  périodes  équivalent;  c'est-à-dire  (n**181) 
que  l'on  a 

(8)  ç('jtwi,  awj)  =  p('2a(i>i  -+-  '26a>2,  2ca)i-h  •irfo»,), 

a,    6,  c,   d   étant  des   entiers    assujettis    à    l'unique   condition 
ad  —  6c  =  db  I . 

Mais  les  équations  (6)  du  n®  175,  à  savoir 


^'î 


=  20C,=     60^    (- 


,  (amiWiH- amjWj)» 


montrent  que  ^2   et  ^3   sont  fonctions  komogèa€&  de  (df,  u» 
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el  de  degrés  respeclifs  —  4  et  — 6;  donc,  l'invariant  absolu  gl  l  gl 
est  aussi  fonction  homogène  de  a>i,  Wj,  et  de  degré  —  12-I-  la,  ou 

zéro  :  c'est,  par  suite,  une  fonction  du  rapport  ;— ^  (  '  ). 
Si  donc  on  pose 

on  aura,  par  (8), 


Ed  désignant  le  rapport  ; — -  par  p,  on  obtient  ainsi  une 
fonction,  évidemment  monodrome  (^),  ?(p),  qui  ne  change  pas 
quand  on  remplace  p  par  — ^ — ^,  «,  b,  c,  d  étant  des  entiers  arbi- 
traires, tels  que  ad  —  bc  =  ±i.  C'est  ce  qu'on  nomme  une  fonc- 
tion modulaire,  parce  que,  dans  l'ancienne  notation  de  Legendre, 
le  module  k^  joue  le  rôle  de  l'invariant  absolu  :  depuis  leur  inven- 
tion par  Hermite,  ces  fonctions  ont  donné  lieu  à  d'importants 
travaux,  et  elles  ont  été  généralisées  d'une  manière  éclatante 
par  M.  Poincaré,  sous  le  nom  de  fonctions  fuchsiennes  ou  auto- 
morphes. 

186.  Remarque.  —  Si  dans  la  relation 

p'^u  =  ^p'^u  —  é^ipu  —  gj, 
on  pose 

pu  =  z, 
on  a 

dz 


^  =  /4^'~«-.^-^.; 


(')  Car,  si  9{x,  y)  est  homogène,  de  degré  zéro,  en  x,  y,  on  a,  par  le  théo- 
rème des  fonctions  homogènes 

c'est-à-dire  que  le  jacobien  de  «(a?,  y)  et  de   -    est  nul.  Donc  ?  eât   fonction 


"(â- 


(')  Car,  d'après  (9),  gi  et  g^  ont  une  valeur   unique  et  déterminée  quand  on 
se  donne  les  périodes  suj,  auj. 
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d'où,  Uo  et  Zq  désignant  des  constantes  convenables, 

dz 


U  =  Uo-h 


s: 


-0     /4-'— ^î-  —  ^3 

On  voit  ainsi  que  z=  pu  est  la  fonction  inverse  d'une  inté- 
grale elliptique  u  de  première  espèce  (n®*  158-159).  On  reviendra 
sur  ce  point  au  n**  204. 


IV.  -  EXPRESSIONS  DIVERSES  D'UNE  FONCTION  ELLIPTIQUE. 


187.  Une  fonction  elliptique  quelconque/(if),aux  périodes  201,, 
atoa,  peut  être  exprimée,  soit  par  les  fonctions  rf,  soit  par  les 
fonctions  JJ,  soit  par  les  fonctions  p,  construites  avec  les  mêmes 
périodes. 

Expression  par  un  quotient  de  rf. 

188.  Formule  de  Jacobi.  —  Soient,  dans  un  même  parallélo- 
gramme des  périodes,  û^i,  ûr^,  ...,  On  les  pôles  de  /{u)y  b^, 
b^f  . . . ,  bn  ses  zéros.  On  sait  (n"  170)  que  l'on  a 

(10)  ai-H  a8-r-...-i-a«=  ^i-h^j-h..  .-h  ôrtH-  i»', 

sv  élant  une  période.  Je  dis  que 

^'*^  G  s-Ca  — ai)...3'(a  — a«)  * 

G  étant  un  facteur  constant.  En  effet  le  second  membre,  ©(m), 
évidemment  méromorphe  dans  le  plan,  est  une  fonction  ellip- 
tique, aux.  périodes  2(i)|,  2a>2  :  car  si  Ton  change  u  en  a  +  2cj|, 
par  exemple,  il  se  reproduit,  en  vertu  de  la  formule  (i4)  du 
n"  178  (*),  multiplié  par  le  facteur 

/ I  \n  g-t-2rj,(«w-t-«a),— />,-Aj— ...-6„— U',' 

qui  est  égal  à  l'unité,  d'après  (10). 
(*)  Cette  formule  est 
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La  fonclîon  elliptique,  o{u),  a  d'ailleurs  évidemment  les  mêmes 
zéros  et  les  mêmes  pôles  que/(u);  elle  n'en  diffère  donc(n**  171) 
que  par  un  facteur  constant.  c.  q.  f.  d. 

Expression  par  la  fonction  ^  ^^  ses  dérivées, 

189.  Formule  d'Hermite.  —  Supposons  qu'on  connaisse,  dans 
un  parallélogramme  des  périodes,  les  pôles  «,  6,  c,  ...,  /,  de/(«), 
et  les  parties  inlinies  du  développement  de/(w)  autour  de  chacun 
d'eux  : 

1  Aof  Aot— f  At 

autour  de  « , -+- *——  -4-...-: —^ 

(u  —  u)^       in  —  <r)«-'  a  —  a 

9 

autour  de  / 


"    '     {u  —  l )^       "  '  u  —  / 

On  aura  A, -+- B, -h. .  .  + L,  =  o,  car  la  somme  des  résidus 
de /(m),  dans  un  parallélogramme,  est  nulle  (n®  167). 
Je  dis  que 

/(«)=      A,î(M-a)~A,;'(w-a)+...-+--|^:^^Afli;»-»(«-a) 

•  const., 

,  . . .  désignant  les  dérivées  successives  de  ÎJ. 
En  effet,  le  second  membre,  évidemment  méromorphe  dans  tout 
le  plan,  F(w),  est  une  fonction  elliptique  aux  périodes  20)4, 
20)2  :  car  i^'^'u,  'Q'u,  ...  qui  sont— pw,  — p'u.  ...  sont  ellip- 
tiques; ta'*  J^(// —  a),  s("  —  *)?  •••  se  reproduisent  augmentés  de 
2T,2  quand  on  ajoute  2 co^  à  //(<);  de  sorte  que  F(«)  se  reproduit 
augmentée  de  2  7ïx(A, -h  B, -|-...-h  L.|  ),  c'est-à-dire  de  zéro.  La 
fonction  F(i/)  est  donc  bien  elliptique  aux  périodes  20),,  2 102. 


(')  En  vertu  de  la  formule  (8)  du  n*»  176 

H.  —  II.  14 


Vf     w  Va- 1 

^  >  S  î   •  •  •  ?    b 
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Ses  pôles,  dans  un  parallélogramme  des  périodes,  sont  mani- 
foslement  a,  6,  ...,/;  aqx  environs  de  l'un  d'eux,  a,  on  a 

ll(u  —  a)  = h  une  fonction  finie  pour  u  =  a, 

V(u  —  a)  =  — -h  une  fonction  finie  pour  u  =  a, 

^  ^  {u  —  a)*  '^ 

(Oi  I  )  » 

ra-i(M  —  a)  —  (_  i)a  -I ^ \-  une  fonction  finie  pour  u  =  a, 

^      ^       ^       (u—a)'^  ^ 

d'où,  pour  la  partie  infinie  du  développement  de  F({/)  autour  de  a, 
l'expression 


(u  —  a)^       (u  —  a)^-^  (tt  —  a) 

On  voit  ainsi  que  les  deux  fonctions  elliptiques,  aux  mêmes 
périodes  et  aux  mêmes  pôles,  F(a)  et  /(m),  ont  mêmes  parties 
infinies  aux  environs  de  leurs  pôles;  leur  différence  est  donc  une 
constante  (n°  171).  On  déterminera  la  constante  en  donnant  à  u 
une  valeur  particulière.  c.  q.  f.   d. 

190.  Intégration.  —  La  formule  précédente,  due  à  Hermile,  se 
nomme  formule  de  décomposition  en  éléments  simples  ;  elle  per- 
met de  trouver  Vintégrale  d'une  fonction  elliptique,  car  chacun 
des  termes  du  second  membre  de  (12)  s'intègre  immédiatement; 

rintégrale  de  X^u  est  logo**/,  puisque  ÎJw  =  ^^—'  L'analogie  avec  la 

décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en  fractions  simples  est 
('vidente. 


Trois  expressions  par  la  fonction  p  et  ses  dérivées, 

191.  Première  expression.  —  Ce  mode  d'expression  s'obtienl 
par  une  combinaison  des  deux  précédents. 

Soient,  dans  un  parallélogramme,  ai,  a^,  •••,  a^  les  pôles, 
bxi  62J  •••,  bn  les  zéros  d'une  fonction  elliptique /(w);  on  a, 
par  la  formule  de  Jacobi  (n**  188), 

,  o'Cm  —  ôi)  3'(m  —  ôjV.  .o'Ca  —  bn —  "') 


/(")  =  C- 


(^{W  —  ai)...!3'(M  —  «n) 
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iv  élant  une  période  telle  que 

(i3;  ai-hai-h...-^an=  bi-^  bt-\-...-^  bn-^  »'. 

Si  6  est  une  constante  définie  par 

ô  -h  ai -^  «2 -t- . . . -h  a,,  =  G, 

on  a,  en  vertu  de  (i3), 

0  -t-  ^1  -H  ^î  -h . . .  -H  6«  -h  cv  =  o, 

el  Ton  peut  écrire  identiquement  : 

r (f(u  —  bj). ,  ,:f(u  —  b.t—  w):^(if  —  0)"] 
r/„x  ^  ci ^""''' 1 

Le  dénominateur  de/(w),  a  savoir — ^^ ^ -S 

est  une  fonction  elliptique  aux  périodes  2a>i,  2W2,  en  vertu  de 
la  relation  «i  +  a2  -h . .  .  4-  ««  +  6  =  o  (n®  188),  et  il  en  est  de 
même  du  numérateur.  Revenant  au  dénominateur,  nous  voyons 
(|ue  c^est  une  fonction  qui  admet  dans  un  parallélogramme  le  seul 
|)ôle  w=  o,  avec  l'ordre  /i  H-  1  de  multiplicité  :  donc,  d'après  la 
formule  d'Hermite,  on  peut  le  mettre  sous  la  forme 

—  a  -h  a©  ;  a  -h  ai  Ç'  a  -h ...  -i-  «rt  Ç^«'  a  ; 

les  a/ étant  des -constantes.  D'ailleurs  le  coefficient  de  Çw,  à  sa- 
voir ao,  est  nul,  puisqu'il  représente  à  lui  seul  la  somme  des 
résidus  de  la  fonction  par  rapport  aux  pôles,  et  que  cette  somme 
est  nulle  (n^  167).  Le  même  raisonnement  s'appliquant  au  numé- 
rateur de/(w),  il  vient  ainsi,  en  remplaçant  ^'{u)  par  — pu,  ^" u 
par  — p'w,  etc., 

•'^    ^  a -H  a,pi/ -fr- aij)'a -h. . .  4- artj)i«-»^M 

Cest  là,  pour  une  fonction  elliptique  d'ordre  /i,  une  expression 
par  le  quotient  de  deux  fonctions  elliptiques,  linéaires  chacune 
en  J3M,  pu,  p'Uj  ...,  p^"~"i/,  d'ordre  /i  +  i,  et  ajant  un  zéro 
commun,  Q. 

192.  Deuxième  expression.  —  On  en  déduit  une  expression  à 
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Taicle  de  pu  al  p' u  seuls.  Car  (n*"  183)  p"w,  j^'"//,  ...  s'expriment 
par  des  polynômes  en  pu  et  p'u]  f{u)  est  donc  le  quotienl 
(le  deux  polynômes  en  pu  et  p' u^  c*est-à-dire  une  fonction  ra- 
tionnelle de  pu  et  p' u.  Ainsi  : 

Toute  fonction  elliptique  aux  périodes  ato,,  2  io 2  s'exprime 
rationnellement  à  l'aide  des  fonctions  pu  et  p' u  qui  ont  les 
mêmes  périodes. 

193.  Corollaire  I.  —  Deux  fonctions  elliptiques,  f{u)  et©(w), 
aux  mêmes  périodes  (atOf,  20)2),  sont  liées  par  une  relation  algé- 
brique. Car,  par  ce  qui  précède,  on  a 

f{u)  =  fonct.  rat.  de  (pw,  p'w),  9('*)  =  fonct.  rat.  tie  (pu.  p'a) 

et 

j/«(  w  )  =  4  j>3  u  —  .^r*  j)  u  —  ^r,  ; 

en  éliminant  pu  et  p'u  entre  ces  trois  relations,  on  obtient  bien 
une  relation  algébrique  entre /(/^)  et  'f  (w). 

Il  est  facile  de  trouver  directement  le  degré  de  celte  relation, 
par  rapport  à  /et  '^.  Soient,  en  effet,  m  et  n  les  ordres  respectifs 
des  deux  fonctions  elliptiques /(z*)  et  o(m)  :  à  cliaque  valeur  de 
f(u)  correspondent,  dans  le  parallélogramme  des  périodes  com- 
munes, m  valeurs  de  u  ('),  et,  par  suite,  m  valeurs  (au  plus) 
de  'f  (w).  LVqualion  entre /et  ^  est  donc  de  degré  m  (au  plus) 
par  rapport  à  cp,  et  de  degré  n  (au  plus)  par  rapport  à/. 

194.  Corollaire  II.  —  Il  existe  une  relation  algébrique  entre  une 
fonction  elliptique /(w)  et  sa  dérivée /'(«). 

19o.  Troisième  expression.  —  Revenons  à  la  formule 

^  OTm  —  />|)...3'(M  —  ^„.—  «M 
J  \H  )  =  \Ji ^ • 

'  ^{u  —  ai)...G'(w  —  a,i) 

Soit  a  une  constante  définie  par 
(14 )  /irt  =  rtj-Haï-f-. .  .-f- a„; 


(')  Car  la  fonction  elliptique /(i/)  —  c  a  autant  de  zéros  que  de  pôles,  c'est- 
à-dire  m. 
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on  a  aussi,  en  vertu  de  (i3), 

(i4')  na  =  bi-i- bf-h, .  .-h  bn-^  iv, 

et  l'on  peut  écrire 

r:f(u^hy)...  cf(u  —  b„  —w)l 

/,u)  =  c\-—^ ^''["--^ _J. 

l  a"'(w-a)  J 

Le  dénominateur  et  le  numérateur  de  /(u)  sont,  d'après  le 
n®  188  et  les  relations  (i4))  (M')>  ^^^  fonctions  elliptiques;  elles 
n'ont  comme  pôle  que  u  =  a,  multiple  d'ordre  n  :  donc,  en  vertu 
de  la  formule  d'Henni  ce,  toutes  deux  sont  de  la  forme 

le  résidu  a©  étant  nul  (n°  191);  et  de  là  résulte  pour/(w)  l'ex- 
pression nouvelle  : 

~    OL  -^  aip^u  —  (i)  -i-  Tiip'iu  —  a)  -h. .  .-\-  a«_ij)^"-*^(«  —  a)' 

C'est  une  formule  analogue  à  celle  du  n^  191;  seulement  ici  le 
ouroérateur  et  le  dénominateur  sont  des  fonctions  elliptiques  du 
même  ordre  n  que/(  w)  :  de  sorte  que  les  zéros  du  numérateur  sont 
exactement  ceux  de /(m),  et  les  zéros  du  dénominateur  exacte- 
ment les  pôles  de  f(u).  La  constante  a  n'est  pas  quelconque,  elle 
est  définie  par  (i4)  ou  (14')  en  fonction  des  pôles  ou  des  zéros 
de/(«). 


V.  —  FORMULES  D'ADDITION. 


196.  Soit  V  une  constante.  Exprimons  la  fonction  elliptique  du 
deuxième  ordre  de  u,  pu  —  pt^,  par  un  quotient  de  tf.  Les  zéros 
de  cette  fonction  sont  m  =  ±:(^;  ses  pôles,  le  pôle  double  u  =  o  : 
la  somme  de  ces  zéros  est  égale  à  celle  de  ces  pôles,  c'est-à-dire 
que  la  période  désignée  par  fv  au  n"  188  est  nulle. 

Donc  on  a 

p«-pP  =  C -^ ■■■ 
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Pour  déterminer  C,  égalons  les  parties  înGnies  des  deux  mem- 
bres pour  M  =  o;  il  vient,  puisque  pu=  --  +...,  et rff^  =  «/  -+-.-•, 

— ,    =  G ;; ,  d  OU  G  =  —  ——  • 

On  a  ainsi 


(i5)  pu  —  pv  =  — 


s'^as'ip 


formule  importante,  dont  nous  allons  déduire  celles  d^addilion 
de  Ç  et  de  p. 

197.  Formule  d'addition  pour  Ça.  —  Dérivons  logarithmiqur- 
ment  les  deux  membres  de  la  formule  précédente  par  rapport  à  if, 
puis  par  rapport  àp;  il  vient,  puisque  la  dérivée  logarithmiqut; 
de  (iu  est  ^//, 

(16)  _^l!'_  =ç(„_x.^)  +  |;(„_ç,)_.2;i/, 

pu — pi> 

(•')  p^i:^  =  C(«  +  »')-ï(«-^)-^î:.-, 

er,  par  addition, 

(18)  ;(M-hi^)  =  ;w-h;pH-  - • 

1   pu  —  pv 

(^est  la  formule  d^addltioii  des  arguments  pour  Çw-  Par  sous- 
traction : 

(19)  ;(W  — t')  =  ;w  —  Çt'-h  -     — '— . 

1    pu  —  pv 

198.  Formule  d'addition  pour  pu,  —  Dérivons  la  relation  (18) 
successivement  par  rapport  k  u  elk  ç;  il  vient 

1  /  .  ^        V"'^  I  p'uip'u  —  p'r) 

,       ^        \  ipu-pv         'à,      (j)M  — i)i'J- 

(20) 

I    _-p(,tH-i;)  -— pt^ ' H  -  ^— — î Î-— -. 

(  /   j) /^  —  p i^         '?.      {pu  —  pv ;» 

Ajoutons  membre  à  membre,  en  remplaçant  p" u  et  p'^p  par 
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6p2  —  i  ^:,  (n°  183),  il  vient  : 

,  .  ù  p^u  —  p^v        I  (pu  —  p'v)' 

ip(u-hç)  =-'pU  —  pV-\-  -   î -f- i- i   , 

1    pu  —  pv         1   (pu — pv)* 
ou,  en  réduisant, 

—  9.p(u-\-v)  =  'l(pU-hpV) (  "^ î-—  )    , 

a\pw  —  pv  / 
et  Gnalement  : 

(•21)  p(u-hV)^pU-^pV  =  -ri  ^ *- )    . 

'^  '  i  \  pu  —  pv  / 

C'est  la  formule  d^addllion  des  arguments  pour  p,  symétrique 
en  u  et  v,  tandis  que  les  formules  (ao)  ne  le  sont  pas. 

Remarque.  —  Les  formules  d'addition  conduisent  à  celles  de 
multiplication  ;  faisant  tendre  u  vers  v  dans  la  dernière,  on  a 

d'où  j)(2^').  En  dérivant,  on  aurait  p'(2v);  faisant  ensuite,  dans 
la   formule  d'addition,   u  =  2v^  3v^    ...,    on   obtiendra  J3(3r), 

De  même,  la  formule  (i8),  où  l'on  fait  tendre  u  vers  c,  donne 
î('2r)  =  'iX,v-\-  -  ^~. 

2    p  W 

190.   Cas  particuliers  du  théorème  d'addition.  —  Soit  v=±  to^ ; 
on  a,  d'après  la  formule  d'addition  de  pu, 

...                            I         p'^u             (pu  —  e^)(pu-^ey) 
p(u  ±  wa)  -h  pu -h  <?a=  7  , —    —  — i  =  ~ — —^ 

d'où 

p(M±a>a)  =  — 3I^[(PW  — «?)(P"  — <?r)  — (P'"  —  ^à>>] 

pu  —  eoi 
en  tenant  compte,  dans  les  calculs,  de  la  relation  ^^H-  <?p4-  ^y^^  ^• 

(')  Oo   trouvera  des  formules  de  multiplication  plus  élégantes  dans  le  Traité 
d'Analyse  de  M.  Jordan  (Tome  II,  a*  édition,  p.  280  et  suiv.). 
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VI.  -  LES  FONCTIONS  /ylT^  ET  sn«. 


200.  Les  fonctioiiB  arao(w).  —  Dans  la  formule 
faisons  p  =  coa,  il  vient 

Or,  d'après  la  formule  (i4)  d"  n®  178,  à  savoir 
on  a 

D'où,  en  remplaçant  dans  (•2^)(i{u  —  aia)par  ^~2*««"rf(M  +  coa), 
ou 

(.4)  v/:T17^=e— ^^^i^. 


Le  radical  ^pu  —  e^  est  donc,  dans  tout  le  plan,  une  fonclion 
monodrome  et  méromorphe  de  u  (*);  la  détermination  de  ce 
radical  que  donne  le  second  membre  de  la  formule  précédente 

est  celle  qui,  pour  u  voisin  de  zéro,  a  la  valeur  principale  -• 
On  pose 

(25)  cTaW  =  e-M^  ^^''"^"^^^^  (a  =  i,  2, 3), 
de  sorte  qu'on  a 

(26)  /jw/  — ea=  ^"^- 


(*)  De  même  la  fonction  vA  — cosa,  ou  v^âsin  -,  est  méromorphe. 
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On  Ei^aura  pas,  dans  ce  Cours,  à  faire  usage  explicitement  des 
fonctions  rf,  u,  (S'a^,  <^s  w. 

On  désigne  également  par  dao{^)  le  second  membre  de  la  for- 
mule (24);  voici  quelques  propriétés  des  trois  fonctions  (3'ao,  qui 
interviennent  dans  plusieurs  questions  d'Anal^'se  et  de  Mécanique. 

201.  La  relation  pu  —  ea=<^âa('')  montre  que  le  carré  de  la 
fonction  monodrome  <^cxo('^)est  une  fonction  paire  et  doublement 
périodique;  donc,  si  Ton  change  u  en  — u  ou  en  z/ -h  Période, 
cjso  se  reproduit  multiplié  par  d=  i  :  il  s'agit  de  lever  Tambiguïté, 
ce  qu'on  fait  aisément  en  donnant  à  u  des  valeurs  particulières,  et 

en  se  rappelant  que,  aux  environs  de  u  =  o,  rfaoC")  =  — i-  — 
On  établit  ainsi  les  formules  : 

(         <3'ao(—  tf)  =  —  3'ao(")-  On  vérifie  le  signe  en  faisant  a  =  e, 

La  fonction  <^ao(w)  est  donc  doublement  périodique;  ses  pé- 
riodes sont  9.o>a  e^  4^P)  4^^r)  ^"i  "  e>^  font  en  réalité  que  deux, 
puisque  coa-h  cop-l-  ci>y=  o. 

Observons  enfin  que  la  relation 

p'*  W  =  4(pW  —  Cl)  (pu  —  Ci)  (pu  —  Ci) 

s'écrit,  après  extraction  des  racines  carrées, 

(')  Voici  ce  dernier  calcul.  On  a 

d'où,  pour  u  —  —  <«>«-r-  e» 

En  vertu  de   l'expression  (i)  de  a'«„(M),  3-^,, ( «^a )  =  o,  et  l'on  a,  en  développant 
suivant  les  puissances  croissantes  de  e. 

ce  Qui    montre  qu'on  doit  prendre  le  signe  —  dans  le  dernier  membre  de  (j), 
cc5l-à-dîre  le  signe  -+- dans  o-^^Ca  h- aw,)  =  =*t  r^^(a). 
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Il  faut  prendre  le  signe  — ,  car,  pour  u  =  o,  la  valeur  princi- 
pale de  p' u  est ^  >  et  celle  de  chacun  des  i^^  est  -• 

202.  La  fonction  snu.  —  La  formule  sne/  est  une  des  anciennes 
fonctions  elliptiques  d'Abel  et  de  Jacobi;  on  la  rattache  aux  fonc- 
tions j3  et  rf  par  la  définition  suivante.  Posons 

(ît8)        snz/=/ei  — c, =         — 

D'après  (2^)  la  fonction  snw  est  impaire;  elle  est  elliptique  cl 
admet  pour  périodes  a  (1)2  yje^  —  e^  et  4^iv/^i  —  ^2?  elle  change 
de  signe  si  l'on  augmente  u  de  210,  sje^  —  e^  ou  awsy/e,  —  e-j. 
Enfin  elle  est  liée  à  sa  dérivée  par  une  importante  relation,  qu'on 
va  former. 

F*osons,  pour  abréger,  v  =  —    — ;  on  a,  par  (28), 

/«?!  —  et 

d'où,  en  dérivant  par  rapport  à  u^ 

Portons  maintenant  les  valeurs  (29)  et  (3o)  de  ps?  et  p! s;  dans 
l'équation 

il  vient,  après  réductions, 

(3i)  (sn';0*=  (i  — sn»M)(i  — X:*sii5iO, 

étant  posé 

e-x  —  et 
Observons  encore  que,  par  (28),  sn;/  =  o  pour  u  =  o. 

Remarque,  —  D'après  (3i),  en  posant  snw  =  5,  on  a 
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d'où,  puisque  «  =  o  pour  .s  =  o, 


^  r^ dz 

Jq    v/(i  — 3M(i  — a-* 


v/(i  — 3*)(i  — A-*5«) 

On  voit  ainsi  que  z  =  snu  est  la  fonction  inverse  de  l'intégrale 
elliptique  de  première  espèce  mise  sous  la  forme  de  Legendre 
(Tome  I,n«  231). 

D'après  cela,  les  valeurs  de  snu  ne  dépendent  que  de  u  et 
de/;  une  Table  à  double  entrée,  construite  par  Legendre,  les  fait 
connaître.  De  même  les  périodes  de  sn/^,  qui  ne  dépendent  que 
de  A*,  sont  données  par  une  Table  à  simple  entrée. 


VII.  -  DÉFINITION  DE  pu  PAR  LES  INVARIANTS  gt  ET  ^,. 


203.  On  a  formé  pu  en  partant  des  périodes  2a>|,  2(1)2,  et  Ton 
a  établi  la  formule 

&2  et ^3  étant  des  fonctions  de  2Ci)|,  2(1)2. 

Inversement,  étant  donnés  arbitrairement  les  deux  invariants 
^2^1^39  peut-on  trouver  deux  périodes,  2(0|,  2(02,  telles  que  la 
foDclion  pu  formée  avec  ces  périodes  vérifie  la  relation  (1)? 
A  priori,  le  problème  n'est  pas  impossible,  puisque  le  nombre 
des  équations  égale  celui  des  inconnues;  on  va  le  résoudre  en 
donnant  les  valeurs  de  2(U|,  2(02  en  fonction  de  g^  et  ^^3. 

20 i.  Périodes  en  fonction  des  invariants.  —  Supposons  gi^^  gi 
donnés  ;  soit  posé 

Z  =  45»  — ^,3  —  ^3=4(5  —  e,)(^  — ei)(-  — «3). 

D'après  le  n**  139,  si  Ton  pose 

Je,   yJ'L 
z  est,  dans  tout  le  plan,  une  fonction  méroinorphe  de  u^   'f  ('^K 
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doublement  périodique,  c'est-à-dire  elliptique,  aux  périodes, 
r'^dz  C'^dz  r'^dz 

(3)  2(1)1=2    /        -— ï  2U)2=2    /        -— .  20)3=2    I        —=. 

((i)i  -I-  Wa-h  W3=  o);  de  plus,  on  a  vu  que  5  est  une  fonction  ellip- 
tique paire  :  elle  est  d'ordre  deux^  car  (n**159,  2"),  à  une  valeur 
de  5  =  ç)(w)  correspondent,  à  des  périodes  près,  deux  et  deux 
valeurs  seulement  de  u.  Enfin  (n"  159,  3'*),  on  a 

(4)  ?(wa)  =  ^a- 

Je  dis  que  cette  fonction  'f  (^)  est  identique  à  la  fonction  pu 
formée  avec  les  périodes  2(ij<,  20)2,  définies  par  (3). 

Cherchons  les  pôles  de  <f{u). 

Observons,  à  cet  effet,  que  ©(«)  étant  paire,  'f'(w)  est  impaire, 
c'est-à-dire  que 

o'( — m)=— o'(;/),         d*oîi,  pour  1/  =  o,         o'(o)  —  —  ?'(o>, 

ce  qui  montre  que  o'(o)  est  nul  ou  infini,  c'est-à-dire  que  u  =  0 
est  un  zéro  ou  un  pôle  de  ?'(«).  Je  dis  que  c'est  un  pôle. 
Car,  en  différentiant  la  relation  de  définition  (2),  ou  a 

dz        /- — —     - 
c'est-à-dire,  puisque  ;;  1=  '^(m^, 

d'où  l'on  conclut  que  'f'(«)  ne  s'annule  que  pour  ©(w)  ^=  ea,  ou, 
d'après  (4),  pour 

Cette  équation  en  w,  puisque  'f  (w)  est  fonction  elliptique  paire 
et  d'ordre  deux  y  n'a  pas  d'autres  solutions,  à  des  périodes  près, 
que  M=  di  (i)a,  quantités  dont  aucune  n'est  zéro  ou  une  période  : 
dès  lors  f'(;^)  ne  s'annule  pas  pour  £/  =  o;  ;/ =  o  est  donc  un 
pôle  de  ^\ii)' 

C'est  aussi  un  pôle  de  ç(w),  car  la  dérivée  d'une  fonction  mé- 
romorphe  n'a  pas  d'autres  pôles  que  ceux  de  la  fonction  (n**  132); 
comme  ©(«)  est  paire,  le  pôle  w  =  o  est  un  pôle  d'ordre  pair,  el 
c'est  uu  pôle  double^  puisque  o(w)  est  une  fonction  elliptique 
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(Fordre  deux.  Pour  la  même  raison,  il  n'y  a  pas  d'autre  pôle  dans 
un  parallélogramme  contenant  ce  pôle. 
Ainsi  les  pôles  de  'f  («)  sont   uniquement  les   pôles  doubles 

H  =  2/ll|  W|  -f-   ^/llo(jL)2. 

Cela  posé,   autour  du  pôle  double  «  =  o,    le  développement 
de  ©(w),  fonction  paire,  est  de  la  forme 

d'où 

c  t  //  »  = H_  .,  V  «  -t-  .  .  .  . 

Portons  ces  valeurs  dans  la  relation  (5),  entre  'f  («)  ol  'f'(")> 
à  savoir  ç'^—-  >j*p3 —  or^.^  —  g^^  \\  vient 

.'lÀ*       8Xv  _  il'  ^^!_ÎJ^  A 

d'où,  en  éâralaut  les  coefficients  des  termes  en  --  et  -7  dans  les 
deux  membres, 

X  =  I,  |X  =  0. 

Le  développement  de  f  (^)  autour  du  pôle  u  =  o,  est  ainsi 

o(u)  =  —  H-viA»-h 

Donc  enfin,  si  l'on  considère  la  fonction  pu  formée  avec  les 
périodes  a<0|,  20)3  de  ^(u),  la  différence  o{u)  —  pu  est  une 
fonction  elliptique  aux  mêmes  périodes,  sans  pôle  dans  un  paral- 
lélogramnac  contenant  l'origine  et  s'annulant  pour  u  =  o:  c'est 
donc  une  constante  nulle,  et  Ton  a  bien  'f  (^/)  =  pu. 

Ainsi  : 

Les  invariants  g2  ^^  gz  étant  donnés^  les  périodes  ato,,  'hù.^ 
ont  les  valeurs  (3),  c'est-à-dire  que  la  fonction  pu  formée  avec 
ces  périodes  vérifie  l'équation  (5)  :  p''^u=^  ^p^u  —  gipu  —  ^3. 

D'après  cela,  on  voit  qu'il  faut  entendre,  par  p{u^  g^j  ^3), 
p{u,ea);  et,  de  même,  p^r^u,ffa,gz),  ^{^,  g2,  gz){')' 

(')  On  a,  d'après  (i), 

u  =  bi^-\-  j 1  (fo«>nM86), 

ce  qui  peut  aussi  servir  de  dcfiiiilion  à  pu. 
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â05.  Remarques  sur  les  périodes.  —  Je  dis  que  si  g2  eL  g^ 
sonl  réels,  la  fonction  p{Uj g%^ gz)  admet  une  période  réelle  el 
une  période  purement  imaginaire. 

Supposons  d'abord  Ci,  e^,  ea  réels  et  Ci  >>  es>  e^*   La  période 


(6) 


2a>i 


=< 


r/3 


A{^ 


-6r,)(5  — é;j)(5  — e,) 


est  réelle,  puisque  les  limites  de  Tintégrale  sont  réelles  et  que, 
entre  z  =  e2  et  5  =  63,  le  polynôme  sous  le  radical  reste  positif. 
De  même  la  période 


(7) 


•«â)(5  — es; 


est  purement  imaginaire,  puisque  les  limites  sont  réelles,  et  que^ 
entre  e^  et  et,  le  poljnome  sous  le  radical  reste  négatif. 

Ainsi,  ^1,  ^2,  €2  étant  réels,  il  y  a  une  période  réelle,  2U),,  el 
une  période  purement  imaginaire,  20)2,  formant  un  système 
primitifs  c'est-à  dire  telles  que  la  fonction  p(M,  2t»>|,  20)2),  con- 
struite avec  ces  périodes,  vérifie  la  relation  p'^;—  ^p3  —  g^p  —  g,^ 

Supposons  maintenant  e^  seul  réel,  et  ^a,  ^j,  imaginaires  con- 
jugués :  il  y  a  encore  une  période  réelle  et  une  période  purement 
imaginaire,  mais  elles  ne  forment  pas  un  système  primitif , 

En  effet,  si  Ton  figure,  dans  le  plan  de  la  variable  5,  les  trois 

Fig.  -fi. 


points  ei,  ^2,  <?3î  on  a 

C*  dz 

2a>j=2/        .  y 

l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  ligne  droite  e^  ^2  ;  de  même 

(^  dz 

—  2a)j=2/         .  > 

l'intégrale  étant  prise  le  long  de  e^  e^m 
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Or,  en  deux  points  m  et  n,  situés  l'un  sur  e\  e^,  Tautre  surcjC^, 
et  ayant  même  abscisse,  les  valeurs  de  z^  celles  de  ds^  et  celles 
de  v^4-5'  —  ^2^  —  ffz  sont  respectivement  imaginaires  conjuguées; 
il    en  résulte  que  2(03  et  —  2(03  sont  imaginaires   conjuguées, 

c'est-à-dire  que 

20)3=  A  H-  Bt, 

—  2  u)  j  =;  A  —  B  /. 

Par  suite,  la  période  20)3 —  20)2=  2  A  est  réelle,  et  la  période 
st  CO3 -h  2 (02  =  2B/est  purement  imaginaire;  mais  elles  ne  forment 
pus  un  système  primitif,  car  les  périodes  2  A  et  26/  n'entraînent 
l«as  les  périodes  (primitives)  A. -h  Bi  et  A  —  Bi. 

206.  Autre  forme  des  formules  d'homogénéité.  —  En  vertu  des 
formules  (9)  du  n''  185, 

jp-,  =  60  >    • f  A'3  =  1 4o  >    z ^  y 


changer  coi  et  to.»  en  |jlo>|  et  |JLa>2  revient  à  changer  g2  et  g^  ^n 
)rte  que,  si  Ton  pose 


-\ff2  et  -7 5^3?  ^^  sorte  que,  si  Ton  pose 
.  f* 


on  aura 


j>(îx«,2,uaj,,  2|i(0t)  =  p^jxM,  -^gi,  a«^7' 
Dès  lors,  la  première  formule  d'homogénéité  du  n®  179,  à  savoir 

p{\iu,  2;xiuj,  2{xoi2)=  -7J>(w,  ^w,,  2(0,), 

s'écrit,  en  posant  |x=  ~, 

(8)  ^  v7^'  ^*^*'  ^^'^0  "'''^^"'  ^»'  ^'^• 

De  même,  les  deux  autres  formules  d'homogénéité  donnent 
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207.  Étude  de  pu  pour  w,  ^2  et  ^s  réels.  —  i"  Supposons 
d'abord  ^i,  e^,  e^  réels,  avec  ('i>  e^'^e^^  et  soit  O  la  demi- 
période  réelle  et  positive  de  pu]  on  a  (n"  20o) 


11  =  w, 


Construisons  la  courbe  y=:zpu  pour  les  valeurs  réelles  de  f/; 
il  suffit  de  faire  varier  u  de  —  û  à  4-  û,  intervalle  d'une  période, 
et  même  de  o  à  Q,  à  cause  de  la  parité  de  la  fonction. 

Pour  u  =  £,   ))w  =  — j  -H  .  •  •  part  de  -+-  00;  pa  commence  par 

décroître.  Le  minimum  a  lieu  pour  11  =  Û,  puisque  les  demi-pé- 


-n     0 


+  ft       2Ji 


riodes  û -h  2AÛ  sont  les  seuls  zéros  réels  de  p' u.  Ce  minimuin 
est  pû  =  j3(ij,  =^1,  quantité  positive  lorsque  ei,  <?2,  ^3  sont 
réels,  ù  cause  des  relations  ^i  4- <?2-|- ^3  =  o  et  e\>  e^>  62'  La 
courbe  a  la  forme  ci-dessus.  Elle  se  compose  d'une  infinité  de 
branches  idenliques. 

La  forme  de  la  courbe  donne  le  signe  à  prendre  pour  p^ u  dans 
la  formule 

ji' u  =±L  yj\ j)»  —  gip  —  gA\ 

on  voit  par  exemple  que,  pour  u  compris  entre  o  et  Q,  on  doit 
prendre  le  signe  -=-,  ce  qui  donne 

—  </|)w  =  /4j)'  — ^sp— /§^j  du, 

2"  Si  ^1  est  réel  et  eo,  <?3  imaginaires  conjugués,  pu  a  encore  ixtxo. 
période  réelle  et  positive,  2Û  (n"20o),  égale  à  ±(2103 — 2W2);  p'Q 
est  nul,  et  Ton  a  pu  =  j)(co3-f-  aj^ —  2(0j)  =  ptù^  =  t»,.  La  forme 
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<le  la  courbe  est  donc  la  même  que  ci*dessus,  û  désignant  toujours 
la  demi-période  réelle  et  positive. 

208.  Remarque.  —  La  forme  de  la  courbe  montre  que,  u  crois- 
sant de  o  à  û,  pu  décroît,  par  valeurs  réelles,  de  -i-oo  à  ^i  :  la 
relalion 

donne  alors,   par  intégration  entre  les  limites   correspondanlesi 
i>  et  û  pour  M,  ce  et  e^  pour  j3w,  la  formule 

rf.r 


expression  générale  de  la  deini-période  réelle  et  positive,  lorsque 
,^2  et  gi  sont  réels. 
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CHAPITRE  IV. 

APPLICATIONS   DES   FONCTIONS   ELLIPTIOtKS. 


I.  —  CALCUL  DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES. 


209.  LMmportance  des  foDCtions  elliptiques  dans  les  applica- 
tions provient  surtout  de  leur  usage  pour  le  calcul  des  intégrales 
elliptiques  qui  dépendent  de  la  racine  carrée  d^un  polynôme  du 
troisième  ou  du  quatrième  ordre.  La  fonme  de  ces  intégrales  esl 
(Tomel,  n"«  241,  245  et  suivants) 


/ 


p(^) 


Q(^)/x 


-  (ix^ 


P  et  Q  étant  des  polynômes  en  x^  et  X  un  polynôme  du  quatrième 
ou  du  troisième  degré. 

Si  X  est  d'ordre  quatre,  on  le  ramènera  à  V ordre  trois  pat- 
un  des  procédés  indiqués  au  Tome  I  (n°*  247-250),  et  cela  sans 
introduire  d'imaginaires,  si  les  coefficients  de  X  sont  réels. 

210.  Intégration.  —  L'intégration  des  diflTérentielles  elliptiques 
se  réduit  ainsi  à  celle  de  l'expression 


r\>(x)  dx 


où  le  polynôme  X  est  du  troisième  ordre  :  soit  posé 
X  =  ax^-\-  bx^-\-  ex  -h  d. 

On  fera  disparaître  le  terme  en  x^  parle  changement  de  variable 

•^        Sa 

A  étant  une  constante  que  l'on  prendra  généralement  égale  à  ±  i 
mais  qu'il  est  parfois  utile  de  laisser  indéterminée  pour  simpHGer 
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plus   lard,  les  formules.  Le  polynôme  X  devient  ainsi 

g^  et  ^3  étant  des  constantes;  on  a  alors  pourTinlégrale  proposée, 
en  ayant  soin  de  choisir  le  signe  de  À  de  manière  que  à)?  soit 
positif,  une  expression  de  la  forme 


<^) 


y  —  éy'i 


H  (j^)  et  S(^)  étant  des  polynômes  en^. 

En  appliquant  la  méthode  de  réduction  indiquée  au  Tome  I, 
II***  2-il-243,  on  ramène  cette  intégrale  à  une  partie  tout  inté- 
grée, et  au  calcul  des  trois  intégrales  de  première,  seconde  et 
troisième  espèce  {Tome  I,  n**  243),  à  savoir 


r  dy  r ^ 


ydy 


Ç d_Y 

,/    i^y-.a)yj\y^-'  gty  —  gi 

On  effectue  l'intégration  en  faisant,  dans  les  trois  intégrales,  le 
<:hangement  de  variable 

r  =  P(",  gt^  ^3), 
d'où 


dy  =  p'udu  =zh\/^p^u  —  gtpu  —  gidu\ 

le  radical,  qui  se  trouve  alors  en  facteur  au  numérateur  et  au  déno- 
minateur, disparaît,  et  les  trois  intégrales  deviennent 

/•^  =  /  du  =z  u-^  const., 

\/Ay^  —  giy  —  gi     -^ 

/^  =  /  pudu  ^z—J^u-^  const., 

v^y^'  —  giy  —  gi    ^ 

r dy  r      du 

J   (y-^a)y//iy*-'gty-g^      J   pu-a' 

Pour  calculer  cette  dernière,  posons  a  =  pc^  c  étant,  comme  a, 
une  constante;  nous  avons,  d'après  la  formule  (17)  du  n**  197, 


pu  —  pc  p  c 
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d'où,  en  înlégranl, 

/  = —  [^0^^(11  -H  c)  —  log3'(M  —  c)—  aujcl-h  consl. 

Jpu—pc  p  c^     ^  '         °  ^ 

Le  problème  de  rinlégralion  des  différenliellcs  elliptiques  esl 
donc  complèlemenl  résolu. 

211.  Remarque  I.  —  Il  arrive  soiivenl  que  les  racines  du  polv- 
nomc  X  sonl  en  évidence  : 

X  =  A(.r  —  a)  (:r  -  3)(r  -  7). 
On  fera  alors,  conformément  à  la  méthode  ci-dcssns. 

d'où 

X  =  AXMr-^a)(7-<?p)0'-ej, 

étant  posé 

n  Ton  effecluera  l'intégration  en  posant  ensniio 

y  ^-p{u,  ea,  €^,  ey). 

C'est  la  méthode  générale;  seulement  on  introduit  les  racines  «'^^ 
au  lieu  des  invariants  ^2  et  ^3. 

Remarque  II.  —  Pour  calculer  l'intégrale  générale  (•>/), 
r  R(.v) dy 

il  n'est  pas  nécessaire  de  la  décomposer  en  intégrales  de  première, 
seconde  et  troisième  espèces,  par  la  méthode  du  Cours  de  première 
année.  En  v  posant  directement^  =  .p("î  5^2,  ^3),  on  est  rameur 

au  calcul  de    /  -ç,——  -du.  c'est-à-dire  à  l'inté^-ralion  d'une  fonc- 

tion  elliptique  :  on  applique  alors  la  méthode  d'IIermite,  par  la 
décomposition  en  éléments  simples. 
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âl2.  Autre  méthode.  —  On  peut  Intégrer  les  difTërenlielles 
elliptiques  d'une  autre  manière,  sans  avoir  besoin  de  ramener  ù 
l'ordre  trois  le  polynôme  du  quatrième  ordre  X. 

Cherchons  d'abord  la  formule  qui  donne  l'expression,  en  élc- 
ments  simples,  de  la  fonction  elliptique  '/(^)  définie  par 

y{a)  =  (pu  —  pa)[p(u-ha}—pal 

Cl  désignant  une  constante.  Chacun  des  deux  facteurs  de  '/(//)  a 
wtt  pôle  double  («^  =  o  pour  le  premier,  «  =  — a  pour  l'autre) 
qui  est  zéro  simple  de  Tautre  facteur  :  '/(w)  n'a  donc  que  deux 
pôles,  simples,  «^  =:  o  et  m  =  —  a.  Autour  du  pôle  «  =  o,  on  a 

-/.(  «)  =  ^^j  —  pa  H-  c,  aî  ^  . . .  j  (jja  -h  up' a  -h . . .  -  pa)  =  -^  p'a  -^ . . . . 

Le  résidu  est  donc  p'a;  pour  le  pôle  a=  —  «,  le  résidu  est 
—  p'a,  car  (n"  167)  la  somme  des  deux  résidus  est  nulle.  La 
formule  d'Hermile  (n"  189)  donne  alors 

y{u)  =  p'a  [X,u-T-  C(  M  -i-  a)+  C]. 
On  détermine  la  constante  C  en  écrivant  que  '/(«)  est  nul,  d'où 

1  p  a 
d'après  l'expression  de  ^(aw),  du  n"  198,  Remarque.  Donc 

ou  encore,  d'après  la  formule  d'addition  de  X^  (n**  197), 
(i)  /(";  = pa- h  -p''a. 

Cela  posé,  cherchons  la  relation  algébrique  (n°  193)  qui  existe 
entre  les  deux  fonctions  elliptiques  de  w,  ^{u)  etç(a),  définies  par 

vL(«)=  ^  [pti  — p(M-f-a)],         o(w)=  -  1- -^ — , 

^^    ^       A  '  1    pu  —  pa 

A  et  a  étant  des  constantes.  On  peut  écrire,  d'après  la  formule 
d'addition  de  p, 

®«(a)  =  pa-+-paH-p(a-i-a);     o*  —  3pa  =  (pa — pa)-v-[p(«4-a)— paj. 
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D^ailleurs 

X<j;(a)  =  (pM  — pa)  — [p(M-f-rt)— p^r], 

et  par  suite 

nnalement,  en  remplaçant  y  u  par  sa  valeur  (v3)  ci-dessus,  à  savoir 

nous  obtenons  la  relation  cherchée  entre  o  et  A  : 

(  î)  '!'*  ^  v^  ['f^  —  ^>r«  ?--h  ir'«  ?  -^ ^i—  U^-^l» 

après  substitution  à  2p'^a  de  sa  valeur,  i  2  j>'-^/  —  g*  (n"  183). 

213.  Soit  maintenant  un  polynôme  du  quatrième  degré,  X(j^). 
privé  du  terme  en  j:', 

je  dis  qu'on  pourra  exprimer  x  et  \j\.  en  fonclion  elliptique 
d'an  paramètre  ti  :  il  suffira  d'identifier  la  relalion 

(y''X)'=  aoC^-^-h  6/nia?2  4_  J^m^x  ->-  /?»;), 
avec  la  relation  (4),  ce  qui  se  fait  en  posant 

rr  =  o  (  1/  ),         ziz  y/X  —  <j;  (  m  ),         À  —  — __ , 

V  at« 

On  en  déduit 

.^î=  "1^-+-  3m|, 

et,  pour  obtenir  gji^  il  suffit  d'exprimer  que  pa  et  p'a  vérifient  la 
relation  classique  entre  pu  et  p'u^  ce  qui  donne 

Donc  enfin  : 


Etant  posé  y/X  r^  \/olq {x^  -{-<!>m2X'-[-  ^m^x -{-  m^)jOn  expri- 
mera X  et  y/X  en  fonction  elliptique  dUin  paramètre  u  par  les 
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formules 

JT  =  - — >  ih/X  =  v^aofpa  —  i)(/^ -r  a)l, 

les  fonctions  elliptiques  introduites  ayant  pour  invariants 

r?/  a  désignant  une  constante^  définie  par  les  relations  com- 
patibles   pa  =  — ma;    p'a  =  mz.    Il    n'est    pas    nécessaire    de 
connaître  a,  qui,  dans  les  expressions  de  x  et  de  X,  n'intervient 
évidemment  que  par  pa  et  p' a. 
Cela   fait,   pour  calculer  l'intégrale  elliptique    /  qt^  -p  ?  on 

n'aura  qu'à  y  remplacer  x  et  \/X  par  leurs  valeurs  ci-dessus  en  «. 
Quant  à  dx^  comme  on  a 

Ç(M-+-a}=î;w-*-Ça-f--  i- -' —  =  Cm  H-  Ça -h  T, 

•;•    p  M  —  j)  a 

on  en  déduit,  en  dérivant  par  rapport  à  i/, 

dx  ^       ,    /x  ^jr        ,     ftu 

de  sorte  que  l'intégrale  proposée  devient 

/ao«'         \^    p£*  — pa  / 

R  désignant  la  fraction  P  :  Q,  et  l'on  est  ramené  à  intégrer  une 
fonction  elliptique,  ce  qu'on  fera  par  la  méthode  d'Hermite. 


II.  -  COURBES  DE  GENRE  UN;  CUBIQUES  PLANES. 


214.  D'après  le  Tome  I,  p.  aSg,  les  coordonnées  d'un  point 
d'une  courbe  de  genre  un  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  d'un  paramètre  x  et  d'un  radical  ^X,  portant  sur  un 
polynôme  du  quatrième  degré  en  /. 
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Si,  dans  ces  expressions,  on  remplace  x  et  yj\.  par  leurs  valeurs 
en  fonction  elliptique  du  paramètre  u  (n^  213),  on  voit  que  : 

Les  coordonnées  ci*  un  point  d'une  courbe  de  genre  un  peuvent 
s'exprimer  en  fonction  elliptique  d'un  paramètre. 

Les  intégrales  abéliennes  appartenant  à  unecourbede  genre  un 
sont  réductibles  (Tome  I,  p.  269)  à  des  intégrales  elliptiques;  011 
sait  donc  les  exprimer  par  les  fonctions  p,  Ç  et  (S*. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  les  courbes  de  genre  un 
en  général;  mais  nous  étudierons  avec  détails  le  cas  particulier 
des  courbes  du  troisième  ordre. 

215.  Cubique  plane.  —  Dans  le  cas  de  la  cubique  plane,  on 
peut,  pour  trouver  l'expression  elliptique  des  coordonnées  d'un 
poini,  procéder  comme  il  suit. 

Une  cubique  plane  admet,  comme  on  sait,  des  points  d'inflexion 
(9  en  général)  :  prenons  un  de  ces  points  pour  origine  et  la  tan- 
gente en  ce  point  pour  axe  des  x]  l'équation  de  la  courbe  sera  de 
la  forme 

(i)  Aar3-+-  Bx^y  -+-  Cj'^jr  -i-  1^»  -^  -lyioLX  -f-  ^f)  -hj'  -  o, 

car^  doit  être  en  facteur  dans  les  termes  du  second  degré. 
En  posant 

(-)  3^  =  1.     3;  =  ?. 

la  relation  précédente  s'écrit 

(t) -f- at  4- p)î  =  — AÇ'-h  (a*- B)  5*+ (actp  -  C)  s -4- pî— D. 

Posons  encore 

(3)  $  =  m\  H-  n, 

m  étant  pris  de  telle  sorte  que  le  coefficient  de  X'  dans  le  second 
membre  soit  4?  et  n  de  telle  sorte  que  le  coefficient  de  X^  dans  ce 
second  membre  soit  nul;  on  aura 

(4)  [Tr;-ha(/«X-h/i)-4-?J»-  4\-'-i''iX-^5, 
g2  et  gz  désignant  des  constantes. 
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On  peut  alors  poser 

ce  qui  donne,  par  (  ^  ), 

r^  -h  a(  /n  \  -i-  /i  )  +  ?  ~  p'  '■'» 
J'où 

rj  =  p'  u  -h  Ipii  -T-  [x, 

).  el  u  étant  des  constantes.  Remonlanl,  de  X  etr,,  à  ç,  x  cl  j',  on  » 

I  I  J.  /  ,r  '«  P  "    -f-    /l 

•n  t%   tj  i.    t\  ij  _s_   Il  ►^    ■»  ^  Êx'  Ê 


ij        jj  «  -r-  A  j)  a  -h  ;i  ^  ^       ^  ^j  f^  _^  ^^,  ^^  _^  ,j^ 

On  a  ainsi  exprimé  x  ely  en  foncllon  elliptique  du  paramètre  ii] 
res  formules  sont  comprises,  comme  cas  particuliers,  dans  les 
suivantes,  où  les  deux  dénominateurs  sont  les  mêmes  : 

ap  u  -H  bptt  -t-  C  ^IJ)  «  -4-  6>JH/  -+-  c 

les  X,  a',  a,  .  .  .  désignant  des  constantes. 

Observons  qu*à  une  valeur  u  du  paramètre  et  aux  valeurs 
«4- Période,  correspond,  par  les  formules  (5),  le  même  point  j:,j>^. 

Inversement,  je  dis  que  la  courbe  représentée  par  les  deux 
équations  (5),  2^  étant  un  paramètre  variable,  est  une  cubique.  En 
effet,  une  droite  quelconque,  Kx  +  By  +  C  =  o,  la  coupe  en  des 
points  dont  les  arguments  u  vérifient  Téquation 

A(ap'tt  -+-  Ppa-^Y)-l-  B(a'p'a-h. ..)  -h  C(aj)'a-h...)  =  0; 

le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  elliptique 
d'ordre  3,  car  elle  n'admet,  à  des  périodes  près,  que  le  pôle  triple 
w=o;  elle  a  donc  trois  zéros  :  la  courbe  étant  ainsi  coupée  eu 
trois  points  par  une  droite  quelconque,  et  étant  d'ailleurs  algé- 
brique (n**  193),  est  d'ordre //o/A*.  c.  q.  f.  d. 

S16.  Propriétés  géométriques.  —  D'après  cela,  les  arguments 
tti,  ££29  ^3  d^s  iTOïs  points  où  une  droite  quelconque  rencontre  la 
cubique  (5)  sont  les  zéros  d'une  fonction  elliplique  d'ordre  trois, 
admettant  le  pôle  triple  u=^o\  donc  on  a,  pour  trois  points  en 
ligne  droite  (n*170), 

Wi -+- Wi  4- M3  —  Période. 
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Inversement,  si  les  arguments  z/{,  e/21  u^i  de  trois  points  delà 
cubique,  vérifient  la  relation  W|  +  ^2+  Wa=  Période,  ces  points 
sont  en  ligne  droite  :  car  la  droite  menée  par  ii^  et  112  coupe  la 
cubique  en  un  nouveau  point  u'  tel  que  11^-^-112-^-11'  soit  une 
période;  on  aura  donc  «3=  «/' 4- Période,  c'esl-à-dire  que  le  point  «' 
coïncidera  géométriquement  avec  W3. 

De  même,  pour  que  six  points  ;/|,  1/2»  •  ..,  Wo  soient  sur  une 
conique,  il  faut  et  il  suffit  que 

"1  H-  Wî-^ •••-+-  "6  =  F^ériode. 

De  là  se  réduisent  de  nombreuses  propriétés  géométriques. 

Par  exemple  :  Si  trois  couples  de  points  d^une  cubique  sont 
sur  une  conique,  les  trois  droites  correspondantes  coupent  la 
cubique  en  trois  nouveaux  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

Car  si  M|,  u\  ;  U2,  u^;  u^y  u^  sont  les  points  des  trois  couples, 
les  trois  nouveaux  points  sont — (wi4-w',),  — (W2-I-W2)?  — ("3+ '''s) 
et  Ton  a  bien 

—  (  Wi  -^-  u\  -4-  «1  H-  «i  -4-  Ui  ■+-  m'j  )  =  Période, 
puisque  les  six  points  primitifs  sont  sur  une  conique. 

217.  Corollaires.  —  On  peul  supposer  que  la  conique  se  réduit 
à  deux  droites,  d'où  un  corollaire  facile  à  énoncer;  si  les  deux 
droites  sont  confondues,  on  a  cette  proposition  : 

Tf^ois  tangentes  à  une  cubique,  dont  les  points  de  contact 
sont  en  ligne  droite,  coupent  la  courbe  en  trois  nouveaux  points 
qui  sont  aussi  en  ligne  droite, 

218.  Points  d'inflexion.  —  En  un  point  d'inflexion  u  passe  une 

droite  (la  tangente)  qui  coupe  la  courbe  en  trois  points  confondus 

avec  u\  donc 

3«  =  Période, 

d'où 

u=   .^ , 

2(1),,  2(02  désignant  les  périodes  des  fonctions  elliptiques  intro- 
duites, et  mi,  /W2  des  entiers  quelconques. 

llja  donc  neuf  points  d'inflexion,  obtenus  en  donnant  à  /ii|,mj 
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les  valeurs  o,  i,  a  :  car  aux  valeurs  /?i|,  m^  et  m^  H-  3 A,  Wa-h  3Â- 
correspond  le  même  point.  Soient  (mi,  W2)  et  (m'^,  m'^)  deux  de 
ces  points;  la  droite  qui  les  joint  coupe  la  cubique  en  un  nouveau 
point  qui  est  aussi  d'inflexion,  car  son  argument  est 

—  2 (  /n I  -1-  ni\  )  w ,  —  7  (  A?î#  -f-  m\  >  w. 

3 

Les  points  d'inflexion  sont  ainsi,  trois  à  trois,  sur  des  droites, 
dont  il  passe  évidemment  4  P^i*  chacun  d'eux.  On  a  ainsi,  en 
lout,   c)  X  4  =  36  droites,  dont  chacune  est  comptée  trois  fois  :  le 

nombre  des  droites  est  donc  %,-  =  12. 

219.   Tangentes  issues  d'un  point.  —  Les  arguments  v  des  points 

de  contact  des  tangentes  menées  à  la  cubique  par  un  de  ses  points  u 

vérifient  l'équation 

9.  r  -^  u  —  Période, 
ou 

r  = i —  Période. 

9.        -i 

Il  y  a  quatre  demi-périodes  distinctes  aux  périodes  près,  savoir 
u,  cO|,  <02,  C03;  donc  quatre  tangentes. 

La  droite  qui  joint  deux  quelconques  des  points  de  contact  et 
-relie  qui  joint  les  deux  autres  se  rencontrent  sur  la  cubique;  car 

droite  qui  joint  les  points et h  Wi,  coupe  encore  la 


cubique   au  point  u  —  w,,   et   la  droite  qui  joint  — -- -4- Wa  et 
— H  (>J8  la  coupe  au  point  u  —  a>2 —  0)3,  c'est-à-dire  i/-i-  to,  : 

le    point  est   le  même   que  le  précédent  puisque   la   difl'érencc 
u  -\-  cO|  —  (//  —  ci>,  )  est  une  période,  2  Wi . 

On  délermine  ainsi  trois  nouveaux  points  de  la  cubique  «/-hwi, 
//  -4- a>2,  w-hCi^s;  les  tangentes  en  ces  points  et  la  tangenle  au 
point  primitif  7/  se  coupent  en  un  même  point,  situé  sur  la  courbe, 
d'argument  —  2f/,  elc. 

2^.  Différentielles  abéliennes.  —  Pour  une  cubique /(j:,^)  =  o, 
or  et  y  étant  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  w,  toute 
difierentielle  abélienne,  ¥{x^y)dx^  où  F  est  rationnel  en  x  el^, 
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prend  la  forme  ^(u)  duj  ^{u)  élanl  elliptique.  On  peut  donc  l 'in- 
tégrer par  la  méthode  d'Hermilc. 

Exemple  r\  —  Les  intégrales 

r  dx  r  dx 


1  *  /  - 

K  x"^ ->r  a x'^ -\- b X -\- c )^  ^      {x^-h  ax-  :- bx -T- c }^ 

se  ramènent  aux  intégrales  elliptiques  :  car  en  posant 

(G)  y^  =  x^-h  aj'*-h  bx  ~\- c, 

elles  s'écrivent  /  — >  /  -^;  elles  sont  donc  abéliennes  relative- 
ment à  la  cubique  (6).  Pour  les  calculer,  il  faut  exprimer  les 
coordonnées  x  ely  d'un  point  de  (6)  en  fonction  elliptique  d'un 
paramètre;  or,  en  décomposant  le  second  membre  en  facteurs, 
ré(|uation  (6)  s'écrit 

(7)  y^r-.(x-OL)[X  ?J)(X  —  ';), 

et  un  point  d'injlexion  de  cette  courbe  est  en  évidence,  le 
point  y  =  o,  j:  =  a,  oii  la  tangente  est  la  droite  j:  —  a  =  o.  La 
méthode  du  n**  215  s'applique  alors  sans  difficulté. 

Exemple  2°.  —  L^aire  comprise  entre  un  arc  de  cubique,   les 
deux  ordonnées  extrêmes  et  l'axe  des  x  a  pour  expression 

f  ydx; 

on  saura  donc  la  calculer  par  les  fonctions  elliptiques.  Il  en  esl 
de  même  de  l'aire  comprise  entre  un  arc  de  cubique  et  les  deux 
rayons  qui  vont  de  l'origine  des  coordonnées  aux  extrémités  de 
cet  arc  :  elle  a  en  effet  pour  expression 

-^    f  {^  dy  —y  dx)  -=  ^-ry  —J  y  dx, 

car  l'aire  du  triangle  qui  a  pour  sommets  l'origine  et  les  points  {x^y) 

{x -^  dx  y  y -\- dy)   est  -(jc  rf/ —jk*^»^)»  en  valeur  absolue. 

A  titre  d'application,  considérons  une  cubique  dont  les  asjmp— 
totes  sont  concourantes  à  l'origine,   et  inflexionnelles  :  prenons 
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pour  aïe  des  j'  une  de  ces  asymploles;  la  cubique  a  pour  équation 

r{y--^iaTY  -^r-hx"^)  ^  !^c        ou         (^r -h  «x)* -h  A  j**  —     -• 
Fiiisons  jC  =  ^;  il  vient 


( 

yl-^ay-  =  ficl^- 

-X-r(i?3. 

-^3», 

;r:  étant 

égal 

kk 

:  c. 

Si  donc  on 

pose 

,  O,  ^5  ), 

on  aura 

r5-i-«  = 

:  s/c  y  II  : 

d'où 

V 

=  i^'      ^ 

a 

—  y 

ci 

^ ./ 

■W      ^^ 

.^.,.,/^\. 

__/^,.... 

r.,  _  a 

puisque  p''u:=6p^u ^2?   et  qu'ici    o-^,z=u.  L'aire  comprime 

entre  un  arc  de  cubique  MoM|  et  les  rayons  qui  vont  de  l'origine 
au\  points  Mo  et  M|  est  dono,  si  Ton  désigne  par  Uq  cl  //,  les  para- 
iiU'lres  elliptiques  de  Mq  et  M|  sur  la  cubique, 


3  v^    /       du  —  i^c  (iii  —  u^) 


On  obtient  par  là  une  interprélalion  géométrique  du  paramèln* 
elliptique  Uy  et  le  théorème  sur  les  arguments  de  trois  points  en 
ligne  droite  (W|  +  "a-h  W5  =  consl.)  s'énonce  ainsi  : 

Soil  une  cubique  à  asymptotes  distinctes,  inflexion  ne /les  et 
concourant  en  un  point  O;  une  droite  la  coupe  en  trois -points 
M,,  Ma,  Ma  :  si  la  droite  se  déplace  d'une  manière  quelconque, 
les  aires  balayées  par  les  rayons  vecteurs  OM,,  OM2,  OM3  ont 
à  chaque  instant  une  somme  algébrique  nulle. 


lis 


DEUXIEME   PARTIE. 


FONCTIONS  D  UNE   VARIABLE   IMAGINAIRE. 


III.  —  PENDULE  SIMPLE. 


!221.  Une  des  applications  mécaniques  les  plus  simples  ilc> 
fondions  elliptiques  est  Tétude  du  mouvement  du  pendule. 

222.  Loi  du  mouvement.  —  Soit  ^  l'angle  que  fait,  au  temps  i^ 
la  tige  OM  {/ig*  78)  du  pendule  avec  la  verticale  dirigée  vers  le 
bas;  à  l'origine  du  mouvement,  alors  que  l'angle  <p  était  égal  à  çi„. 

Fig.  78. 


on  a  abandonné  le  pendule  sans  vilesse  initiale.  La  longueur  d*- 
la  tige  étant  /  et  l'accélération  due  à  la  pesanteur  étant  g^  Téqua- 
lion  du  mouvement  est,  d'après  la  Mécanique, 


do 


Multipliant  les  deux  membres  par -^  >  et  intégrant  par  rapporl 
à  r,  on  obtient 

1    /  /doY 

(  -77        =  COSC  COS  C&o, 

puisque,  pourç  =  îpo,  la  vitesse,  l  J *  estnulle. 
Cette  équation  s'écrit 


(0 


M.,. 


do 


Vo 


COS  »o 


Le  second  membre  se  ramènerait  à  la  différentielle  eliiptiquo 
de  première  espèce  en  posant  cos'^  =  :r;  nous  arriverons  à   un 
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résultat  plus  simple  en  prenant  pour  variable  tang--»  ou  mieux 
cot  -^-^ — îj  qui  en  est  une  fonction  linéaire.  Posons  donc 


cot  ■: '-  =  x; 


d'oî 


-do  {  i-H  col-  -î '-   )  =  ax,         (1rs  =  —    -    ^ 

a      *   \  -i       /  •  I  -î-  -F* 


D^ ailleurs  on  a 

coscp  =  cos(ço— -  9  —  ©o)  =  cos(oo —  o)  cosï>o-+-  siin  ç>o —  Ç>)  sin©©» 
et,  en  utilisant  les  formules  qui  donnent  s\n  ii  et  cos£^  en  fonclion 
de  cot  — >  on  trouve 

cos©  =  — coscPoH r- —  sincpo- 

Portons  ces  valeurs  deofcp  et  de  cosf  dansTéquation  (i);  celle-ci 
devient 


( 


/•2 (  J^  -i-  i  j  (  JF  —  0  <  -^ — cotço)  v^siiicpo 

et  le  dernier  membre  est  une  diffère ntielle  elliptique  en  x.  Pour 
la  réduire  à  la  forme  normale,  posons  (n°  211), 

il  vient 

étant  posé 

^1=  ^cotoo,        ^î=  *—  jcotooï        «3  =  —  t—  ^cotcpo. 
Faisons  maintenant,  dans  (3),  ^=  p(M,  e»),  nous  avons 

V     *  v^sinoo      P  "  /sinoo 
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et,  en  inlégraiil. 


:«V^' 


fe(H-C; 


d'où,  en  remonlani  la  série  des  calculs, 

'-^o — o  î  I  ( ,    A'îiinoo  ,\ 

(î)      a-  =  cot  — y-^  =7-+-  3^«l?o=  ^  colcpo-+- p(  1/  — Tf^  '  '^  ^)' 

Pour  délerniiner  la  constante  C,  observons  que,  pour  /  =  o, 

'f  est  égal  à  fo\  cot ^-5-; — '-  est  donc  Infini,  ce  qui  exige  que  pC 

soit  infini,   ou  que  C  soit  une  période  de  pu.  L*équatioD   (i) 
s'écrit  alors 

(3)  col^— -*   =  ^cotoo-hj)  l  1/  — r^-')î 

elle  donne  l'angle  ©  en  fonction  du  temps  l. 


223.  Discussion.  —  Désignons,  pour  simplifier,  i/^^-rf^^ 
par  ç]  lorsque  v  croît  de  o  à  la  demi-période  réelle  Qj  pv  décroîi 
(n"  207)  de  +ocà  Ct  ;  cot^^"~^  décroît  donc  de  +ooà  ^coKpo-H^i' 
c'est-à-dire  à  cotcp,,,  et  par  suite  l'angle  cp  décroît  de  Oq  à  — 5<,. 


/: 


La  demi-oscillation  s'oLlient  donc  en  faisant  varier  /  de  o  à 
11. 


4/ 


Si  Ton  continue  à  faire  croître  ^  de  û  a  2Û,  j)p,  et  par  suite  ^ , 
repasse  en  sens  inverse  par  les  mêmes  valeurs,  de  sorte  qu'aux 
valeurs  v  el  au  —  {f  corresponde  une  même  position  du  pendule. 
Pour  r=  2U,  le  pendule  revient  au  point  de  départ. 

La  durée  de  l'oscillation  complèle,  T,  est  donc  égale  à 

et,  pour  û,  on  a  la  formule  (i  1)  du  n**  208, 

dy  r  dx 


il  =  r        ^^         =  r 


en  posant  toujours  y=^x  —  -^  cot  cp,,- 
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IV.  ~  THÉORÈME  DE  PONCELET. 


221.  Euler  avait  observé  qu'on  ne  peut,  en  général,  inscrire  à 
une  circonférence  donnée  un  triangle,  fpii  soit  en  même  temps 
circonscrit  à  une  autre  circonférence  donnée  an  hasard  :  le  pro- 
blème pourtant  semble  possible  a  priori,  le  nombre  des  inconnues 
élanl  ép^al  à  celui  des  équations.  Euler  a  également  établi  que,  s*il 
existe  un  pareil  triangle,  il  en  existe  une  infinité  d'autres.  Pon- 
celet  a  donné  à  la  Remarque  d'Euler  une  extension  célèbre  que 
Jacobi  a  ensuite  rattachée  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
A  ce  point  de  vue,  nous  déduirons  le  théorème  de  Poncelet  du 
lemrne  suivant. 

225.  Lemme.  —  Soit  S  une  conique;  les  coordonnées  carté- 
siennes d'un  de  ses  points  peuvent,  comme  on  sait,  s'exprimer  en 
fonction  d'un  paramètre  ou  argument  /,  sous  la  forme 

les  a,  6,  c  étant  des  constantes.  A  une  valeur  de  t  ne  correspond 
qii^un  seul  point  de  la  conique  S;  inversement,  à  un  point  de  la 
conique  ne  correspond  qu'une  valeur  de  t  :  par  exemple,  t  peut 
être  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  qui  joint  le  point  .^,  ^  à 
un  point  fixe  de  la  conique. 

Les  équations  (S)  ne  changent  pas  de  forme  si  l'on  y  remplace  ^ 
par  une  nouvelle  variable  6,  définie  par 

a,  ^,  •',  o  étant  des  constantes.  Soient  alors  /«,  /|,  /2)  ^3  1^^^  ar- 
guments t  de  quatre  points  quelconques  de  S;  e?o,  ^i,  e-j,  ^3  les 
valeurs  de  0  qui  leur  correspondent  par(i);  je  dis  que  je  puis 
choisir  a,  3,  y,  S  de  manière  que  ^o  =  00  et  que  e^  -j-  e^  H-  é'a  =  o. 
Il  suffit  pour  cela  de  prendre,  pour  relation  (i)  entre  t  et  0,  la 
relation 

s.j^s  0  — \-hj  {h  étant  une  conslante), 

^  t  ——  ti) 

II.    -  II.  i(i 
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(le  sorlc  que  Cq  sera  bien   infini,  et  de  délerminer  ensuile  h  de 
iiianiL're  que  Ton  ail 

(3>  3A  H ' 1 ^ \ ! —  =  o, 


car  Ci  = -f-  /e  ;  .... 

'1  —  '0 

Ainsi,  et  c'est  !e  Lemme  que  nous  avions  en  vue  ('),  on  peut 
représenter  paramélriquement  une  conique  par  des  équations  de 
la  forme  (S),  de  manière  que  les  arguments,  0,  de  quatre  poiols 
donnés  (quelconques),  Ao,  A|,  Ao,  A3,  sur  la  conique,  soient  res- 
pectivement 00  et  trois  quantités  de  somme  nulle  (c^,  r^a,  fj). 

226.  Posons  maintenant,  dans  les  équations  (S),  où  Ton  a  écrit 
0  à  la  place  de  /, 

0  =  p(Wre,,  62,^3). 

En  vertu  de  cette  relation  et  des  équations  (S),  à  une  valeur 
de  pu  correspond  un  seul  point  de  la  conique  S,  et  à  un  point 
de  S,  une  seule  valeur  de  j)W,  c'est-à-dire  deux  arguments  ellip- 
tiques u  (à  des  périodes  près),  égaux  et  de  signes  contraires.  En 
d'autres  termes,  une  valeur  de  u  donne  un  point  de  la  conique,  et 
à  un  point  de  la  conique  répondent  deux  arguments,  -f-a  et  — u: 
bien  entendu  les  arguments  «^ -|- Période  donnent  le  même  point 
que  u. 

Cela  posé,  soit  c  une  constante  donnée  quelconque;  éludions 
l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint,  sur  la  conique  S,  les  deux  points 
d'arguments  u  Qi  c  —  u^  c'est-à-dire  deux  points  dont  les  argu- 
ments elliptiques  ont  pour  somme  c  :  celle  enveloppe  t^st  algé- 
brique, puisque  p{c — u)  est  fonction  algébrique  de  pu  (n"198). 

Par  un  point  de  S,  d'arguments  ±«,  passent  évidemment  rfettjr, 
cl  deux  seulement  de  ces  droites,  à  savoir  celles  qui  joignent  res- 
j)ectivement  ce  point  aux  deux  points  czpw;  l'enveloppe  de> 
droites  considérées  est  donc  une  courbe  de  seconde  classe,  c'est- 
à-dire  une  conique,  T'.  Il  est  facile  de  trouver  les  quatre  points  où 


(')  On  vérifie  immédialcmeni,  à  l'aide  de  (i)  et  des  expressions  ej  : 
qu'on  a,  en  désignant  par  k  une  constante, 

dt  k  rfO 


\^t-U)i,t--t,)[,i-t,)(,l-l,)       V'('i-«.)(Ô-e,)(6-e3). 
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la  conique  S  est  coupée  par  ï'  :  soit  u  l^argument  de  l'un  d'eux; 
les  deux  tangentes  menées  à  T'  par  le  point  u  doivent  coïncider, 
et,  comme  elles  joignent  respectivement  u  aux  points  c -\- u  et 
c —  «  de  la  conique  S,  il  faut  que  ces  deux  derniers  se  confondent^ 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

c-{-a=zh(c  —  «)-+-  Période. 

On  doit  prendre  le  signe  -f-,  sinon  on  trouverait  pour  c,  qui 
est  donné  arbitrairement,  une  valeur  particulière  (c  =  ^  Période); 
on  aura  donc  2W  =  Période,  et,  par  suite,  en  appelant  2(1)4,  2(02, 
2Ws  les  périodes  de  p(w,  ^1,  ^2,  ^3),  on  obtient  les  quatre  solu- 
tions 

u  =  0,  a>i,  toj,  W3         (-h  Période), 

ce  qui  donne 

pu,     c'est-à-dire     ô,         =00,  «i,  e^»  ^a- 

Les  quatre  points  cherchés  sont  donc  les  quatre  points  donnés 
primitivement.  A©,  A|,  A2,  A3,  sur  la  conique  S.  Au  point  Aq 
(pa  =  00  ou  M  =  o),  la  conique  T' touche,  d'après  ce  qui  précède, 
la  droite  qui  joint  ce  point  au  point  d'argument  c. 

On  trouverait  évidemment  la  même  conique  T'si  l'on  changeait 
c  en — c,  car  les  points  — c  dz  w,  coïncident  respectivement 
avec  les  points  c  =p  w. 

Ainsi  :  Soit  S  une  conique  pour  laquelle  les  coordonnées 
cartésiennes  d'un  point  s'expriment  par  des  quotients  de  poly- 
nômes du  second  ordre  en  pu,  les  deux  dénominateurs  étant 
les  mêmes  :  les  droites  qui  joignent  sur  cette  conique  deux 
points  dont  les  arguments  elliptiques  ont  une  somme  (ou  une 
différence)  {*)  constante  c  enveloppent  une  conique  T';  toutes 
les  coniques  T',  obtenues  ainsi  en  faisant  varier  la  constante  c, 
coupent  S  en  quatre  mêmes  points,  qui  sont  ceux  d'arguments 
elliptiques  o,  Wj,  (O2,  (03. 

227.  Réciproquement  y  considérons  les  coniques  T  qui  coupent 
CD  quatre  points,  Aq,  A|,  A2,  A3,  une  conique  S,  représentée 


C)  Au  liea  de  la  somme,  on  peut  dire  la  difTérence,  puisque  les  arguments 
elliptiques  ne  sont  définis  qu'au  signe  près. 
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paramélriquemenl  en  t  par  des  équations  du  type  (S)  :  intro- 
duisons, à  la  place  de  /,  un  paramètre  9,  lié  à  /  par  une  équa- 
tion (2),  de  inanicre  que  les  arguments  9  de  Aq,  Ai,  A2,  A, 
soient  00  et  trois  quantités  de  somme  nulle,  e^,  ^2î  ^3  •  î>*  l'o" 
pose  0  =  p(w,  ^4,  ^2,  ^3),  je  dis  que  chacune  des  coniques  T  sera 
l'enveloppe  des  droites  qui  joignent  sur  S  les  points  d'arguments 
elliptiques  u  et  c  —  w,  c  étant  une  constante  convenablement 
choisie. 

Soit,  en  effet,  T  la  conique  considérée;  prenons  pour  riz  c  l'ar- 
gument elliptique  du  point  où  la  tangente  menée  à  ï  au  point  Aq 
(qui  répond  à  6  =  pM  =  '30,  c'est-à-dire  à  m  =  o)  coupe  de  nou- 
veau la  conique  S  :  l'enveloppe  correspondante  est  (n**  226)  une 
conique  T',  qui  passe,  comme  T,  par  Aq,  Aj,  Aj,  A3  et  qui  louche 
en  Ao  la  droite  joignant  ce  point  au  point  d'argument  c,  c'est- 
à-dire  qui  a  en  Aq  la  fuême  tangente  que  T;  il  en  résulte  immé- 
diatement que  T' coïncide  avec  T  (  *).  c.   Q.   F.    D. 

228.  Théorème  de  Poncelet.  —  D'après  cela,  étant  données 
deux  coniques  quelconques,  S  et  T,  on  peut  représenter  paramé- 
triquement  S,  en  fonction  d'un  paramètre  pw,  de  telle  sorte  que 
les  tangentes  menées  à  ï  par  un  point  arbitraire  de  S,  d'argument 


(')  Ce  théorème  peut  recevoir  la  forme  suivante  :  Soient  u'  et  u*  les  argu- 
ments elliptiques  des  deux  points  où  une  tangente  de  T  coupe  S  ;  0/1  a 
du'±i  du"  =  G,  quand  on  passe  de  cette  tangente  à  la  tangente  infiniment  voi- 
sine. Or,  on  a  posé  6  =  jiw,  d'où  db  =  p'uduy  c'est-à-dire 

du  ~ 


y',(0-t',)(0-e2)(0-e3) 
ce  qui  donne 


Revenant  de  0  à  l'ancienne  variable  f,  on  obtient  ainsi,  d'après  la  Note  da  n*  225, 
la  relation 

dt'  ,  dt" 


\''{t'-t,){t'-t,){t'-t^){c'-t,)     \^t"  - 1,)  {f  ~  t^)  n"  - 1^)  {r  —  i^) 

t'  et  /"  élant  les  arguments  des  deux  points  où  la  conique  S  est  coupée  par  unr 
tangente  quelconque  de  T,  et  ^„,  ^,,  t^y  t^  les  arguments  des  points  où  elle  c-i 
coupée  par  T.  {^Voir  une  démonstralion  directe  de  ce  théorème  au  n"  280,   Noir. 
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clIipUqne  ±  //,,  cou|)ent  de  nouveau  S  respectivement  aux  |)oints 
d'arguments  c  di  Wi ,  ou  encore  Ui  ±  Cy  c  désignant  une  constanle. 
Prenons  par  exemple  la  première  tangente,  celle  qui  coupe  de 
nouveau  S  au  point  «a,  tel  que 

Mj  =   z/, -h  c. 

La  deuxième  langenle  menée  de  ii^  à  T  coupe  S  en  un  nouveau 
point  Uzj  tel  que 

«/,=  wj-i-  c  —  w,  -h  2r, 

et  ainsi  de  suite.  On  obtient  de  la  sorte  sur  S  des  points  d'argu- 
ments 

z/i,     Ui-T-Cj     //, -+-'2C,     i/,-h3r?,      ...,     Ui-\-nCj      ... 

formant  les  sommets  successifs  d'une  ligne  polygonale  dont  les 
côtés  touchent  ï;  pour  que  la  ligne  se  ferme,  avec  n  côtés,  il  faut 
<|ue  le  (n  H-  i)''"*^  sommet  coïncide  avec  //,,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

(  î  )  Wi  -4-  /iC  =  Ui  -f-  PiM-ioili*  (  1  ), 

d'où 

ne  =  I*criojic. 

Celle  condition  est  indépendanle  du  point  initial  Ut  ;  si  elle  est 
vérifiée,  la  figure  polygonale  se  fermera  toujours,  quel  que  soit 
le  point  de  départ,  sinon  elle  ne  se  fermera  jamais. 

Donc  : 

Deux  coniques  étant  données^  il  n  existe  pas,  en  général, 
de  polygone  de  n  côtés,  inscrit  à  l'une  et  circonscrit  à  C  autre; 
si  un  tel  polygone  existe^  il  y  en  a  une  infinité  d'autres. 


(  •  )  Le  point  —  u  étant,  sur  S,  le  même  que  le  point  w,  on  aurait  pu  aussi  écrire 
u^-h  ne  ——  u^-\-  Période. 

Msîs  en  ce  cas  on  n'aurait  pas  un  vérilabie  polygone.  Le  deuxième  sommet 
ii,-f-  c,  coïnciderait  en  effet  avec  le  n'*»«,  m, -h  {n  —  i)c,  car,  en  vertu  de  l'équa- 
tion précédente,  on  a 

M,  -h  (  /i  —  I  )  C  =  —  (  w,  4-  C  )  H-  Période  ; 
et  ainsi  de  suite;  on  trouverait  dune  une  ligne  polygonale  repliée  surelle-mème 
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229.  On  peut  déduire  de  la  théorie  précédente  d'autres  consé- 
quences intéressantes,  également  dues  à  Poncelet. 

I®  Si  les  sommets  d'un  polygone  de  n  côtés  se  déplacent  sur 
une  conique  S,  et  si  les  (n  —  i)  premiers  cotés  restent  tangents 
à  une  conigueT,  l'enveloppe  dun^^"*^  côté  est  une  conique,  qui 
passe  par  les  quatre  points  d^ intersection  de  S  et  de  T. 

Car,  S  et  T  étant  les  coniques  du  numéro  précédent,  si  M|, 
u^y  .. .,  Un  désignent  les  argumenis  elliptiques,  sur  S,  des  n  som- 
mets, et  si  les  (/i  —  i)  premiers  côtés  touchent  T,  on  aura  (n"  228) 

Le  n**"*"  côté  c^t  celui  qui  joint  les  sommets  Un  et  «i  ;  la  diffé- 
rence Un  —  W|  étant  la  constante  (n  —  i)c,  Tenveloppe  de  ce  côté 
est  (n'^  226)  une  conique  passant  par  les  quatre  points  d'arguments 
elliptiques  o,  (0|,  0)2,  0)3,  c'est-à-dire  par  les  quatre  points  Ao,  A|, 
A2,  A3,  communs  à  S  et  à  T. 

2°  Si  les  sommets  dUin  polygone  de  n  côtés  se  déplacent  sur 
une  conique  S,  et  si  {n  —  i)  de  ses  côtés  restent  respectivement 
tangents  à  {n  —  \)  coniques  T,  T|,  ...,  ï/i_2,  coupant  toutes  S 
en  quatre  mêmes  points,  C enveloppe  du  n^^'^"  côté  est  une 
conique  T,,.,,  qui  passe  aussi  par  ces  quatre  points. 

Car  les  arguments  elliptiques,  sur  S,  des  sommets  successifs 
du  polygone  sont 

u„  =  «,-i-  c  -^  Ci-f-.  ..-f-  r,i_o, 

et  la  différence  u» —  «1  est  encore  constante. 

De  même,  la  droite  qui  joint  le  sommet  de  rang  h  au  sommet 
de  rang  k  enveloppe  également  une  conique,  qui  passe  par  les 
quatre  mêmes  points. 

230.  Application  au  pendule.  —  Nous  avons  trou vé.(n"  222), 
pour  l'onj^lccsdu  pendule  avec  la  verticale,  au  temps  t,  la  formule 

O-i O  I 

(5)  col-: — ; L  =  -colOo-i-pi'", 
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i'  désignant  une  quantité  proportionnelle   au  temps.  On  déduit 

de  là,  pour  cot-»  une  expression  de  la  forme  col^  =  — ; r — > 

les  m  et  n  étant  des  constantes  :  par  suile,  /es  coordonnées 
l  sîn'^  et  /cos5>,  du  point  pesant  pendulaire  qui  décrit  une  circon- 
férence S  de  rayon  /,  auront,  en  fonction  de  pv^  des  expressions 
du  type 

/coss=     -\ ,    * :  /sinï)=       ''  '' 


{ai,  bi,  Ci=  const.). 

Ces  expressions  sont  semblables  à  celles  introduites  aux  n®*  225 
et 226  pour  la  conique  S;  donc  la  droite  qui  joint  sur  la  circon- 
férence S  deux  points  dcmt  les  arguments  (^  ont  une  différence  fixe, 
c'est-à-dire  deux  positions  du  pendule  séparées  par  un  intervalle 
de  temps  constant,  enveloppe  une  conique,  ï',  coupant  S  aux 
points  pour  lesquels  on  a 

pv  =oc,  eiy  €iy  ^3. 

Or  la  formule  (5)  ci-dessus  donne  respectivement,  pour  pi^  =  co 
et  pv=:  ei=z  -  cotOQ,  les  valeurs  cp  =  ©o  et  cp  =  —  ^p^,,  comme  on 

l'a  vu  d'ailleurs  au  n°  223  :  les  points  correspondants  sur  2  sont 
la  position  initiale  du  point  pesant,  et  sa  symétrique  par  rapport 
ù  la  verticale  du  point  de  suspension.  Pour  pv  =  e2  ou  ^3,  c'est- 
à-dire  pi'  =  di  /  —  -  col'^oî  on  a 

col  '  —  col  -î— 

.  ?«»— ?      _i_  •  '^'  *         .    • 

col'       -^=rT/,         ou =zz'zi, 

K  o  On 

i  -\-  col-'-  COl-i- 

•À  1 

ce  qui  donne 

cot^-==ht;        d'où        colo=±ij 

et  les  deux  points  correspondants  sur  S  sont  les  points  circulaires 
à  l'infini.  La  coniijue  T'  est  donc  une  circonférence,  qui  passe 
par  la  position  initiale  du  point  pesant  et  sa  s>métri([ue  par 
rapport  à  la  verticale  du  point  de  suspension.  Donc  enfin  : 

Soit  un  point  pesant  pendulaire,  partant  sans  vitesse  ini- 
tiale dUine  position  Ao",  désignons  par  A'q  le  symétrique  de  A© 
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par  rapport  à  la  verticale  du  point  de  suspension  :  la  droite  qui 
joint  deux  positions  du  point  pesant  correspondant  à  un  écart 
de  temps  donné  enveloppe  une  circonférence  qui  passe  par  A© 
et  A^  ;  ou  encore  : 

Si  deux  pendules  de  même  longueur  sont  partis  sans  vitesse 
initiale  de  la  même  position  OAo,  mais  à  des  moments  diffé- 
rents, la  droite  qui  joint  à  chaque  instant  leurs  extrémités 
enveloppe  une  circonférence  passant  par  Ao  et  A^  (Jacobi). 

2*31.  Arc  de  lemniscate.  —  L'hjperbole  S,  x- — j'-=ia^^  a 
pour  représen talion  parainélriquc 

(0)  x-^a-—-—.         y^a 


it  ^  it 

Elle  est  coupée  par  la  conique  T,  d'équalion 

X  f  r  - -h  j'2  ) -h  Tî —  vî —  a'^=  o, 

quelque  soit  X,  aux  quatre  points  dont  les  arguments  i  sont  les 
racines  de  Téquation  ^*  -f- 1  =  o  ;  donc  (noie  du  n"  227),  si  /'  et  C 
sont  les  arguments  des  points  où  une  tangente  quelconque  de  T 
rencontre  S,  on  a 

,  .  de     _^     dt" 

(7)  — =—±   -_--:-  =0. 
/ /  *  -t-  I  /r-  H-  I 

D'ailleurs  la  droite  ux  H-  vy —  i  =  o  sera  une  tangente  de  T  si 
l'on  a 

(8)  ^^^^l^,. 

La  transformée  de  Thyperbole  S  par  inversion,  l'origine  étant 
pôle  et  la  puissance  a^,  est  la  Lemniscate  L 

et,  pour  le  point(Ç,  r,),  Iransformé  du  point  (6),  (x,  j'),  deThyper- 
bole,  on  a 

La  tangente,  ux  -\-vy  —  i  =:  o,  de  T  a  pour  inverse  le  cercle 


CHAPITRE   IV.   —   APPLICATIONS    DES    FONCTIONS   ELUPTIQLES.  ^49 

dont  le  centre,  -a-w,  -a^r,  est,  en  vertu  de  (8),  sur  la  conique 

. h  . —  -  -  : 

A  -r  I  A  —  I  4 

celle-ci  a  pour  fojers,  quel  que  soit  A,  les  deux  points  d'abscisses 
ni  -rr  sur  Taxe  des^,  points  que  Ton  nomme  Icsyb^er^  singuliers 

de  la  Lemniscate  L. 

Donc,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  si  /'  et  t"  sont  les  arguments 
des  deux  points  (autres  que  l'origine  et  les  points  circulaires  à 
rinfini)  où  la  Lemniscate  (9)  est  coupée  par  un  cercle  mené  par 
rorigine,  et  si  ce  cercle  varie  de  manière  que  son  centre  décrive 
une  conique  ayant  pour  foyers  les  foyers  singuliers  de  L,  on  aura, 
entre  r',  t^  et  leurs  différentielles,  Péquation  (7). 

D'ailleurs,  des  expressions  (9)  de  Ç  et  t,  en  fonction  de  t,  on 
lire 

*  /*-T      I 

d'où  pour  l'élément  d'arc  ds,  de  la  Lemniscate,  ds  =  aJ2.    - > 

de  sorte  que  l'ét] nation  (7)  s'écrit  ds' zh  ds"  =  o. 
En  d'autres  termes  : 

Soient  M'  et  W  les  deux  points  mobiles  où  une  Lemniscate  L 
est  coupée  par  une  circonférence  quelconque  passant  par  son 
point  double  :  si  l'on  fait  varier  la  circonférence,  de  manière 
(jue  son  centre  reste  sur  une  conique  ayant  pour  foyers  réels 
les  deux  foyers  singuliers  de  L,  les  arcs  de  Lemniscate  par- 
courus par  les  points  M'  et  W  sont  à  chaque  instant  égaux. 
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CHAPITRE  V. 

CALCULS  NUMÉRIQUES. 


Le  problème  que  nous  allons  aborder  dans  ce  Chapitre  esi 
celui  du  calcul  effeclif  des  fonctions  pw,  Cm,  cj*//,  quand  on  part  dc> 
invariants  g^^  et  ^3. 

A  cet  effet,  nous  introduirons  d*abord  une  nouvelle  fonction, 
la  fonction  0(m),  qui  est  liée  à  du  d'une  manière  simple,  et  qui 
offre  l'avantage  de  pouvoir  être  exprimée  par  une  série  très  con- 
vergente. 

232.  Retour  sur  la  fonction  du,  —  Reprenons  la  fonction  tiiu 
formée  avec  les  périodes  awa,  2(op,  2(»)y,  (<«)a+  cop-f-  Wy  =  o);  on 
a(nM78) 


(!) 


C  (  w    f-  Si  Wa  )  ~  —  <?'^'«  ^""^  ^^  3*  u 


étant  posé  •/)«  =  Ç<«>a'  I'  y  »  entre  les  quantités  r^a  et  w^  des  rela- 
tions remarquables. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  rapport  wp  :  w»  ait  sa 


Fig-  79- 


partie  imaginaire  positive,  et  considérons  (  //^.  79)  un  parallélo- 
gramme construit,  à  partir  d'un  point  quelconque  A,  avec  les  deux 
périodes  atOgt,  2 top.  Je  dis  que  si  l'on  décrit  le  contour  du  parallé- 
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logramme  à  partir  de  A,  en  commençaDt  par  le  coté  AB,  qui  re- 
présente 2(i)a,  on  le  décrit  dans  le  sens  positif,  c'est-à-dire  que 
l'angle  BAD  est  compris  entre  o  et  tt.  En  effet,  soit  posé 

2a)a=  p(cos(5-f-  i  sinp),         2top=  p'(coso'H-  isino), 

on  a 

—  =  -i- rcos(©'— ç) -h  isîn(o' — o)], 
Wa  p  '         ^ 

et,  puisque  le  rapport  (op  :  co^  a  sa  partie  imaginaire  positive, 
FaDgle  cp' — cp,  c'est-à-dire  l'angle  BAD,  a  son  sinus  positif,  ce 
qui  établit  la  proposition. 

Cela  posé,  l'intégrale  — :   /  ^udu^  le  long  du  contour  ABCD, 

est  égale,  d'après  le  théorème  des  résidus,  à  l'unité,  car  ^u  n'a 
qu'un  pôle  à  l'intérieur  du  contour,  avec  le  résidu  -h  i  ;  mais,  à 
cause  de  la  relation  ^(u  -|-  awo)  =  J^w-f-  27ip,  on  a  évidemment 

/    l^udu  -^  I    tudu  —  —    /     •iT,Q  du  —  —  4 r^û  Wa : 

ety  de  même, 

J'     Ç  u  du  -i-   /     tu  du  =  4  ^,a  wg, 
lie  di)x 

d^où  la  relation  finale 

(2)  — ^.{-ÎT^iaCO^  — 4TjjjWa)  =  l  ou  r^aWp  —  T,«j(.ia  ^  -J^  • 

233.  La  fonction  thêta.  —  Posons  pour  un  instant 

(3)  V(u)=—e    '^*2«'»«3'//: 
on  a,  en  vertu  des  relations  (i), 

I   F(M-h  20Ja)  =  —  F('' ), 

(  F(w4-2tuj3)  r-r  — F(M;e    '^         "^    ^^^«V       ^        V, 

OU,  en  tenant  compte  de  (2), 
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co  qui,  SI  1  on  pose  g  =  e    ^'*«,  s  ocnl 

.  rt 

On  voit,  par  (4),  que  F(«)  change  de  signe  par  Taddillon    à  u 

iiz 

(le  aw^;  donc  !a  fonclion  F(w):  fî  ****«  admellra  la  période  acoa,  et 
comme,  en  verlii  de  (3),  elle  est,  ainsi  que  cj'm,  holomorphe  dans 
tout  le  plan,  on  pourra,  dans  tout  le  plan,  la  développer  en  série 
de  Fourier  (n"  124),  ordonnée  suivant  les  puissances  entières, 

négatives  et  positives,  de  Texponentielle  e    *^«  : 

F(i/):e      i^<i  =  y    \n€        <«>« 

ou 

^  V^   »        1  î/i -1-1)1  t:-^— 

(6)  F(M)  =  >   X„e  »"«. 

Écrivons  maintenant  que  F(w)  satisfait  à  la  relation  (5),  il  vient 

//  ^- î 0)3  „ 

d'où,    en   égalant    dans  les   deux   membres   les    coefficients     de 


o 
(J/i  — DiTC    " 


e  **'^ 


A„_,7««-i^  —  (/-»  A„         ou         A;,  =  —  q^»X„^i. 
On'en  conclut  immédiatement 

A;,  =  (— i)"^««-^2("-i'-»--*îAor^  (—  i)»<7"'-^-«Ao, 

A     -î-  . 

et,  en  posant  Ao=  -  y*,  on  obtient,  pour  F(m)  :  A,  la  série,  que 

nous  désignerons  par  6 (w),  * 

00 

D'après  les  propriclcs  de  la  série  de  Fourier,  cette  série  converge 
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absolument  et  uniformément  (')  dans  toute  région  finie  du  plan; 
en  vertu  de  la  définition  (3)  de  F(w),  elle  représente  une  fonc- 
tion entière;  ses  dérivées  successives  s'obtiennent  (n'*  117)  en  la 
dérivant  terme  à  terme. 

On  peut  écrire  la   série  6(«),  en   groupant  les  termes  qui  ré- 
pondent à  71  et  à  —  n  —  i , 


",11 


(8)  0(m)  =  ■^^<'—  ^y*<I  "^''^  sin('2«-+-i) 


0 


La  liaison  entre  ^u  et  ^u  est  donnée  par  (3)  et  (7  )  : 

(9)  0(a)-  -r  -^  '''"*<^«crM, 

OÙ  A  est  une  constante  qui  reste  à  déterminer.  Or,  pour  m  =  0, 
le  rapport  (iu\u  tend  vers  1,  puisque  cJ'w  =  a -H  û^«  M^-j-.  .  .  ; 
c'est  dire  que,  en  vertu  de  (9),  la  dérivée  de  ô(«),  pour  a  =  o, 

est  — r .  On  a  donc,  en  formant  O'(o)  d'après  ('8), 

i  v^  («  +  *)'  f    ^  ^  ^^  \ 

(10)         -^  =  27:  >    (2/1  H- 1)7^         *       —  271^7*—  j^r^-h  5</  ♦   — .  .  .^ 
0 

La  fonclion  0(w)  est  impaire  en  a,  en  vertu  de  (9),  puisque  du 
est  impaire;  elle  vérifie,  comme  F(a),  les  relations  (4)  et  (5). 

SêH.  D'une  fonclion  du  donnée,  on  peut  déduire,  par  la  mé- 
thode précédente,  une  infinité  de  fonctions  théta^  puisque  acoa, 
2a>p  désignent  un  système  primitif  quelconque  (^)  de  périodes 
de  ^,  et  que  d  ne  change  pas  (n**  181)  (|uand  on  remplace  un 
système  primitif  par  un  autre  :  toutes  ces  fonctions  ihéia  ne 
dilTèrenl,  en  vertu  de  (9),  que  par  un  facteur  exponentiel,  mais 
leurs  développements  en  série,  (7)  ou  (8),  sont  plus  ou  moins 
rapidement  convergents  selon  la  valeur  de  q. 

Dans  les  calculs  numériques  qui  vont  suivre,  nous  supposerons 
qu'on  part  des  invariants  ^2  et  ^'3,  et  que  les  racines  Ci,  ea,  ^asonl 

(')  On  vérifierait  directement  la  convergence  de  la  série  des  modules  en  tenant 
compte  de  ce  que  Ogi  w^a  sa  partie  imaginaire  positive;  il  suffit  (réludicr  \'\\\oàu,^, 
(')  On  suppose  toutefois  que  w^Iw^^  u  sa  partie  imaginaire  po^iii\e. 
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réelles  :  nous  avons  vu,  en  eflbt  (Tome  I,  n°2o0),  que,  dans  Ja 
léduclion  des  intégrales  réelles  elliptiques,  on  pouvait  toujours 
faire  en  sorte  que  le  polynôme  du  troisième  ordre  sous  le  radical 
eût  ses  racines  réelles,  et  cela  sans  introduire  d'imaginaires  dans 
les  calculs. 

Soit  posé  €{>  e^>  en\  la  fonction  ^(m,  e»)  admet  une  demi- 
période  réelle  û,  et  une  demi-période  imaginaire  Q! i  (û  et  Û'  >  o)  ; 

on  a 

pl2  =  e,,  jj(i2'i)  =  «,  (ii-20:i), 

et  les  périodes  au,  iQ!i  forment  un  système  primitif. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  formerons  la  fonction  thêta  d'après 
la  règle  suivante,  en  ne  perdant  pas  de  vue  que  ei  >-  ej>  «o. 

1°  Si  «3  est  négatif,  nous   ferons,   dans  les  formules  (7),  (8), 


d'où 


Û' 

—  TC— - 


2*^  Si  es  est  positif,  nous  poserons 

d»    ^  * 

ou 

û 

— 7:— , 
q=ze      ^,         ea=es,         e^^^Ci,         eY=e3, 

et  nous  aurons,  dans  les  deux  cas,  puisque  (op  \  io^  et  oj^I  o>y  ont 
leurs  parties  imaginaires  positives  (n**  232), 

(II)  r,xwp  — r,pa)«=  — ,  7i^aj«— TiaWy  =  -^. 

Dans  les  deux  cas  aussi,  q  est  réel  et  positif,  ce  qui  simplifie 
beaucoup  les  calculs  (*). 

(')  Mais  Tavantage  principal  de  celte  règle  est  que,  dans  les  deux  cas,  g  est 
certainement  inférieur  à  c-%  soit  environ  — »  de  sorte  que  les  puissances  de  g 

deviennent  rapidement  négligeables. 
Pour  l'établir,  démontrons  un  lemmc. 

Lbmmk.  —  Pour  que  Q.  soit  égal  à  û',  il  faut  et, il  sujffîl  que  c,  soit  nul. 
En  eiïet,  soit  â' =  û  :  les  périodes  2Û  et  2Q'i  formant  un  système   primitif, 
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233.  Cela  posé,  e^,  cl  Wa,  ep  et  wp,  Cy  étant  définis  comme  on 
vient  de  le  dire,  écrivons  la  formule  (23)  du  n**  200, 

3'*(w  -h  «og  ) 

et  remplaçons-y  c^w  par  sa  valeur  en  ô(a),   tirée  de  (9);  nous 
avons,  après  réductions,  en  tenant  compte  de  (i  i), 


j)  M  —  <?^  =  c     *•»< 


TziJL  r     I        0  0/  -+-  (o«j  )  1  î 


[I        0  (  u  -+-  (o«j  )  p 


cl,  de  même, 

-Tci-r     1        fKw-i-w.Ol« 

Si  Ton  remplace,  dans  ces  formules,  8  par  son  expression  (^)  en 
série,  et  -r-  par  sa  valeur  (10),  on  obtient,  après  quelques  calculs 


on  a  (n»  185) 

_     '   V'  '  ''(^  V''  ' 

or,  les  termes  de  g^  qui  répondent  respectivement  à  m,  m'  et  à  m',  —  m  ont  une 
-imme  nulle,  car  ( m -h  m' « )•  =  —  (m'— mi)*;  on  a  donc  5*3=0,  d'où  «3=0  et 
<•-  =  —  «,,  puisque  e, -h e, -h 63=0.  Inversement,  si  63=  o  et  6,=  —  e,,  on  a  (  n»  205) 

u  =-  r  -_j!i_.   -  ai  ^  r  -,  -  "-  — , 

li'où,  évidemment,  Û'=  U. 

Par  suite,  si  l'on  suppose  par  exemple  e^<,o^  et  si  e,,  e^,  «j  varient  sans  que  e^ 
cesse  d'être  négatif,  la  différence  réelle,  Q  —  Û',  ne  pouvant  s'annuler,  garde  un 
«igoe  constant.  Pour  déterminer  ce  signe,  prenons  le  cas  particulier  «3  =  —  i, 
e,  =  — I  —  5,  e,  —  a  -4- e,  et  faisons  tendre  e  vers  zéro  par  valeurs  positives  :  on 
reconnaît  sans  difficulté  que  Û',  c'esl-à-dirc 


mod 


leod  Tcrs  rinfîni,  tandis  que  Q  reste  fini;  donc,  si  «3<o,  on  a  û'>  Q.  Au  con- 
traire, si  «3>>  0,  on  reconnaît  de  même  que  û'<  Q;  donc,  dans  les  deux  cas,  la 

quantité  q  définie  plus  haut,  e       U  si  e3<o,  et  e       U'  si  e3>o,  est  inférieure 
it  e-«. 


•i56  DKUXIÉME   PARTIK.    —    FONCTIONS   D*UNE    VARIABLE   IMAGINAIRB. 

faciles, 

/        ;         ^      î-         .     1^  I— 'i^COS |-'2^*CO?2 2^^C0S3 . 

_   T.-  I    ^*— 3<7*-4-:)<7  *  — ...  ^         iox  toa  <'>i 

l*^  ^~4WÎ\     I  — .i7-H'2<7* '27*-+-...  1     .TIW  f  o    ''^'^ 


(i>.) 


-*  "iWx  '2  0*31  '  -2Wa 


X  '2  0*31 

7*  — 3<7* -h  j<7  *  — ...  ^a.  Wa 


.     /  1         ^      \         -     -T^  1-1-2^  ces -^^ }-2Ûr*C08-2- h2^«COs3 


DM  —  ey=-     -  I    -= • 


<7*  sin ûr*sin3 ^Q       sin  j  — 

-*  'itUa  '2U)3t  '  2C 


Enfin,  faisons  u=^iùy^^  clans  la  première  de  ces  formules;  nous 
trouvons 

et,  en  divisant  membre  à  membre  les  formules  (12),  où  nous  faisons 

U  =  iô^, 

t^a — i-^j         \i -t-  iq  ^  •Àq'*-i- Jf/^-h.  . ./ 

236.  Calculs  définitifs.  —  Observons  maintenant  que,  pour 
pousser  jusqu'aux  chiffres  le  calcul  des  intégrales  elliptiques,  tel 
qu'il  a  été  indiqué  au  n®  210,  il  est  nécessaire  et  suffisant  de  savoir 
résoudre  les  deux  problèmes  suivants  : 

1"  Étant  donnés  g^  €t  g^,  calculer  pu,  ^Uy  du  pour  une 
valeur  donnée  de  u; 

2°  Calculer  u  connaissant  pu,  c'est-à-dire  résoudre  Inéqua- 
tion en  u,  Xq  =  pu. 

237.  Premier  problème.  —  On  calculera  d'abord  les  racines 
64,  ^2,  ^3  du  polynôme  /\z^  —  g2Z  —  ^3  =  0,  (e^  >e3>e2);  nous 
savons  (n°  234)  qu'on  a  pu  faire  en  sorte  qu'elles  soient  réelles  : 
désignons-les  par  c'a,  ep,  ^y,  suivant  les  indications  du  n^  23t. 

Calcul  de  q.   —  Déterminons  maintenant  la  quantité  </;   ^" 

c    ^«.  Un  a,  par  (il), 

\—  ^'r  _  / 1  —  •>. 7  -f-  •>. (p—  'iq^-k-. . . \  ^ 
t—c^  ~  \l-l-  '^q  -t-  iq*-r-  iq^-i-..  .) 


ex- 
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équation  d'où  l'on  peul  tirer  q\  on  sait  que  la  quantité  q  cherchoe 
est  réelle,  positive  et  inférieure  à  ~;  on  la  trouvera  donc  en  écri- 
vant 

1  -»-  y.  <7  -h  4  f/  •  H-  J17»  -r-  . . .    ~"  V    Coi—e^^ 

la  racine  quatrième  élaiit  la  racine  quatrième  arithmétique,  posi- 
tive, de  la  quantité  posithe  (n°  234)  (^a — <?y)  •  (^a"~"  ^p)-  O" 
résoudra  cette  équation  en  q  par  approximation;  on  négligera, 
par  exemple,  ^r*,  ^r",  .  . . ,  en  prenant 


^  —  '^q  ^     x/ea,^e. 

d'oii  une  valeur  approcliéc  de  q\  pour  avoir  une  approximation 
plus  grande,  on  remplacera  q  par  celte  valeur  dans  les  termes  çr^, 
Y*,  .  • . ,  et  Ton  obtiendra  une  nouvelle  équation  donnant  encore  q 
linéairement,  etc. 


Calcul  de  îùg^,  li)^^  tù^. —  Connaissant  ^,  on  obtiendra  (Oapar(i3)  : 

ï  -+-'>. q  -^  'xq^ -h. .  ,    \ 
q^'hq'-hq'^  -+-.../ 


/      1  9  Î5 

ea-  C3  =    -  — I   -^^ -. 


«7  étant  très  petit,  quelques  termes  suffiront  dans  chaque  série;  on 
choisira  le  signe  de  (Oa  d*après  les  règles  du  n"*  234.  L'équation 


I7C- 


7  —  e    "«         ou         w3  =  — ;  Log  nrp.ijr 

donnera  ensuite  cop,  et  o)y  sera  —  {^^^-\-  wp). 
Calcul  de  <iii.  —  On  se  servira  de  (y)  : 


ara  =  aAto^e  "*'•>«  0(«f), 


où  Ton  fera 

^  =^r.\q^—'Sq'^-h'jq^  — ..  J, 

e(a)  = -r  >  (— O'W      '-^  «  **^« 

—  OD 

=  a(<7*sin 7^sin3        - -f- 7  ♦   sinj ...). 

H.  —  II.  17 
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Quant  à  T^a,  on  le  calculera  en  observant  que  <3"'(o)  est  nul,  en 
raison  du  développement  rfM  =  m  4- rf|  tt^ -h.  .  • .  Écrivant  alors 
que  la  dérivée  troisième  de 

s^annule  pour  w  =  o,  et  observant  que  6(0)  et  6"(o)  sont  nuls, 
puisque  ^(u)  est  impaire,  on  a 

I      ,0"'(o)        TT*  <7*  — 3''a'»-h  j»ûr  *  — ... 

Calcul  de  Çw.  —    Par  définition,    Çw  =  -—  =  ~ h  -ki — r; 

Luut  est  connu  au  dernier  membre,  car 

—  «0 

T.    /     l  T,U  .,     ^  ^    T.U  _     y  ^    T.U  \ 

=  —  (  <7*  C05 icr*  cos3 h  5cr  *  cosr) .. .  |. 

Calcul  de  pu.  —  On  emploiera  Tune  des  deux  formules  (12), 
duns  les  seconds  membres  desquelles  tout  est  connu;  on  pourrait 
aussi  partir  de  la  relation 

238.  Second  problème.  —  Il  s'agit  de  calculer  i/,  connaissant  p  u. 

Observons  d'abord  que  nous  avons  le  droit  de  supposer  que  « 
est  à  rintérieur  ou  sur  les  côlés  du  rectangle  construit  sur  les 
périodes  2Û,  2Q'/,  c'est-à-dire  2a)a  et  2a)p,  et  dont  le  centre  est 
à  l'origine  :  car  l'équation  pu  =  Xq  a,  dans  ce  rectangle,  deux  solu- 
tions en  u,  Uq  et  —  Wo?  égales  et  de  signes  contraires.  Pour  chacune 
d'elles  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  sont  respectivement 
compris  entre  — û  et  +  Q,  et  entre  —  Q'  et  -I-  û',  de  sorte  que  les 
quantités,  inverses  l'une  de  l'autre, 

—  ICI--  «/  — 

€        '"«    et    c    ^* 
ont  leur  module  compris,  dans  tous  les  cas,  entre  y  et  -• 
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Pour  calculer  ces  deux  valeurs  de  w,  divisons  membre  à  membre 
les  deux  équations  (12)  ;  nous  avons 

•TIU  ,  T.U 
I  —  27  COS            -h  '.\i/'  COS'2      -     — ... 

'  •  ^  ^  l-\-  20  COS  —    -4-  '2<7^  CûS'2 h... 

Dans  le  premier  membre,  le  signe  doit  être  choisi  de  manière 
c|ue  la  partie  réelle  soit  positive  (*),  et  Ton  peutécrire,  puisque  pa 
et  q  sont  connus, 

r  M                   ,                 TU 
1  —  27  COS h  ?. 7*  COS -2 ... 

06) '^ '^ =M. 

TZU                 .                 TU 
I  -f-  i  7  COS h  -2  7*  COS  2 h  . . . 


(*)  On  a  TU  (n*  207)  que,  u  étant  réel,  pu  varie  de  H- 00  à  Cj-,  la  formule  (8) 
d'homogénéité  du  n»  20G,  où  l'on  fait  X  =  — i,  donne 

c  est- à-dire 

p{ui,e^)^  —  p{u,  -ej, 

ce  qui  montre  que,  u  étant  purement  imaginaire,  pu  varie  de  — oo  à  —  e,,  qui 
est  la  plus  grande  des  racines  —  e^.  Enfin  les  formules  d'addition  du  n*  190,  où 
l'on  fait  (0,  =  Qy  0),=  Û'i,  donnent 

p{u-i-Q'i)  =6,4-  ^^-^ — -;        p(t'«  +  û)  =  e,H î — ,  \\^   ' ^; 

on  en  conclut  que:  i»  m  étant  réel,  p(w-h  Û'/)  varie  de  6,  à  63  ;  s»  i?  étant  réel, 
p(f/+  Û)  varie  de  e^  à  63.  En  réunissant  ces  résultats,  on  voit  que: . 


(0 

u  étant  réel. 

PW 

varie 

de 

-h  00  à 

^.» 

<î) 

M  étant  vi'\-  Q, 

PW 

)) 

e.  à 

^3, 

(3) 

u  étant  M-+-  Q'ij 

PW 

» 

e,k 

<^2. 

(4) 

u  étant  t't 

PW 

» 

e,à 

—  ce, 

et  ce  Tableau  montre  que,  si  pw  est  réel,  u  est  nécessairement,  à  des  périodes 
et  au  signe  près,  de  l'une  des  quatre  formes  (  1  ),  (  2  ),  (  3  ),  (  /|  ) . 

/p  u  —  t'j 

Cela  posé,  considérons  la  fonction  1/  3~^  '  ^"  ^^  signe  du  radical  est  tel, 

d'après  (i5),  que  la  fonction  soit  égale  à  +t  pour  u  =  0.  Soit  X  +  Yt  la  valeur 
de  cette  fonction  pour  un  point  u,  intérieur  au  rectangle  de  centre  k  =  o,  con- 
struit sur  les  périodes  3Û,  qÛ'î:  je  dis  que  X  ne  peut  être  nul.  Car  pour  \  —  o, 
pu  serait  réel  et  compris  entre  e^  et  e  ,  c'est-à-dire  entre  c,  et  e^  ou  entre  e,  et  e^, 
-et,  d*après  le  Tableau  précédent,  u  serait  5W/*  un  des  côtés  du  rectangle.  Donc 
X  ne  s^annule  pas  dans  le  rectangle,  et,  comme  il  est  égal  à  —i  pour  w  =  o,  il 
rc5le  positif. 
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.  '/ 

Posons  z  =  e    *^«;  celle  équalion  devîenl 

-♦-00 

(17)  ^^ =M. 

—  go 

On  peul  la  résoudre  en  z  par  approximation,  en  s^appujant   sur 
ce   qu'elle  admet  deux  racines  z,  inverses  Tune  de   Taulre,    de 

module  compris  entre  q  el-$  à  savoir  les  quantités  e        **«   défi- 
nies plus  haut. 

Écrivons  (i^)  sous  la  forme 


'7(^-5)-^5'*(^*+^)+7'-'(/+;i) 


M; 


nous  pouvons,  comme  première  approximation,  négliger  les  termes 
en  q\  y®,  ...;  car,  pour  chacune  des  racines  Zq  déGnies  loiii    à 

riieure,  mod>3o  étant  compris  entre  q  et  -y  on  a  évidemment 

mod  l  zq-\ )  <  mod  zq  -+-  mod  —  <  -  » 

mod  (  ^î  -+-  75  )  <  n^^^ï  ^l  *+-  »ïiod  --  <  -^  » 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  les  termes  en  q*  ont  leur  module  infé- 
rieur à  q^  ^  ou  2q^,  quantité  très  petite,  puisque  q  ne  dépasse 
pas  —  »  et  ainsi  de  suite. 

'         20 

On    a    donc,   pour   déterminer    une   valeur  approchée  de     z^ 
réqualion 

'-^('+:î)  /      .\     .  .-M 

) '-  ou  (  s  -(-  -    )  = , 

qui  a  pour  racines  deux  quantités  de  la  forme  5|  et  4-  • 


M  = 
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Une  seconde  approximation  pennellra  d'avoir  une  valeur  plus 
exacte  de  Zj  et  ainsi  de  suite. 

Connaissant  z^  on  aura  u  par  la  formule  5=c    ***",  d'où 

.11.  .  Wx, 

el  Ton  choisira  l'entier  m  de  manière  que  u  soit  compris  dans  le 
rectangle  considéré  plus  haut. 

La  seconde  solution,  -»  donnerait 

c*csl-à-dire  la  même  valeur  de  u,  au  signe  près  cl  à  une  période 
près. 


TROISIEME  PARTIE. 

ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 


CHAPITRE  I. 

ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 


I.  -  DÉFINITIONS  ET  GÉNÉRALITÉS. 


239.  Ordre.  —  On  nomme  équation  différentielle  d^ordre  n 
une  relation  entre  une  variable,  une  fonction  de  cette  variable  et 
les  dérivées  des  divers  ordres  de  cette  fonction  jusqu'à  l'ordre  n, 
inclusivement.  Si  x  est  la  variable  et  y  la  fonction,  l'équation  diffé- 
rentielle est  de  la  forme 


/  fiv     d'Y  ri' y\ 


On  peut  se  rendre  compte  que  la  solution,  ou  intégrale  géné- 
rale^, d'une  équation  différentielle  d'ordre  n,  dépend  de  n  con- 
stantes arbitraires. 

Résolvons  en  effet  Téquation  par  rapport  à  y-^  : 

r/'y  (  H  y  rf''-'^y\ 

dx'        *  \    '•'  '  dx  d.i»-^  I 

Imaginons  que  nous  nous  donnions  arbitrairement  les  valeurs 

dej'f  -,-1  '  '  '  y    i  .^.It  pour  une  valeur  x^^  de  x\  l'équation  précé- 

dente  nous  fait  connaître,  pour  x  =  ^o>  la  valeur  de  ^-^  ;  et,  en 
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dérivant  cette  équation  par  rapport  à  x,  nous  connaîtrons  succes- 
sivement les  valeurs  de  toutes  les  dérivées  de  ^,  pour  a;  =  ^o- 
Appliquons  alors  à  ^  le  développement  de  Taylor,  nous  oblîen- 
drons  l'expression  de  cette  fonction  sous  la  forme 

Or,  le  second  membre  renferme  n  constantes  arbitraireSj  k  s^- 
\oivyo^  (■—)  »"••'(  7~;7zf)  '  et,  par  suite,  la  fonction  la  plus  géné- 
rale y,  qui  satisfait  à  une  équation  dilTéientiellc  d'ordre  /i,  doit 
renfermer  n  constantes  arbitraires.  Il  resterait,  il  est  vrai,  pour 
compléter  ce  raisonnement,  à  établir  la  convergence  de  la  série; 
considérée  plus  haut;  nous  indiquerons  ultérieurement  les  résultats 
obtenus  par  Cauchj-  sur  cette  question. 

210.  Équations  du  premier  ordre.  —  D*après  cela,  dans  le  cas 
d'une  équation  du  premier  ordre  : 

(0  /(-/-^)=''' 

l'intégrale  ou  solution  générale, y ^  renferme  une  constante  arbi- 
traire C;  elle  est  donc  donnée  par  une  relation  de  la  forme 

Inversement,  l'intégrale  générale,  c'est-à-dire  la  relation  (a), 
riant  connue,  on  peut  retrouver,  comme  il  suit,  l'équation  diffé- 
rentielle initiale.  Dérivons  l'équation  (2)  par  rapport  à  la  variable 
indépendante  x;  il  vient  : 

(3)  *:c-^  £*;="' 

éliminons  ensuite  G  entre  (2)  et  (3);  nous  obtenons  une  relation 

(4)  K-.^.g)  =  ° 

que  je  dis  être  identique  à  la  proposée  (1). 

En  effet,  d'après  Thypothèsè  et  d'après  la  formation  de  (4),  les 
équations  (i)  et  (4)  sont  vérifiées  par  la  fondions,  de  x,  définie 
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par  la  relation  (2),  quelle  que  soit  la  constante  C;  si  elles  n'étaient 

pas  identiques,  en  éliminant  entre  elles  -j-y  on  obtiendrait  une 

relation  <p(.r,y)  =  o,  vérifiée  encore  par  la  même  fonction  y. 
Mais  en  choisissant  convenablement  la  constante  C,  dans  (^),  on 
peut  faire  en  sorte  que  j^,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  'ah  une 
valeur  arbitraire  :  il  ne  peut  donc  exister  de  relation  de  la  forme 
o(j:,  y)  =  o  entre  x  et  y,  et  dès  lors  les  équations  (i)  et  (4)  sont 
les  mêmes. 

2il.  Solutions  générale  et  singulière.  —  L'équation  dliïéren- 
tîelle  proposée  (1)  a-t-clle  d'autres  solutions  que  la  fonction  j^  dé- 
finie par  (2)  :  ^{x^y,  G)  =  o? 

La  proposée  étant,  comme  on  vient  de  le  voir,  le  résultat  de  Téli- 
minalion  de  C  entre  les  deux  équations 

(2)  *(a",  j-,  C)  =  0, 

(3)  <i,-.^^*;_o, 

peut  être  remplacée  par  le  système  de  ces  deux  équations,  ou  les 
deux  inconnues  sonl^  et  C  :  en  d'autres  termes,  intégrer  la  pro- 
posée (1)  revient  à  trouver  deux /onctions  y  et  G,  de  la  variable  x, 
vérifiant  (2)  et  (3).  Or,  si  Ton  dérive  (2)  par  rapport  à  or,  on  a  : 

^rx  ^'       dv  dC  ., 

(5)  *-+,/x*>-^c/x*«^  =  °' 

équation  qui,  en  vertu  de  (3),  se  réduit  à 

(G)  r/:.*'^  =  »' 

et  le  système  des  équations  (2)  et  (6)  est  évidemment  équivalent 
au  système  (2)  et  (3),  dont  on  Ta  déduit  :  car  (2)  entraîne  (5), 
(|iii,  si  Ton  tient  compte  de  (6),  donne  (3).  On  a  donc  finalement 
à  trouver  deux  fonctions^  et  G,  de  x^  vérifiant  (2)  et  (6). 
Or,  ou  peut  satisfaire  à  (6)  de  deux  manières  : 

i"   En  posant—  ^=0,   d'où  G=:const.,  ce  qui  donne  l'inté- 
gra/e  générale  $(x,  J^  consl.)  =  o. 
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2**  En  posant  <E>J;=  o  :  les  inconnues  y  et  C  sont  alors  définies 
par  les  deux  équations 

(7)  <P{x,y,C)rr-.o,         *c=^o; 

etrëlimination  de  C  conduit  à  une  relation  4(x,  j^)  =  o,  qui  donne 
y  en  fonction  de  x.  Celte  solution  y  ne  renferme  pas  de  conslanle 
arbitraire;  elle  se  nomme  la  solution  singulière  de  Téquation 
différentielle  proposée.  La  solution  générale  et  la  solution  sing^ii- 
liùre  sont,  d'après  ce  qui  précède,  les  seules  solutions  de  la  pro- 
posée. 

2i2.  Interprétation  géométrique.  —  Ces  résultats  s'interprèlenl 
géométriquement. 

Si  X  ely  sont  les  coordonnées  d'un  point  du  plan,  chaque  inlé- 
grale  ou  solution  dite  particulière  ^ 

où  Ton  donne  à  la  constante  C  une  valeur  particulière,  représente 
une  courbe  :  l'intégrale  ou  solution  générale  est  représenlée  par 
Tensemble  de  ces  courbes,  dites  courbes  intégrales;  la  solution 
singulière,  définie  par  les  équations  ^(x^y,  C)  =  o,  ^c=  o,  esl 
Tenveloppe  des  courbes  intégrales  (Tome  1,  n**  3o6). 

11  est  évident  a  priori  que  l'enveloppe  de  ces  courbes  doit  êlre 
une  solution  de  l'équation  différentielle.  En  effet,  en  un  point  quel- 
conque Xjy  de  Tenveloppe,  celle-ci  touche  une  des  enveloppées, 

de  sorte  que,  en  ce  point,  x^  y  et  -  -  sont  les  mêmes  pour  les  deux 
courbes  :  comme,  en  tout  point  de  l'enveloppée,  l'équation  pro- 
posée /(o:,  y,  -^j  =  o  est  vérifiée,  la  proposition  est  établie. 

243.  Existence  de  la  solution  singulière.  —  On  peut  obtenir  la 
solution  singulière  de  l'équation  différentielle  sans  intégrer  celle-ci, 
et  ce  procédé  va  mettre  en  évidence  un  fait  remarquable  :  c'est 
qu'une  équation  différentielle  n'admet  pas,  en  général,  de  solu- 
tion singulière,  ou,  sous  une  autre  forme,  que  les  courbes  inté- 
grales n'ont  en  général  pas  d'enveloppe. 

Pour  fixer  les  idées,   supposons  que  l'équation  différant! elle 
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proposée 

soîl  algébrique,  c'est-à-dire  que  /soit  un  polynôme  entier  en  x^ 

Celle  équation  donne,  pour  chaque  point  x^  y  du  plan,  les 
coefficients  angulaires  j^'  des  tangentes  aux  courbes  intégrales  qui 
passent  par  ce  point  :  si  {x^y)  est  sur  Tenveloppe  des  courbes 
intégrales,  deux  de  celles-ci,  confondues,  passent  par  (a;,  y),  de 
sorte  que  l'équation  (i)  a,  ^ny',  une  racine  double.  On  obtient 
donc  Téquation  de  l'enveloppe,  si  elle  existe,  en  écrivant  que 
Téqualion  (i)  a  une  racine  double  en^',  c'est-à-dire  en  éliminant 
y  enlre  les  relations 

T/équalion  ainsi  obtenue,  tj^^  (x,  j^)  =  o,  convient  à  tous  les 
points  de  l'enveloppe;  mais  elle  convient  aussi  à  d'autres  points^ 
par  exemple  aux  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales  : 
car,  en  un  de  ceux-ci,  l'équation  f{x^y^y')  =  o  a  évidemment 
deux  racines^  égales.  Elle  convient  de  même  au  lieu  des  points 
de  contact  de  deux  courbes  intégrales,  non  infiniment  voisines 
entre  elles. 

Montrons  maintenant  qu'il  n'y  a  généralement  pas  d'enveloppe. 

Reprenons  le  lieu  ^^  (Xj  y)  =  o  obtenu  par  l'élimination  de  m 
entre  les  équations 

(8)  /i,x,y,  m)  =  o,         ^  =  «' 

où  Ton  a  écrit  m  à  la  place  dey.  Pour  qu'il  soit  l'enveloppe  des 
courbes  intégrales,  il  faut  et  il  suffit  que  le  coefficient  angulaire, 

dy 

-^y  de  sa  tangente  en  tout  point  x,  y  soit  égal  à  la  racine  double  m, 

de  l'équation  f{x^  y^  m)  =  o  :  car  la  tangente  en  un  point  de  l'en- 
veloppe est  la  même  que  celle  des  deux  enveloppées  confondues 
qui  passent  par  ce  poinl. 

Or,  en  dérivant  la  première  des  équations  (8)  par  rapport  à  la 
variable  indépendante  x,  on  trouve 

à/       dj  dy        ùf_  ffm  _ 
ùx       dy  djT       dm    dx 
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.    I»  •  1      àf  .,  df         df  dv  ...  . 

el  SI  1  on  lient  compte  de  -^-  =  o,   il  reste  /   +  /-  -7-  =  o  (  ■  ). 
^  ôm  '  dx        dy  dx  ^     ' 

Écrivons  que  la  valeur  de -^  ainsi  obtenue  est  égale  a  m\   nous 
avons  la  condition 

C^est  là  une  nouvelle  équation  qui  doit  être  vériGée,  en  même 
temps  que  les  équations  (8),  par  tout  point  de  l'enveloppe;  en  éli- 
minant m  entre  (9)  et  la  première  relation  (8),  on  obtient  une 
équation  <{^2(j;,  ^)  =  o,  qui,  en  général,  ne  définit  pas  la  nicine 
courbe  que  (J^,  (a:,y)  =  o.  L'enveloppe  n'existera,  d'après  cela, 
que  si  tj^i  et  ^2  ont  un  facteur  commun  (b,  el  son  équation  sera 
alors  i  =  o.  Dans  les  autres  cas,  la  courbe  ^i  =  o  sera  un  lieu 
étranger  (en  général  le  lieu  des  poinls  de  rebroussemcnl  des 
courbes  intégrales)  el  ne  fournira  pas  une  solution  de  Téquatiou 
diflTérentielle. 

Ainsi,  en  laissant  de  côlé  le  cas  exceptionnel  signalé  en  note,  la 
solution  singulière  n'existe  (|ue  si  les  trois  relalions 

/(  X,  r,  m  )  =  o,  —  =0,  '    -\-  m  ;-  —  o 

•^         ^         '         '  oin  dx  ôy 

donnent,  par  élimination  de  m,  deux  équations  en  x  ely  aj-ant  un 
i'acteur  commun  :  ce  facteur  égalé  à  zéro  est  la  solution  singulière, 
enveloppe  des  courbes  intégrales. 

Î24i.  Exemple.  —  Soit  l'équation  dilTérenlielle 

La  solution  singulière,  si  elle  existe,  s'obtiendra  par  l'élimi- 
nation de  m  entre  les  équations 

4 /II'—  6m*H-  o(y  —  ^)  =  o,         m(m  —  1)  =  o. 


dy 

(')  On  suppose  essentiellement  que  cette  équation  détermine  -.'■  en  chaque 

point  du  lieu  ^^=  o,  c'est-à-dire  que  -f-  et  --  ne  s'annulent  pas  simultanément 

^       Ox        av  ^ 

pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  m  qui  vérifient  les  équations  (8). 
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On  trouve  ainsi 

d'où  les  deux  solutions  y  z=z  x^  y  ^=^  x  -\ 

Pour  que  Tune  ou  Taulre  soit  la  solution  singulière,  il  faut 
qu'elle  annule  le  résultat,  de  Téliminalion  de  nx  enlrey=  o  et 

--hm^— =  0,    c'est-à-dire    enlrc  l^m^  —  6/7i^-|-()(^  —  x)  =  o 

et  /?i  — 1  =  0,  résultat  (|ui  est  : 

~'>--^^{y  —  r)  =0. 

La  solution  singulière  est  donc^=  j;  H — ;  lacouibej^  —  j:=ro, 

au  contraire,  ne  donne  pas  une  solution  de  l'équation  proposée  : 
car  j'  =  jj,^'=  I  ne  vérifient  pas  celle-ci.  La  courbe  j^  =  x  est  le 
lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales. 

On  vérifie  ces  résultats  en  chercliant  l'intégrale  générale  qui  est 
ici  C))  c  désignant  la  constante  arbitraire, 

(10)  i{x  —  cy-^'My  —  c)*=o. 

L'enveloppe  des  courl>es  (lo)  s'obtient  aisément,  c'est  la  droite 

y  —  a:  =  -;  le  point  x  -—  c^  y=^c  étant  manifestement  un  point 

de  rebroussement  de  (lo),  la  droite  j'  =  j?  est  bien  le  lieu  des 
rebroussements  des  courb<.'S  intégrales.  * 

24o.  Remarque.  —  Supposons,  en  désignant  par  C  et  d  des 
constantes  arbitraires,  (|iie  Ton  ait  obtenu  sous  deux  formes  difi'é- 
rentes, 

la  solution  générale  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
entre  x  eiy  :  je  dis  que  0|  (j?,y)j  considérée  comme  fonction  de 
deux  variables  indépendantes,  x  ety,  est  fonction  de  ?(^,  ^).  En 
effet,  si  Ton  prend  comme  variables  x  et  «(x,^)  à  la  place 
de  X  elyy  la  fonction  cpi  devient  une  fonction  de  x  et  de  'f{^',y)j 
à  savoir  o^  {x,y)  =/{x,  ç>). 

(*)  L'équation  diiïérent'elle  considérée  est  d'un  type  inlégrable,  celui  de  La- 
grange  (voir  n"  202). 


270  TROISIÈME   PARTIE.    —   ÉQUATIONS   DIFFERENTIELLES. 

Mais  en  vertu  de  riivpolhèse,  lorsque  y  vérifie  l^équaLÎon  diffé- 
rentielle proposée,  ç  est  constant  et  réciproquement;  et  il  en  est 
de  même  de  cpi  :  en  d'autres  termes,  ©1  est  constant  lorsque  o  est 
constant.  Or,  pour  que  cpi  =  fi^x^  ©)  reste  constant  en  même 
temps  que  ©,  il  faut  et  il  suffît  évidemment  que/*  ne  dépende  que 
de  o,  c'est-à-dire  soit  de  la  forme /(o).  On  a  doue  bien 

Çj=/(o).  C.    Q.    F.    D. 

246.  Applications.  —  Voici  deux  applications  de  celle  remarque  : 
1"  Soit  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 
dx  dy 


(>i) 


v/i  — X*       V^i— 7* 


On  l'intègre  immédiatement  en  remontant  aux  primitives  des 
deux  différentielles  : 

arc  sinar  h-  arc  sin^  =  Ci. 

On  peut  obtenir  l'intégrale  sous  une  autre  forme,  algébrique  en 
X  et  j^,  en  écrivant  : 


dx  ^ i  —  y-  -^  dy  ^  \  —  a:»  =  o  ; 
d'où,  en  intégrant  chaque  terme  par  parties, 

I r  / ;        rf  XV  dy  xvdr   \         _ 

xs/i—y^^y\/i  —  x^-^  /  f  7^==:  4-— )  =  G. 

l^a  quantité  sous  le  signe    /    est  nulle  en  vertu  de  l'équation 
différentielle  (1 1)  elle-même;  il  reste  donc  : 


x\/i—y'i-^y^L~xi=  C, 

seconde  forme  de  la  solution  générale  de  (i  1).  Donc,  en  vertu  de 
la  Remarque  du  numéro  précédent,  on  a  : 

arc  sin  j:?  H-  arc  s'iny  =/(x  /i — y^-^y  /i  —  x^). 

Pour  déterminer  la  fonction  inconnue/,  faisons^  ==0  :  le  pre- 
mier membre  est  arcsin^,  le  second /(x);  donc/est  un  arcsin, 
et  il  vient  : 

arc  sinar-h  arcsinj  =  arc  sin(j7  /i — y^-\-y  /i  —  x^); 
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ce  qu'on  peut  écrire,  en  posant  arc  sin^  =  «,  arc  sînj^  =  r, 
u-h  V  =.  arc  sin(sini/  cost»  •+•  sinç  cosa); 

c'est  la  formule  d^addition  bien  connue  de  la  fonction  sinus. 

2**   On  trouverait  de  même  la  formule  d'addition  du  logarithme, 
en  intégrant  sous  deux  formes  l'équation 

dx       dy 

-h  -   -  =^  o         OU         xaf-r-ydx=o. 
X         y 

Ces  deux  relations  donnent  respectivement  : 

loga?  -i-  log7  =  Cl         et        xy  =  C, 
d'où  Ton  conclut  : 

Déterminons/  en  faisant j^  =  i;  il  vient  f{x)  =  log;r,  et  fina- 
lement 

\o^xy  =  logx  -H  \o^y. 


II.  —  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE  QU'ON  SAIT  INTÉGRER. 


247.  On  ne  sait  résoudre  ou  intégrer  (*)  qu'un  petit  nombre 
de  types  d'équations  du  premier  ordre  :  on  va  les  indiquer  succes- 
sivement. 

248.  1"*  Équations  à  variables  séparées.  —  Elles  sont  du  type 

où  X,  X|  sont  fonctions  de  x  seul  ;  Y,  ¥<,  fonctions  dej^  seul. 
On  peut  écrire  : 

^   dx-\-  -y  dy  ^Q, 


(*)  Une  équation  différentielle  sera  regardée  comme  intégrée  quand  on  aura 
ramené  le  calcul  de  sa  solution  générale  à  celui  d'une  ou  de  plusieurs  quadratures, 
même  si  ces  quadratures  ne  peuvent  s'effectuer  à  Taide  des  Tonctions  élémentaires. 
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d'où,  en  remontant  aux  primitives  des  deux  diiTére miellés, 


j  -ET-  aj?  -H  /   -Yiijr  =  const. 


On  a  ainsi  une  relation  entre  x  ely^  renfermant  une  constante 
arbitraire;  c'est  l'intégrale  générale. 

Exemple.  —   Désignons   par  X,  X|,  Y,  Y|    des   polynômes 
entiers,  respectivement  en  x  ety,  et  considérons  l'équation 


XY  H-  X,  Yi 


(£)• 


qu'on  ramène  au  type  précédent,  en  la  résolvant  par  rapporta  ^* 

Cherchons  la  solution  singulière.  Pour  l'obtenir,  il  faut  exprimer 
que  l'équation 

XY -h  Xi  Yi  «i^  —  {) 

a  une  racine  double  en  //i,  ce  qui  donne  XYX|  Y|  =  o. 

Or,  Y|  =  o  donne  des  droites,  ^==  a,  parallèles  à  l'axe  des  x: 

d'ailleurs  pour^  =  a,  -^  est  nul  ainsi  que  Y|,  et  l'équation  pro- 
posée n'est  pas  vérifiée.  Au  contraire,  si  j^  =  a  est  une  droite  du 
système  Y  =  o,  l'é(|uation  est  satisfaite.  De  même,  en  écrivant  la 
proposée 

xv(|)V.,v,  =  „, 

on  reconnaît  qu'elle  n'est  pas  vérifiée  pour  les  droites  X  =  o,  ei 
quelle  l'est  pour  les  droites  X|  =  o. 

La  solution  singulière,  enveloppe  des  courbes  intégrales,  ne  peut 
donc  être  cherchée  que  parmi  les  droites  Y  =  o  et  X|  =  o  :  on  véri- 
fierait aisément,  parla  méthode  générale  du  n°  213,  que  ces  droilc> 
constituent  réellement  l'enveloppe  considérée. 

2i9.  2*"  Équations  homogènes.  —  Ce  sont  celles  du  type 


du:        *  \.v  / 


dx 
Pour  les  intégrer,  changeons  d'inconnue  en  posant  j^=  «x,  ce 
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qui  donne  : 

df  =  udx  -h  X  du. 

L'équalion  proposée  devient  ainsi  : 

du 

On  peut  séparer  les  variables  en  écrivant  : 

du  dx 

<&  (  «  )  —  tt  ""    X  ^ 
d'où 

r      du 

c'est-à-dire 

4>(«)  =  logx  -î-  const. 
ou 

loga:  =  4>  /  ^  j -j- const. 
C'est  la  solution  générale. 

250.  Remarque.  —  Elle  peut  s'écrire  : 

(19.)  x  =  Ce    \^')        ou        x=C^^(^Y 

Cette  équation  représente  évidemment  des  courbes  homothé- 
tiques  entre  elles  par  rapport  à  l'origine  :  c'est  là  une  propriété 
intéressante  des  courbes  intégrales  d'une  équation  homogène  du 
premier  ordre.  Réciproquement,  toute  famille  de  courbes  liomo- 
thétiques  par  rapport  à  l'origine  satisfait  à  une  équation  homogène, 

car,  en  résolvant  l'équation  (12)  par  rapport  à  -r;  et  dérivant  ensuite 

par  rapport  à  la  variable  indépendante  x,  on  obtient  : 


dx  I 


[^(ï)]=- 

c'est-à-dire,  tous  calculs  faits, 

dx  X  r'  /   y\ 

II.  —  II.  18 
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équation  dont  le  second  membre  est  bien  une  fonction  de  ^  (*). 

C.    Q.    F.    O- 

2ol.  3"*  Équations  réductibles   aux  équations  homogènes.    — 

Ce  sont  celles  de  la  forme 

ày  _^      i  ax  -4-  6  V  -H-  c  \ 

dx  ^  ^  \a  X -\- L'y -^  c' )^ 

a,  by  . . , ,  c'  désignant  des  constantes. 

i**  Si  ab' —  ba'  n'est  pas  nul,  on  posera,  en  changeant  à  la  fois 
la  variable  et  la  fonction, 

( 2 )  ax  -^  by  -h  c  =  r,y        a'x  -+-  b'y  -f-  c'  =  J, 

cPoù 

adx  -^  b  dy  =  dr,,         a' dx  -f-  b'dy  =  d^. 

On  tirera  de  là  linéairement,  puisque  ab' — Aa'  n'est  pas  nul, 
dx  =  A  c/5  -*-  B  dt,,         dy  =  A'd^  -h  B'dr^, 

A,  Bf  A',  B'  étant  des  constantes,  et  Téquation  différentielle  pro- 
posée deviendra 

A'd^-^ndTi  _     /7)\ 

'\-dl^Hdr,  -•  U/' 
d'où 


s =♦(?)• 


équation  homogène,  dans  l'intégrale  de  laquelle  on  remplacera  r. 
et  $  par  leurs  valeurs  (2)  pour  avoir  l'intégrale  générale  de  (i). 

11  est  clair  que  les  courbes  intégrales  de  la  proposée  (1)  sont 
homothétiques  enlre  elles,  par  rapport  au  point  de  rencontre  des 
deux  droites  ax  -\-  by  -h  c  =  o;  ax  -4-  b'y  -^  c'=  o. 

2'*  Si  ab' — ba'=Oj  on  posera,  en  changeant  simplement  de 

(')  Ce  dernier  point  était  évident  géométriquement  :   car  les  tangentes  aux 
courbes  homothétiques  considérées,  en  des  points  situés  sur  uo  môme  rayon  vcc- 

dy 

tcur  issu  de  l'origine,  sont  parallèles;  c'est-à-dire  que,  pour  ces  courbes,  -.—  nc 

y 
dépend  que  de  —  • 
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fonclion  inconnue  et  en  conservant  la  variable  ^^ 
(3)  aar -H  ^^-+- c  =  7), 

d'où 

dy         I  [d-Ti 


dx 


b[-dx-")' 


a 


a'x-h  h' y  -h  c'  =  —  ( t,  —  c)-^  c\ 


a 

Portant  ces  valeurs  dans  Téquation  diflTérentielIe  proposée,  on 
obtient  : 

a  =  ufDl  - 

d"où 


\-4'(^), 


dx  = 


Les  variables  étant  séparées,  on  peut  intégrer  : 
(•i)  x=   I   r h  consl.=  <I>(r  ) -4- consl. 

Remplaçant  ensuite,  dans  le  second  membre,  t^  par  sa  valeur  (3), 
on  aura  IMntégrale  générale  de  la  proposée. 
Dans  le  cas  actuel,  les  deux  droites 

ax  -+-  by  H-  c  =  G,        a'x  h-  b'y  -f-  c'  =  o 

sont  parallèles;  les  courbes  intégrales  de  (i)  sont  encore  homothé- 
tiques  entre  elles  par  rapport  au  point  de  concours  des  deux  droites, 
c'est-à-dire  sont  les  positions  d\jne  même  courbe  qui  se  déplace- 
rait parallèlement  à  la  droite  ax  -j-  6/  =  o.  On  le  vérifie  de  suile 
surTéquation  (4)- 

2o2.  Exemple.  —  Soit  l'équalioii   (s^)  =ax  -^  by  -{-  c\  en 
récrivant 

~-  =  ^ax  -h  by  -h  c, 

on  la  fait  rentrer  dans  le  type  (i)  avec  a'=  6'=  o,  c'=:  i . 
Posons  donc,  pour  intégrer,  puisque  ab' —  ba'  est  nul, 

ax-\-  by  -+-  c  =  Yj, 
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la  proposée  devient 


'.(S-)-^- 


ou 


=  dx. 


b  ^7l-h  a 
Pour  effectuer  la  quadrature  en  ti,  on  posera  y,  =  v'^,  d'où 


o.v  dv  , 


bv 
c'est-à-dire 

u/7i"  /  rt       \  __   7 

^     \         bv  -\-  a  ) 

et,  en  remontant  aux  primitives, 

Il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  s^  par  \/r^^  c'est-à-dire  par 

^ax  -h  bf  -h  c, 
pour  avoir  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

2o3.  4°  Équations  linéaires.  —  On  nomme  ainsi  celles  qui  sont 
linéaires  par  rapport  ky  et  -.- »  et  de  la  forme 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x. 

Pour  intégrer  l'équation  (5),  posons  j^  =:  Ui\  w  et  i^  étant  deux 
nouvelles  inconnues,  dont  nous  aurons  le  droit  de  particulariser 
l'une;  la  proposée  (5)  devient  : 

(b)  „_  +  ^_H.p„,  +  Q  =  0. 

Annulons  le  coefficient  de  u,  ce  qui  particularisera  c  ('),  on  a  : 


(')  Cette  mélhode,  qui  semble  artificielle,  n'est,  comme  on  le  verra  plus  lard, 
qu'un  cas  particulier  d'une  méthode  générale,  applicable  à  loute  une  classe  dVquii- 
lions  différentiel  les  (n*  348). 
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d'où 

V 

et,  en  intégrant, 

loj;i'=logC —  /    P  dx, 

(7)  y  =  C^-'        . 

Il  reste,  dans  Féquation  (6),  les  termes  qui  ne  contiennent  pas  u 
eo  facleiir,  et  qui  donnent 


d*oii 


du      ^ 


du  =  —  —  i/x. 


Comme  v  est  une  fonction  connue  de  x^  diaprés  (7),  les  variables 
sont  séparées;  on  peut  donc  intégrer  et  Ton  a  : 

u  ^.  --  H-^  dx  -h  C  =  —  f  ^  eJ  '*'"  €/r  -h  C 
d'où,  pour  j', 

(8)  j-  =  tfi'=  — e ''         l   /  Q^  dxJ-hC'e^'  (G'=CC'). 

Léa  constante  G  a  disparu;  il  reste  la  constante  arbitraire  C".  On 
pourra  donc,  dans  les  calculs,  ne  pas  introduire  C,  en  le  faisant 
dès  le  début  égal  à  i.  Ceci  est  d^ailleurs  évident,  car  on  n'a  besoin 
•]ue  d'un  seul  facteur  v,  propre  à  simplifier  Téquation  proposée. 

2o4.  Exemple.  —  Soit  l'équation  linéaire  : 


dy 
dx-y 

-x^  = 

0. 

Posons  y 

=  uv\  il  vient 

fdv         \          du 
""[di-'j-^'dx- 

-  a:*  =  0. 

Annulant 

le  coefficient  de  u^ 

on  a  : 

dv 

dx 

-i'  =  0 
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d'où 


et  il  reste 


du 
d'où 


P  -j J»»  =  O, 

dx 


du  =  T^e-'dXf         u  =  j  x^e-^dx  ■+■  G. 

Donc  enfin,  Tîntégrale  cherchée  est  : 

y  =  uv  =  e^    I  x^e-^dx  -^  Ce'. 

La  quadrature  s^eflTectue  aisément;  intégrant  par  parties,  on  a: 
f  x^e-'dx^=  —  x^e~'^-{-'î    f   xe-^dx 

\\ — xe-^-\-  j   e-'dx\ 


=  [ — J-* —  0.x —  l]  6"'. 

à'ob.  finalement 

y  =  —  (ir*-H-  'jijr-f- 1)  -^  Ce'. 

253.  Remarque  I.  —  La  formule  (8)  montre  que  l'intégrale 
générale  d'une  équation  linéaire  s'obtient  au  moven  de  deux  qua- 
dratures. Si  Ton  connaît  une  solution  particulière^!,  une  seule 
quadrature  suffira  pour  calculer  l'intégrale  générale  :  en  effet,  / 
étant  la  solution  générale  inconnue,  les  équations 


donnent,  par  soustraction, 
dx 


:yz  (y  —ri  )  -+-  P(r  -  j^i  )  =  o; 


c'est-à-dire 

équation  à  variables  séparées,  d'où  l'on  tire 

-fpdr 

y-yi  =  Ce^^        , 
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C  désignant  une  constante  arbitraire.  Cette  formule  établit  la  pro- 
position. 

De  même,  si  Ton  connaît  âf^^j?  solutions,  jKi  ely2^  de  l'équation 
linéaire,  on  aura  : 


-fpd.r 


.-/' 


Ca  étant  une  constante  déterminée;  et  Ton  en  déduit 

Q 

y  =  yi'r-  -^-(j^î— ri)  =  ^i-+-C7^j— ^,),       (C'  =  ,const.  arbitraire), 

de  sorte  que  la  solution  générale  peut  s'écrire  immédiatement, 
sans  aucun  signe  de  quadrature. 

2^.  Remarque  II.  —  D'après  la  formule  (8),  en  désignant  par 

À  la  constante  arbitraire,  la  solution  générale  deTéquation  linéaire 

est  de  la  forme 

j^  =  A-+-BX, 

A  et  B  étant  des  fonctions  de  x.  Soient  y^ ,  y^y  y^  trois  solutions 
particulières,  correspondant  aux  valeurs  X| ,  X2,  X3  de  la  constante  ; 
on  a,  pour  une  même  valeur  de  la  variable  x^ 

yx^yx  ^  (A-i-BX.,>~(V-f-BX,)  ^  X3-X, 
yi—yt     (A-f-iiX,)  — (A-i-BXî)     X,  — X,* 

Le  rapport  qui  figure  au  premier  membre  est  donc  indépendant 

Fig.  80. 


de  X,  C'est  là  une  propriété  géométrique  des  courbes  intégrales 
de  Téquation  linéaire  :  considérons  en  effet  les  trois  courbes  inté- 
grales qui  correspondent  aux  valeurs  X»,  Xj,  X3  de  la  constante  A; 
une  sécante  mobile,  parallèle  à  Oy  {Jig»  80),  les  coupe  en  des 
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points  M|,  M2,  M|,  et  Ton  a 

cVsl-à-dlre  que  trois  courbes  intégrales  fixes  délerminent,  sur  une 
parallèle  mobile  à  Oy^  des  segments  proportionnels. 

257.  5**  Équations  de  Bernoulli.  —  Leur  tjpe  est 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x^  et  n  une  constante.  Pour  inté- 
grer, divisons  par^"  : 

Cl  prenons  pour  inconnue  -^n»  ^^  posant 

7=^;         ci  ou         -s^  = dz. 

yii-ï  '  yn  n  —  1 

L*équation  proposée  devient  alors  : 
r       dz 


n  —  I   df 


-+-P;5  4-Q=o, 


é(jiialion  linéaire  en  z  et  -."  >  que  Ton  sait  intégrer  (n"  2o3). 

258.  6"  Équations  de  Riccati.  —  Ce  sont  les   équations  de  la 
lorme  : 

U,  P,  Q  étant  des  fonctions  de  x.  On  sait  intégrer  une  telle 
équation  quand  on  en  connaît  une  solution  particulière.  Soit 
en  effet ^1  cette  solution,  posons 

la  proposée  devient  : 
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Or,  en  verlii  de  rbjpolhèse,  on  a 

-2j-f-R-i-Pj,-HQ^KÎ=o; 
et  il  reste 

^  -H-  ^  (  P  -4-  2  Q  Jt  )  H-  Q  5«  r.  O, 

rquation  de  Beriioulli,  qu^on  ramèue  à  une  équation  linéaire  en 

I 

posant  5  =  -. 

Pour  intégrer  Téquation  de  Riccatî,  on  y  posera  donc  tout  de 
suite 

et  l'on  obtiendra  une  équation  linéaire  en  w,  qu'on  saura  intégrer. 
D'après  cela,  l'équation  de  Riccati,  si  l'on  en  connaît  une  solu- 
tion, j^i,  s'intègre  au  moyen  de  deux  quadratures  (n®  255).  Si 
Ton  en  connaît  deux  solutions,  y^  et  ^2»  on  connaîtra  une  solu- 
lion  particulière  de  Téquation  linéaire  en  u  par  la  formule 


de  sorte  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  en  w,  et,  par  suite, 
celle  de  l'équation  de  Riccali,  s'obtiendra  au  moyen  d'une  seule 
quadVature  (n'^  255).  Enfin,  si  l'on  connaît  trois  solutions  parti- 
culières de  l'équation  de  Riccati,  on  connaîtra  deux  solutions 
particulières  de  l'équation  linéaire  en  i£,  et  l'intégrale  générale 
s'obtiendra  immédiatement  sans  aucun  signe  de  quadrature. 

259.  Remarque.  —  D'après  le  numéro  précédent,  la  fonction  w, 
solution  d'une  équation  linéaire,  est  de  la  forme 

w  =  A-f-HX, 

À  étant  la  constante  arbitraire,  et  Â,  B  des  fonctions  de  x.  On  a 
dès  lors,  pour  solution,^,  de  l'équation  de  Riccati,  la  forme  : 

vj;  j^-j^,-^^^  A  +  HX  "Ah-HX' 

M,  N,  A,  B  étant  des  fonctions  de  x,  La  constante  entre  donc 
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linëairemeiit  au  numérateur  et  au  dénominateur  de  ^.  De  là  une 
conséquence  intéressante. 

Considérons  quatre  solutions  particulières  de  Téquation  de 
Riccati,  correspondant  aux  valeurs  Àq,  X|,  X^,  A3  de  la  constante; 
\e  rapport  anharmoniqiie  de  ces  solutions,  Voî^m  Y^t  y^t  pour 
une  même  valeur  de  x^  est,  par  déHnition,  l'expression 


Ji— J'o 


si  l'on  y  remplace  les  j^  par  leurs  valeurs  (9),  on  trouve,  par  un 
calcul  facile  et  d'ailleurs  bien  connu,  que  ce  rapport  anharmonique 
devient 

A3 —  Xt    ^    Al —  A2 
A|  —  Ao        A]  —  A  2 

les  M,  N,  A,  B  ayant  disparu.  Il  est  donc  indépendant  de  x^ 
et  par  suite  : 

Le  rapport  harmonique  de  quatre  solutions  de  Inéquation 
de  JRiccatiy  pour  une  même  valeur  de  la  variable,  est  constant; 

Fig.  81. 


il  est  égal  à  celui  des  quatre  valeurs  de  la  constante  arbitraire 
qui  correspondent  à  ces  solutions. 

Il  résulte  de  là  que  si  y^^  y2,  ys  sont  Irois  solutions  particu- 
lières de  l'équation  de  Riccati,  et  y  une  solution  quelconque,  on 


aura 


.ri  —  r 


r^  —  Vt 


=  C, 


relation  qui  donne  immédiatement,   en  fonction  de  x  et  d'une 
constante  arbitraire,  l'intégrale   générale  y^    quand  on   connaît 
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trois  solutions  particulières.  Ce  résultat  est  d'accord  avec  ce  qui 
a  été  dit  au  n^  258  sur  Tintégration  de  l'équation  de  Biccati, 
quand  on  connaît  trois  solutions  de  celle-ci. 

Géométriquement,  si  l'on  considère,  dans  le  plan,  les  quatre 
courbes  intégrales  (en  Xy  y)  qui  correspondent  aux  quatre  solu- 
tions^ot  JKi  ?  ^2j  ysj  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  où 
ces  courbes  sont  coupées  par  une  sécante  mobile,  parallèle  à  Oy, 
est  constant,  c'est-à-dire  que  l'on  a  {fig'  8i) 

M,  Mo  .  M,  M, 

Kt—\r  *  Tr-\M    =  const. 

Ml  Mo      Ml  Mi 

260.  1"*  Équations  de  Lagrange.  —  Elles  sont  linéaires  par 
rapport  k  x  ely^  et  de  la  forme 


Pour  intégrer,  posons 


ce  qui  donne  la  relation 

(lo)  ^-harcpC/?) -f- ij/(/))  =  o. 

Dérivons-la  par  rapport  k  x\  il  vient 

(lo  bis)  p  H-  cp(/?)  -f-  \x  ©'(/?)  -f-  ^'{p)]  --f-  =  o. 

Cette  équation,  si  l'on  y  considère  x  comme  l'inconnue  et  p 
comme  la  variable,  est  une  équation  linéaire.  Elle  s'écrit  en  elTet 

On  sait  donc  l'intégrer,  ce  qui  donne  x  en  fonction  de  /?, 
ou  p  en  fonction  de  x  :  remplaçant  p  par  cette  valeur  dans  l'é(|ua- 
tion  primitive  (lo),  on  aura  la  relation  cherchée  entre  y  et  x.  On 
pourra  aussi  remplacer,  dans  (lo),  x  par  sa  valeur  en  fonction  de 
/?,  et  résoudre  par  rapport  k  y,  x  et  y  seront  ainsi  exprimés  en 
fonction  d'une  même  variable  auxiliaire,  /?,  ce  qui  définit  la 
courbe  intégrale. 
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261.  Remarque.  —  Soit  x^  y  un  point  quelconque  du  plan; 
les  coefficients  angulaires,  m,  des  tangentes  en  (x,  y)  aux  courbes 
intégrales  qui  passent  par  ce^  point  sont  donnés  par  Téquation 

proposée  où  l'on  fait  ~-  =  /7î,  à  savoir 

y  -^  xo{m)  -r-^^m)  =  o. 

Le  lieu  des  points  ^,  y  pour  lesquels  un  de  ces  coefGcients  a 
une  valeur  donnée,  /no,  est  la  droite 

y  -^-  x^{  fUj)  ■+■  4'( ''*o)  =  o. 

En  d*autres  termes,  au\  points  où  elles  rencontrent  une  même 
droite  de  la  famille  y -\- x  f{m) -^  tf(^m)  =  o,  m  désignant  un 
paramètre  variable,  les  courbes  intégrales  de  l'équation  de  Lagrange 
ont  leurs  tangentes  parallèles  entre  elles. 

Réciproquement,  si  des  courbes  (C),  en  nombre  simplement 
infini,  jouissent  de  cette  propriété,  elles  sont  les  courbes  inté- 
grales d'une  équation  de  Lagrange. 

En  effet,  par  hypothèse,  aux  points  de  rencontre  d'une  même 
droite  Y-i-X<p(/n) -|-<j^(/7i)  =  o  avec  toutes  les  courbes  (C),  les 
tangentes  menées  à  celles-ci  sont  parallèles;  leur  coefficient  angu- 
laire commun  est  donc  une  fonction  de  m,y*i  (/>0-  Sous  une  autre 
forme,  en  un  point  quelconque,  (x^y)^  du  plan,  le  coefficient 

dy 
angulaire,  ^»  de  la  tangente  à  la  courbe  (C)  qui  passe  par  ce 

point,  est  égal  k /i[m)^  m  désignant  une  racine  de  Téquation 
y  -{-  x<f{ni)  -h^(m)  =  o.  On  peut  écrire  aussi  m=:/(-^hel 
l'on  en  conclut,  le  long  d'une  courbe  (C),  la  relation 


ifmh*Hè)h- 


(|ui  est  une  équation  de  Lagrange. 
Si  l'on  observe  que  les  droites 

y-hX9{m)-^^im)  =  o 

enveloppent  une  courbe,  évidemment  quelconque  puisque  les 
fonctions  9  et  ^  sont  quelconques,  on  peut  dire  aussi  que  toutes 
li:s  courbes  intégrales  d'une  équation  de  Lagrange  coupent  chaque 
tangente  d'une  oourbe  fixe  sous  un  même  angle,  variable  en  général 
d'une  tangente  à  l'autre,  et  réciproquement. 
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262.  Exemple.  —  L'équalion 
considérée  au  n**  24i,  est  du  Ijpe  de  Lagrange;  écrivons-la 
el  dérivons  par  rapport  à  x.  Nous  trouvons 

el,  en  séparant  les  variables  x  et  p^ 

KP  —  \){^pdp-Y''Sdx)  =  o. 
Nous  avons  donc  deux  solutions  : 

1  "  /?  =  1 ,  qui  donne  dans  la  proposée  :  —  ^  +  9  ( J'  —  x)z=  o^ 
solution  singulière. 

2**  a/?^4- 3a:  =  3G,  relation  qui,  jointe  à  la  proposée,  donne 
paramétriquement  les  courbes  intégrales 

le  paramètre  étant /?.  En  éliminant/?  entre  ces  deux,  relations,  on 
irouve,  entre  x  ely^  l'équation 

solution  générale. 

263.  9""  Équations  de  Clairaut.  —  Elles  sont  comprises,  comme 
cas  particulier,  dans  celles  de  Lagrange;  on  y  suppose 

/dy\  _dy 
"^[dxj  ""       dx' 

de  sorte  que  le  type  de  Clairaut  est  : 

<■■>  y-'%*^{i)- 

l^our  intégrer,  dérivons  encore  par  rapport  à  x;  il  vient: 

S[-*'(r:)]-. 

ce  qui  donne  deux  solutions. 
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Première  solution  : 

<i*y  ..  ,         dy      ^ 

-^-.=o.  dou  ^-^  =  C. 

el,  par  l'éqiialîon  proposée  (i  i), 

C'est  la  solulion  générale;  on  ^obtient  en  remplaçant,  dans 
Inéquation  différentielle ,  -j-  par  la  constante  arbitraire  G.  Les 
courbes  intégrales  sont  des  droites. 

Deuxième  solution  : 

équation  qui,  combinée  avec  la  proposée  (i  i),  donne,  par  réiimi- 

nation  de  ^>  une  relation  entre  x  ely  sans  constante  arbitraire. 

C'est  la  solution  singulière:  elle  représente  évidemment,  d'après 
son  mode  de  formation,  l'enveloppe  des  droites  fournies  par  l'in- 
tégrale générale. 

264.  Ce  sont  là,  à  peu  près,  tous  les  types  généraux  d'équations 
difTérentielles  du  premier  ordre  que  l'on  sait  intégrer;  il  est  à 
remarquer  que,  sauf  dans  les  types  de  Lagrange  et  de  Clairaul, 

la  dérivée  -j^  figure  linéairement.  Si  donc  on  a  à  intégrer  une 
équation  différentielle  qu'on  ne  puisse  résoudre  par  rapport  à  ^^ 

on  se  trouvera  arrêté  dès  le  début,  même  dans  les  cas  les  plus 
simples. 

Soit,  par  exemple,  l'une  ou  l'autre  des  équations 

/(,,g)..         ou  /(^,2)=o. 

dont  la  première  se  ramène  d'ailleurs  à  la  seconde  en  prenant  x 
comme  fonction  ely  comme  variable,  car  on  l'écrit 


/ 


['wY°- 
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SI  Ton  peut  résoudre  par  rapport  à  ^>  les  deux  équations  pro- 
posées rentrent  dans  le  type  à  variables  séparées 

—  =<p(^)  ou  ^-=?(r), 

trou  l'on  déduit 

>' =    /  c(x)<ij?-+- cfinst.,         ou        x=    I    — — — h  const. 

Mais,  si  la  résolution  par  rapport  à  ~  est  impossible,  on  ne 
pourra  expliciter  les  calculs. 

Il  Y  a  toutefois  deux  cas  où  cette  résolution  préalable  ne  sera 
pas  nécessaire. 

265.   Premier  cas.  —  On  peut  résoudre  l'érpialion  difTérenlielle 


pdi    idiiififtb  a  ju    \jvt  j^  ,  ^^ll  < 

H   aiusi,    c 

"  t^wan.it  ^^^   —  ^, 

(l'i)            x  =  ^{p) 

OU 

^  =  ?(/>). 

d'où 

dx  =  ^'(p)dp 

^J'=^'(P)^P 

dy  =pdT 

dx^^ 

P 

=  p^'(p)dp 

=  ^9'(P)^P 

H 


m3>  jr=    fp^'ip)  dp -hC  X  =  J     ■^^tf'(p)dp-^C, 

Dans  les  deux  cas,  les  équations  (12)  et  (i3)  donneront  ^  et  7 
exprimés  en  fonction  du  paramètre  p  et  d'une  constante,  ce  qui 
définit  la  courbe  intégrale  générale  (*) 

(  '  )  En  réalité  les  équations 

soat  des  équations  de  Lagrange,  et  Ton  n'a  fait  que  leur  appliquer  la  méthode 
générale. 
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266.  Second  csis.  —  La  courbe 

quand  on  regarde  x  el  J^  (ou  y  ^^  -^)  comme  les  coordonnées 

courantes,  est  de  genre  zéro  ou  un. 

On  peut  alors  exprimer  ^  et  -^  dans  le  premier  cas,  y  et  -^~ 

dans  le  second,  en  fonction  rationnelle  ou  elliptique  d'un  para- 
mètre, w,  sous  la  forme 

ou  /   dy 


X 

=  ?(«) 

(i4) 

% 

=  ^(u) 

On  en 

conclut 

djc^ 

=  ?■( 

m)  lia 

dy. 

=  ^(n)dx 

OU         dy  =  o'(m)  du, 

=  ^\{u)^\u)du  ^"^^^da, 

et  par  suite 
(1^)     y=^  J^{u)^'(u)du-hC         ou    ,     x=  I   ^j~du-hC, 

Dans  les  deux  cas,  x  et  yy  par  (i4)  et  (i5),  sont  encore 
exprimés  en  fonction  du  paramètre  u  et  de  la  constante:  les  deux 
intégrations  indiquées  dans  (i5)  portent  d'ailleurs  sur  des  fonc- 
tions rationnelles  ou  elliptiques  de  u,  et  peuvent  dès  lors  s'eiTec- 
tuer. 

267.  Remarques  générales.  —  Pour  intégrer  les  équations 
homogènes,  les  équations  linéaires,  celles   de  Bernoulli  et  de 

Riccati,  il  n'est  pas  nécessaire  de  ramener  le  coefficient  de  s- 

à  être  égal  à  l'unité  ou  à  une  constante,  comme  nous  l'avons 
supposé  pour  simplifier  les  écritures.  Dans  la  pratique  on  appli- 
quera les  méthodes  d'intégration  indiquées,  sans  prendre  cette 
précaution  préalable.  Au  contraire,  dans  l'équation  de  Lagrango, 
il  faut  que  le  coefficient  dey  soit  l'unité  ou  une  constante. 
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2°  On  ne  devra  pas  oublier  que  x  peut  être  considéré  comme 
riiiconnue  ely  comme  la  variable  indépendante,  ce  qui  peut  faire 
rentrer  dans  les  types  intégrables  des  équations,  qui,  au  premier 
coup  d'œil,  en  paraissent  éloignées.  Ainsi  l'équation 

dy  ^       A 
dx       Ba?  H-  G* 

où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  dey,  est  une  équati  du     néaire  en  x 
puisqu^on  l'écrit 

dy 


III.  —  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DU  PREMIER  ORDRE; 
DIVERS  ARTIFICES  D'INTÉGRATION. 


268.  Si  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  ne  rentre 
pas  dans  un  des  types  précédents,  on  ne  saura  généralement  pas 
l'intégrer;  on  sera  réduit  à  essayer  divers  artifices.  Nous  allons  en 
indiquer  trois,  dont  le  succès  d'ailleurs  est  toujours  incertain. 

269.  Procédé  de  la  dérivation.  —   i'^  Soit 

(0  fi^yy,y)  =  o 

Téquation  proposée.  Dérivons  par  rapport  à  la  variable  indépen- 
dante, x;  nous  avons 

^    '  da;       -^    dy       -^    ày 

Essayons  de  combiner  les  relations  (i)  et  (2)  de  manière  à 
obtenir  une  équation  dont  le  premier  membre  soit,  à  un  facteur 
près,  la  dérivée  exacte  d'une  fonction  de  r,  y,  y  ;  c'est-à-dire  une 
équation  de  la  forme 

On  en  déduira 

(3)  'K^,r. /)  =  const. 

H.  -  IL  10 
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et,  en  éliminant^  entre  (3)  et  la  proposée  (i),  on  aura  Tinté- 
grale  cherchée. 

La  solution  6(x,y,  y')=:o,  connbinée  avec  (i),  donnera,  par 
élimination  de  y\  une  intégrale  sans  constante  arbitraire,  qui  sera 
l'intégrale  singulière  ou  une  solution  étrangère. 

2"^  On  peut  encore  appliquer  autrement,  et  d'une  manière  plus 
précise,  le  procédé  de  dérivation;  résolvons  la  proposée  (i)  par 
rapport  à  y 

(4)  r^  ?(*)/>) 
étant  posé 

Dérivons  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  (4);  il  vient 

(5)  />  =  'r'x+9pg. 

équation  différentielle  entre  et/?  et  .r,  qui  pourra  être  plus  facile 
à  intégrer  que  la  proposée.  Si  Ton  peut  en  tirer/?  en  fonction  de  x, 
l'équation  (4)  donnera  y.  C'est  la  méthode  qu'on  a  suivie  pour 
les  équations  de  Lagrange  :  l'équation  (5)  est  alors  une  équation 

linéaire  en  x  et  -t-^>  et  peut  par  suite  s'intégrer.  Même  procédé  en 

résolvant  la  proposée  par  rapport  à  x^  et  en  considérant  j/*  comme 
la  variable  indépendante. 

Exemple,    —    L'équation  Y  ^=^  ^  t  '^  ^^  f  \'J)^  analogue  à 

celle   de    Clairaul,    donne    par    dérivation,  p   représentant    tou- 
dy 

p   r-zp-\-%xf{p)-^    ^[x-\-X^f'{p)]   =0, 

d'où,  après  division  par  j?, 

équation  linéaire  en  x^  qu'on  intrgre  parla  méthode  générale,  et 
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qui  donne 

-  I  f     dp  C 

Cette  relation,  jointe  à  la  proposée 

y=px^x^f{p\ 

permet  d'exprimer  x  el  y  en  fonction  du  |)aramètre  p  et  d\ine 
constante  arbitraire  C. 

270.  Procédé  du  facteur  intégrant.  --  L'équation  différentielle 
étant  mise  sous  la  forme 

(  6  )  ^dx-r-^  dy  =  0, 

où  M  et  N  sont  des  fonctions  de  x^  y^  Euler  s'est  proposé  de 
délerrainer  un  facteur,  jx,  tel  que  l'expression 

fi  (  M  ^x  -h  N  dy  ) 

soit  une  différentielle  exacte,  x  el  y  étant  considérés  comme  deux 
variables  indépendantes.  Si  Ton  peut  trouver  un  tel  facteur,  on 
aura  identiquement 

\l{}A  dx  -ir  ^  dy  )  —  é/w. 

u  désignant  une  fonction  de  x  el  j',  et  l'équation  proposée  (6 
s'écrira 

—  du  —  o. 
\^ 

On  y  satisfera  en  posant 

du  —  Oy        d'où         a(j:,  j^  )   -  const., 

intégrale  générale  ;  ou 

I 

-  =o, 

solution  singulière  ou  étrangère. 

Tout  revient  donc  à  trouver  un  facteur  intégrant  |ji.  Or  la  con- 
dition pour  que  ^l^M  dx -^  N  dy)  soit  différentielle  exacte  est 
qu'on  ail  identiquement  (Tome  1,  n**  327) 

.    .  à(ixM)  ^  djii^) 

^^^  Oy  ôx 
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OU 

/         i.-N  AM^i^  IVl^^f^  /à^  ^^\ 

Cést  là  une  équation  aux  dérivées  partielles,  généralement  plus 
difficile  à  intégrer  que  la  proposée  (6).  Si  Ton  peut  en  obtenir 
une  solution  particulière,  [x,  la  fonction  u(x^y)  sera  donnée  par 
la  formule  (Tome  I,  n*»  327) 

([xN)o  étant  ce  que  devient  jjlN  pour  x  =  j:o,  et  la  solution 
générale  de  (6)  sera  u  :=  const. 

271.  Le  facteur  intégrant  exisle-t-il?  C'est  demander  si  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  (7)  ou  (7  bis)  a  des  solutions  :  or 
nous  verrons  plus  lard  qu'une  équation  aux  dérivées  partielles 
admet  une  solution  générale,  laquelle  renferme  une  fonction  arbi- 
traire; il  y  a  donc  toujours  des  facteurs  intégrants. 

On  peut  le  voir  autrement:  soit,  en  effet,  ^(a:,  y,  C)  =  o  la 
solution  générale  de  Téquation  différentielle  proposée  (6).  Si  Ton 
résout  par  rapporta  C,  cette  solution  s'écrit 

(8)  G  =  çp(:r,^), 

d'où  l'on  tire  par  dérivation 

o  =  -r-dx->r-^  dvs 
ox  ày   "^ 

équation  différentielle  à  laquelle  satisfait  la  fonction  y^  définie 
par  (8),  et  qui  doit,  par  suite,  être  identique  (n°  240)  à  la  pro- 
posée (6).  On  a  donc  identiquement,  c'est-à-dire  quels  que 
soient  x  ely, 

dx   _   dy 

"WT  ""  IT' 
Soit  (x(^,  j')  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  il  vient 
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d'où  Ton  conclut  identiquement  : 

|jl(M  dx-h  N  dy)  =  -^  dx  -^r  -^  dx  =  d^^x^y). 
La  fonction  jjl  est  donc  un  facteur  intégrant  (*).       c.   q.   f.   n. 

!272.  Quand  on  connaît  un  facteur  intégrant  d'une  équation  du 
premier  ordre,  on  peut  trouver  tous  les  autres. 

Soient  [jl  le  facteur  connu,  [/  un  quelconque  des  autres.  Posons 

et  déterminons  6.  Par  hypothèse  on  a 

\  (JL  (  M  Jx  -h  N  rf^)  =  dUf 
^^^  /   ^^(Udx^}^dy)  =  dv, 

d'où  l'on  conclut 

/ip  =  e  du. 

Or  V  ei  u  sont  des  fonctions  de  a:  et  de  y;  on  peut  donc  regarder 
V  comme  fonction  de  x  et  de  a,  pris  pour  variables  indépendantes  ; 
et  Ton  a  alors 

dv  =  —  dx  -\ du, 

dx  Ou 

Si  l'on  compare  cette  relation  à  la  relation  dv  ^^%  du^  on  en  déduit 

dv  ov       „ 

—  =  o,       —  =  e. 

ox  du 

La  première  de  ces  é(|uations  montre  que  v  est  constant  par 

rapport  à  Xy  c'est-à-dire  ne  dépend  que  de  u;  la  seconde,  --  =  0, 

montre  alors  que  0  est  aussi  une  fonction  de  u  seul,  0  =  f  (</), 
et  l'on  a  |jl'=  |jl'^(w). 

Réciproquement,  [x  étant  facteur  intégrant,  jJL'p(a),  où  ^{u)  dé- 
signe une  fonction  quelconque  de  w,  est  aussi  facteur  intégrant; 


(  ')  On  voit  ainsi  qu'étant  donnée  une  expression  de  la  forme 

a (  M,  v)du-i-  p (  a,  v)  dv, 

il  existe  toujours  un  facteur,  |x(a,  v),  tel  que  \i{adu-h^dv)  soit  la  diiïérentielle 
exacte  d'une  fonction  des  deux  variables  u,  v.  C'est  ce  qu'on  a  admis  sans  démons- 
tration au  Tome  1,  n"  464. 
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car  on  déduit  de  la  piemi(^rc  équalion  (9),  à  savoir 
(9)  fji(  VI  dx  '  N  dy)  -du, 

celle-ci  : 

\L^{u)(}Adx  —  "H  dy)  —  ^(u)du, 

donl  le  second  membre  est  bien  une  diflTérentielle  exacte. 

Donc  [JL  étant  un  facteur  intégrant  et  du  la  différenlielle  exacte 
correspondante,  tous  les  autres  facteurs  sont  de  la  forme  |a^(w), 
et  réciproquement. 

273.  On  pourrait  intégrer,  par  le  procédé  du  facteur,  les  équa- 
tions linéaires 

<y      {Py'^Q)dx^o, 

intégrées  autrement  au  n"  2o3  :  il  existe  en  eflTet  un  facteur  inté- 
grant, [JL,  /onction  de  x  seul^  et  facile  à  déterminer.  Car,  la  con- 
dition (7)  s'écrit  ici 

c*est-à-dire,  puisque  [jl,  P,  Q  sont  supposés  fonctions  de  x  seul, 
et,  par  suite,  indépendants  àe  y^ 


drjL 

d'où 


tx-^""^ 


La  méthode  du  n'*2o3  est  d'ailleurs  préférable  à  celle  du  facteur. 

274.  Procédé  du  changement  de  variable.  —  On  peut  souvent, 
par  un  changement  d'inconnue,  ramènera  un  type  intégrable  une 
équation  qui  en  semblait  très  éloignée  :  il  est  évidemment  impos- 
sible de  donner  à  ce  sujet  des  règles  générales;  on  se  bornera 
à  deux  exemples. 

1"  Soit  l'équation 
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OÙ  P  et  Q  sont  des  fcactions  de  x  :  elle  ne  rentre  dans  aucun  des 
huit  types  du  paragraphe  précédent.  Il  est  assez  naturel  d^essayer 
de  la  transformer  en  faisant  disparaître  le  radical  :  il  faudrait, 
pour  cela,  y  exprimer  ^  et  y^i  -f-^*  rationnellement  en  fonction 
d'une  nouvelle  inconnue.  Or  on  a  vu  dans  le  Tome  I  que  ce  pro- 
blème est  possible,  et  se  résout  en  particulier  (n®  214)  parle  chan- 
gement de  variable 

T    -  /« 

d'où 


y-'-rr' 


et 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  différentielle  proposée;  elh; 
devient 

2      r*      dx       \       %t      ""^7      it    ' 
c'est-é-dire 

équation  de  Riccati,  qu'on  intégrerait  si  l'on  en  connaissait  une 
solution  particulière. 

2°  On  pourra  quelquefois  employer  avec  succès  la  transforma- 
tion de  Legendre  (Tome  I,  n**  109,  Remarque  II), 

Soit  l'équation  différentielle 

On  posera 

d'où 

d\  =  —y'  dx  -h y'  dx  -h  x  dy'  —  x  d\^ 

ce  qui  donne  finalement 

Portons  ces  valeurs  dans  la  proposée;  celle-ci  devient 


296  TROISIÈME   PARTIE.    —    ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 

équation  différentielle  du  premier  ordre  en  Y  el  X,  qui  pourra 
être  plus  facile  à  intép;rer  que  la  proposée.  Soit  Y  =  F(X,  C)  sa 
solution  générale,  on  aura 

.=  j^  =  Fk(X,C), 

J^  =  X^-Y  =  XFi(X,G)-F(X,C), 

équations  qui  donnent  ^  et  y  en  fonction  d'un  paramètre  X,  et 
d\ine  constante  arbitraire  C,  et  définissent  par  suite   la  courbe 
intégrale  générale  de  Téquation  primitive. 
Par  exemple,  Téquation 

devient,  par  colle  transformation, 

*(Y)==^,(X), 

relation  différentielle  où  les  variables  se  séparent. 

W équation  y  =z  œy -\- x^ /(y') ^  déjà  rencontrée  au  n°  269,  2**, 
appartient  à  ce  type,  car  elle  s'écrit 

elle  pourrait  dès  lors  être  intégrée  par  la  méthode  précédente. 


IV.  -  APPUCATIONS. 


275.  Tous  les  problèmes  de  Géométrie  où  il  s'agit  de  déter- 
miner une  courbe,  dans  le  plan  ou  sur  une  surface  donnée,  par 
une  propriété  de  ses  tangentes,  conduisent  évidemment  à  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre*,  on  va  en  donner 
quelques  exemples. 

Problème  des  trajectoires. 

276.  Problème.  —   Étant  donnée  une  famille   de   courbes 
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planes  {axes  rectangulaires)  dont  Inéquation  générale  ren- 
ferme un  paramètre  C, 

(1)  F(X,Y,C)  =  o, 

trouver  les  courbes  qui  coupent  sous  un  angle  donné,  V,  toutes 
les  courbes  de  la  famille. 

Soit  X,  y  un  point  quelconque  du  pian;  pour  la  courbe  de  la 
famille  (i)  qui  y  passe,  C  est  déterminé  par  Téquation 

(2)  F(a7,  jK,  G)==o, 

el  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  celte  courbe  en  x^y  est 

(F'  ) 
—  7-^h:>  ^^s  parenthèses  indiquant  que  C  a  été  remplacé,  dans  les 

(r  y) 

deux  termes  de  la  fraction,  par  sa  valeur  tirée  de  (9.).  Le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  à  la  trajectoire  an  même  point  étant 

dy 

~-3  on  aura 

dx 

dy   ,    (F:,) 

dx-^  {¥',.) 
lang  V  — 


,       dy  (F^) 
dx  {V') 


yf 


Cesl  l'équation  différentielle  des  trajectoires.  On  peut  évidem- 
ment dire,  sous  une  autre  forme,  qu'elle  s'obtient  par  l'élimination 
de  Centre  les  deux  »3quations 

dx        ¥' 

(3)  F(^,j.,G)  =  o,         tangV-  S^F^' 

dx  F  y 

Pour  les  trajectoires  orthogonales,  tangV  est  infini,  et  l'équa- 
tion différentielle  s'obtient  en  éliminant  G  entre 

(4)  F(a;,r,C)  =  o,         Fi'J^    -F;=o. 

î277.  Exemple  I. —  Trajectoires  obliques  des  courbes  y  =  Cx"^. 
—  Ces  courbes  sont  homothétiques  les  unes  des  autres  par  rapport 
à  Torigine;  leurs  trajectoires  jouiront  évidemment  de  la  même 
propriété,  c'est-à-dire  que  leur  é(|uation  différentielle  sera  homo- 
gène (no  250). 

Cette  équation  diflerenlielle  s'obtient  (n°276)  par  l'élimination 
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de  C  entre  les  relations 

^-.C:r-  tangV=   y^  ^C^-> 

d^oii  le  résultat  : 

équation  qui  est  bien  homogène.  Pour  l'intégrer,  posons  (n**249) 

y  =  ux; 
nous  aurons 

tang  V[i  -r-  rnui  u'x  -f-  a)]  —  u'x  -+-  u       ma, 

c'est-à-dire 

du 
a: -j- (ma  langV     -i)  — w(i       m)   -  tang  V(i  -  ma*  ), 

et,  en  séparant  les  variables, 

d.r  matangV    -I 

=     r ïT r — =-.  au  . 

X         ma- tangV-h  a(m  —  i) -h  tangV 

L'intégration  n'offre  aucune  difficulté;  iaisons-la  dans  le  cas  de 
m-^  i  :  les  courbes  proposées  sont  alors  des  droites  issues  de 
l'origine.  Il  vient 

,  r    du      I— alanarV  i  i  .      ,  . 

const.-h  loga^  =  /  r? '' —  — ^  arc  tang  a log(i--a*), 

^        J    tangV       i-Ha«  tangV  ^  1     ^^  '' 

ce  qui  s'écrit 

nrriiinfr» 

X)/r^-'u^  -  Ce  ^^f^'  . 

Remplaçant  a  par—,  on  aurait  l'équation  des  trajectoires;  il 
vaut  mieux  employer  les  coordonnées  polaires,  en  posant 

rr  — pcoso),        ^  — psinto, 
ce  qui  donne 

u  —  tangb),         ou        arc  tang  a  —  w. 
On  a  ainsi 

Cl) 

p  =r  Gei»»^, 
équation  de  spirales  logarithmiques  ayant  l'origine  pour  pAle. 
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278.  Exemple  II.  —  Trajectoires  orthogonales  des  tangentes 
à  une  courbe  {Développantes).  —  Soit,  en  fonction  d'un  para- 
mètre C, 

l'équation  générale  de  ces  tangentes;  il  faut,  pour  obtenir  Téqua- 
lion  din^érenlielle  de  leurs  trajecloires  orthogonales,  éliminer  C 
entre  cette  équation  et  la  seconde  équation  (4),  qui  est  ici 


dy      ^_^^ 
dx 


II  vient  ainsi 


dv 


X       ^\dx) 


é(|uation  différentielle  du  tjpe  de  Lagrange.  Pour  Tinlégrer,  po- 
sons -^  -  -  p^  et  résolvons,  par  rapport  à  y, 

_  X   .    fip)^ 
P         P 

ou,  en  posant,  pour  simplifier,  ^ -^-^     =  '!(/?)> 

(5j  y----p^¥p)' 

Dérivons,  par  rapport  à^,  suivant  la  méthode  générale  (n°260); 
ijous  trouvons 

I        dp  \  X 
P  = /:  I 


l[;.-f">l 


p        dx 

ou 

de 

^{p^—i)p  —  T  -  p^^'ip)  =  o, 

équation   linéaire  en  j:,   qu'on  intégrera,   d'après   le   n"   253,   en 
posant 

dv      ^       ,  du ,    .  .  . ,  /     X 

On  tire  de  la  deuxième  de  ces  relations 


3oo  TROISIÈME    PARTIE.    —    ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 

c'est-à-dire 

,=—p — 


//>'-H-l 

Portons  cette  valeur  de  v  dans  la  troisième  relation  (6);  il  vient 

d'où 

J     yp^  -h  i 
et  enfin 

(7)  r-u.=  -J=    f^n±^C-l^- 

Reportons-nous  maintenant  à  Téquation  primitive  (5);  nous 
avons 

P  yjp^  -^  I  J      //?*  -+-  i  }/p^  -+-  I 

Les  relations  (7)  et  (8)  définissent,  pour  la  courbe  générale 
cherchée,  les  coordonnées  x^y  d'un  point  en  fonction  d'un  para- 
mètre/?; le  problème  est  théoriquement  résolu,  il  ne  reste  qu'une 
quadrature  à  effectuer. 

Remarque.  —  En  vertu  de  la  Remarque  du  n°  261,  les  courbes 
qui  coupent  sous  un  angle  fixe  les  tangentes  d'une  courbe  donnée 
sont  les  intégrales  d'une  équation  de  Lagrange  :  le  problème  des 
trajectoires  des  tangentes  à  une  courbe  conduit  donc  à  une  équa- 
tion de  Lagrange;  on  vient  de  le  constater  pour  les  trajectoires 
orlhogonales. 

279.  Exemple  III.  —  Trajectoires  orthogonales  dUine  famille 
de  cercles,  —  Soient  les  circonférences 

(9)  (;p-_a)»-+-(j^-P)*-R«=o, 

où  a,  p,  R  sont  des  fonctions  données  d'un  même  paramètre  t\ 
pour  trouver  l'équation  différentielle  de  leurs  trajectoires  orlho- 
gonales, il  faut  éliminer  t  entre  l'équation  précédente  et  la  relation 

(10)  (x-^)^^{y-^)^o. 
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Cette  élimination  n^esl  possible  que  si  l'on  a  explicitement  a,  ^ 
el  R  en  Fonction  de  t.  On  peut  lourner  la  difficulté  en  changeant 
d'inconnue  et  de  variable. 

Posons 

(11)  Z_zi=:tange; 

X  —  a 

nous  avons,  en  tenant  compte  de  (9), 

sin6  cosO  * 

d'où 

(12)  >' =  p-f- RsinO,         ar  =  a-hRcos6, 

relations  équivalentes  à  (9)  et  (11). 

Entre  les  équations  (10^  et  (12),  cherchons  à  éliminer  x  et^, 
de  manière  à  obtenir  une  équation  différentielle  entre  0  et  /.  Nous 
tirons  de  (12)  : 

dy  =      RcoserfOn-rf^CP  n-R'sinO), 
dx  =—  R  sine  rfe  H-  dt^T.'  -h  R'  cosO), 

1',  ^\  R'  désignant  les  dérivées  de  a,  ,8,  R  par  rapport  à  t. 

Portons  dans  (10)  ces  valeurs  de  dx.  dy^  et  les  valeurs  (12) 
de  X  et^;  nous  obtenons  l'équation  différentielle  en  0  et  ^  : 

R  ûfe  H-  dt{  P'  ces  ô  —  a'  sin  e  )  =  o 
ou 

_^^cose-^sine  =  o. 

6 
Prenons  pour  inconnue  tang-,  en  posant 

6  ,,   ,  j^         idu 

l'équation  différentielle  précédente  devient  Véquation  de  Riccati 

du       3'  aa' 

On  saura  Tintégrer  si  Von  en  connaît  une  solution,  c*est-à-dire 
si  Ton  connaît  a  priori  une  des  trajectoires  orthogonales  des 
cercles  proposés.  En  intégrant,  on  aura  u^  et  par  suite  6,  en  fonc- 
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lion  de  t  (et  d*une  constante  arbitraire);  les  équations  (12)  donne- 
ront alors  X  ex.  y  exprimés  en  t^  ce  qui  définira  la  Irajecloîre 
orthogonale  générale. 

Application.  —  Si  les  cen:les  donnés  ont  leurs  centres  en  lîgoe 
droite,  cette  droite  sera  évidemment  une  de  leurs  trajectoires 
orthogonales,  et  Téquation  de  Riccati  pourra  s'intégrer. 

Par  exemple,    considérons   les   cercles  dont   les  centres    sont 

sur  Ox^  et  dont  le  rayon  est  égal  à  —  fois  Tabscisse  du  centre  : 

ix    -  a  )*  -h  y*  —  — -  a*. 

Prenons,  pour  ^,  Tabscisse  a;  nous  aurons 
P-P'-o,         a'=i, 

et  Téquation  de  Riccati  s'écrira 

du  mu  du  d% 

2  -, 2  —  =0         ou         —  =  m  —  t 

doi  u  u  a 

ce  qui  donne 

et  par  (12),  puisque  u  =  tang-, 


y  =  —   ^,   ,    >  a?  —  a  H 


m  i-i-G*a*"*  m  i-r   C^a*"» 

équations  paramétriques  des  trajectoires  orthogonales,  a  étant  le 
paramètre  variable. 


Lignes  de  courbure  et  Lignes  asymptotiques, 

280.  Lignes  de  courbure.  -  On  a  vu  dans  le  Tome  I  que  les 
lignes  de  courbure  d'une  surface  s'obtiennent  en  intégrant  l'équa- 
tion aux  directions  principales  :  c'est  une  équation  dilTérentieile 
du  premier  ordre.  On  a  déjà  (Tome  I)  donné  des  exemples,  dans 
lesquels  l'équation  différentielle  est  du  Ijfpe  à  variables  séparées  ; 
en  voici  d'autres. 


! 
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281 .   1*"  Quadriques  à  centre  : 


3o3 


.r*         K*        -«* 


^-^- 


L'ordonnée  z  étant  regardée  comme  fonclion  de  x  et  y  y  Téqua- 
lion  diOférenlielle  des  lignes  de  courbure  est  (Tome  I,  n"  428) 


n) 


/?,  y,  /•,  5,  /  désignant,  comme  d'ordinaire,  les  dérivées  premières 
et  secondes  de  z  par  rapport  à  x  et  y. 

On    calcule  />  et  «jr  en    dérivant   l'équation    de   la   surface  par 
rapport  à  j:,  puis  par  rapport  à  y,  ce  qui  donne  : 


-pt 

P9 

I  -   y« 

r 

s 

t 

dy^ 

—  dx  dy 

dx^ 

C*    X 


c*    y 


puis,  par  de  nouvelles  dérivations,  en  tenant  compte  de  Téquation 
de  la  surface, 


.  c*  z — px         c*      y^ — 6*  c*    xy 


Portant  ces  valeurs  dans  (i),  on  obtient  après  réductions,  et 
en  tenaat  toujours  compte  de  Téquation  de  la  quadrique,  l'équa- 
tion différentielle 


^ 


c^—b^ 


b^ 
'  c»  —  a« 


dy^  —  xf 


cî- 


dx^ 


\      a~^^ ^^yt^a^-^b^^dxdy  ^o 


ou 

(2^ 


^'^•^(^)'"^  • '^'"  '  ^•^*"~  ^^  rfs  ~  ^^  "  ""' 


en  posant,  pour  abréger, 


A  = 


fti  al— c« 


a« 


a«  — 6« 


C'est  là  une  équation  différentielle  qui  ne  rentre  dans  aucun  des 
cas  intégrables.  Monge  a   observé  qu'on  peut   l'intégrer  par  la 
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méthode  de  dérivation  (n" 269,  i");  nous  indiquerons  ici  une  mé- 
thode plus  rationnelle. 

Si    Ton    multiplie    par  y  le   premier  membre  de  Téquation  à 
intégrer  («2),  on  voit  que  j^  ne  figure  que  dans  les  combinaisons 

dy    ,  .      . 

y^  et  j^-j-  ;  il  est  donc  indiqué  de  prendre  y^  comme  inconnue. 

Ainsi,  on  posera  k'-^^^  m,  et,  à  cause  de  la  symétrie  que  présente 
Téquation,  ^*=  v.  On  a  alors 

dy  __  \  du  _  I   du    dx  _  du    /- 
^  dx  ~~  7.  dx  "  %  dv  '  dv  ~  dv       ' 

et  Téquation  (2)  devient,  après  division  par  y/p, 


-m'- 


-{v  —  A  M  —  B)  -; M  =  o, 

dv 


équation  linéaire  en  2/  et  (^  (^yP^  deLagrange).  Résolvons-la  par 
rapport  à  l'inconnue  «,  nous  trouvons 

vu'{^u'-^\^—Bu'  ,      „       u' 

Aa'-+-i  Aa  H-i 

en  posant  u'=    ,    :  c'est  une  équation  de  Clairaut,  dont  on  obtient 

l'intégrale  générale  (11"  263)  en  rcmpluçant  u  par  la  constante  arbi- 
traire X;  on  a  donc,  pour  la  relation  cherchée  entre  u  et  p, 

,  BX 

AX  H-i 

et,  en  revenant  à  :r  et^, 

«      >    -,  B  X 

(3)  j.î=Xa7«~. 


AX-Hi 

Telle  est  l'équation  des  projections  des  lignes  de  courbure  sur 
le  plan  des  xy  :  elle  représente  des  coniques.  Les  lignes  de  cour- 
bure sont  donc  algébriques;  on  pe,ut  aussi  en  déduire  qu'elles 
sont  à  rintersection  de  la  quadrique  proposée  avec  les  quadriques 

X^  v'  x^ 

homofocales  -r \-  ,-- 1 — = =  i  (voir  Tome  I,  n**  446). 

2°  Paraboloïde  : 

2  5  =  a' a?* -h  b'y^. 

On  a 

p  =  a'Xt        q  =  b'  y^        r  =  a\        s  =  o,         t  =  b', 
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et  l'équation  des  lignes  de  courbure,  prise  sous  la  forme  (E),  est 
a'b"^xy  /^ yH-(6'_  ^'-h  a'«6'ar>—  ^'*V)  ^  —  a'^b'xy  =  o. 
C'est  une  équation  qu'on  ramène  à  la  forme  (2)  en  posant 

A  =  -7»  B  =  TTTT' 

a  a^b 

L'intégrale  générale  est  donc,  d'après  (3), 

6'— «'        X 


^«=  Xir*-h 


a'ô'     a'-4-6'X 


Les  projections  des  lignçs  de  courbure  sont  encore  des  coniques, 
et  ces  lignes  sont  algébriques. 

282.   Lignes  asymptotiques.  —  Les  lignes  asymplo tiques  d'une 
surface,  donnée  sous  la  forme 

s'obtiennent  (Tome  I,  n'^ASO)  par  l'intégration  de  l'équation  diflFé- 
reotielle 

qui  est  du  premier  ordre.  Rappelons  que  R,  S,  T  sont  des  fonc- 
tions de  Uy  V,  dont  les  valeurs  proportionnelles  sont  respective- 
ment 

du^  du*  âu^  dudv  dv^ 

A,  B,  C  désignant  les  coefficients  du  plan  tangent,  à  savoir 

dy  âz       àz  dy 
du  dv        du  dv 


283.  Exemple.  —  Lignes  asymptotiques  des  sur/aces  réglées, 
—  Une  droite  de  l'espace 

i  X  =  a^u  -^  b\j 

(5)  N  y  =  a^u-\-bt, 

\  z  =:  azu-k-bz^ 
H.  -  II.  20 
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engendre  une  surface  si  ai,  6|,  a-j,  63,  ^3,  b^  sont  des  fonctions 
d'une  même  variable,  v.  Les  équations  (5)  définissent  donc  para- 
métriquement  les  coordonnées  des  points  d'une  surface  réglée,  en 
fonction  des  deux  paramètres  u  et  s?.  On  a  alors 

.        dy  àz        <)z  dy  ,         ,  , .  ,,  ,, 

B  = -=  «(aja'i  —  aia',  }-h  036',  —  «i^i, 

G  = =  ii(  ai  a4  —  ai  a',  )  -H  ai  6^  —  aj  6', , 

a\^  b\^  ...  étant  les  dérivées  de  ai,  éj,  ...  par  rapporta  v. 

On  calcule  sans  difficulté  -r-zy  '-'»^-ry  et  Ton  obtient  les  valeurs 
proportionnelles  de  R,  S,  T,  qui  sont  de  la  forme 

o»       /(«'X*)»         "»?(t')-+-«+(f)^-X^*'^» 

/",  çp,  t}^,  -^  élant  des  fonctions  de  v  qu'il  est  inutile  d'écrire  tout  au 
long.  L'équation  différentielle  (4)  s'écrit  donc 


1 1  a/(^)-^-["*  ?(^)-»- "  l'C^)-^  X(^^]5^  I  =  o- 


Elle  se  décompose  en  deux  : 

i*  -—  =0;         d  ou         i'^const.; 

du 

les  lignes  correspondantes  sur  la  surface  sont  les  génératrices 
rectilignes,  solution  évidente  du  problème  (Tome  I,  n"  43o). 

a°  ^-  =  M  M«  -h  N  tt  -h  P, 

M,  N,  P  étant  des  fonctions  de  s>  seul.  C'est  une  équation  de 
Riccati,  qu'on  ne  sait  intégrer  que  si  l'on  en  connaît  une  solution 
particulière  :  elle  conduit  à  une  propriété  géométrique  intéres- 
sante des  lignes  asj^mptotiques  de  la  seconde  série.  D'après  la 
remarque  du  n°  259,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  solutions  u 


(')  Car,  dans  la  yaleur  proportionnelle  de  S,  le  coefficient  de  u  est 
quantité  nulle  identiquement. 
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de  i'éqtialion  de  Riccati,  pour  une  même  valeur,  quelconque,  de 
la  variable  v,  esl  constant;  c'est-à-dire  que  le  rapport  anharmo- 
nique  des  quatre  valeurs  de  u  qui  correspondent  aux  points  où 
une  même  ^génératrice  rectili^ne  mobile  ((^  =  consl.)  coupe  quatre 
lignes  as>mptotiques  fixes  est  constant.  Or,  sur  une  droite  donnée 
sous  la  forme  (5),  le  rapport  anharmonique  des  quatre  valeurs 
du  paramètre  u  qui  correspondent  à  quatre  points  de  la  droite 
est  égal  au  rapport  anhnrmonique  de  ces  quatre  points,  par 
exemple  au  rapport  anharmonique  de  leurs  abscisses;  donc  : 

Quatre  lignas  asymptotiques  d^une  sur/ace  réglée  coupent 
une  génératrice  rectiligne  en  quatre  points^  dont  le  rapport 
anharmonique  reste  constant  quand  la  génératrice  varie. 

284.  Cas  particulier.  -  Si  la  surface  réglée  admet  une  droite 
en  dehors  des  génératrices,  c'est-à-dire  si  celles-ci  rencontrent 
une  droite  fixe,  cette  droite  est  une  ligne  asjmptotique  et  fournit 
une  solution  particulière  de  l'équation  de  Biccati,  qui  peut  dès 
lors  s'intégrer. 

Cest  le  cas,  par  exemple,  At^surfaces  réglées  à  plan  directeur: 
la  droite  fixe  est  alors  la  droite  à  Tinfini  du  plan  directeur. 
Traitons  directement  ce  cas  particulier. 

Prenons  pour  plan  directeur  le  plan  des  yz  :  une  génératrice  est 

ar  =  a, 

z  =  my  -h  n  ; 

elle  engendrera  une  surface  si  m  et  n  sont  fonctions  de  a;  l'équa- 
tion des  surfaces  considérées  est  par  suite 

(6)  ^=^(p(a:)-+-^(2:). 

Si  l'on  considère  :c  et  ^  comme  les  paramètres  u  et  (^,  l'équation 
différentielle  des  lignes  asymptotiques  est  (Tome  I,  n**  428) 


r,  5,  t  désignant 


r  rfar*  H-  '2*  dx  dy  -\-  i  dy^  =  o, 
d^z      à^z       d^z 


ôjr^     dx  ôy     ôy* 
Or  l'équation  (12)  donne 

pz=y^'-r-y,         r^y^'-hY^         ^  =  ?»         '  =  ?'»         ^  =  o, 
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d^où,  pour  l'équation  diOférentielle  des  lignes  as^^mp touques, 

(7)  (^^'-t- <}/')^*-h  aïp'rf:c<i^  =  0. 

On  a  d^abord  la  solution  dx  =  o,  d'où  x  =  consl.,  valeur  qui, 
portée  dans  l'équation  (6)  de  la  surface,  donne  les  génératrices 
rectilignes.  Après  suppression  du  facteur  rfx,  la  relation  (7)  s'écrit 

dy 

(8)  ^?'^-^-r?'-+-1''=«» 

équation  linéaire  en  y. 

Comme  les  génératrices  se  projettent  sur  le  plan  des  xy  suivant 
des  droites  parallèles  à  OjKi  on  déduit  de  là,  par  la  remarque  du 
n^  236,  cetle  propriété  géométrique,  que  l'on  aurait  pu  obtenir 
aussi  comme  une  conséquence  de  la  propriété  générale  des  asym- 
ptotiques  d'une  surface  réglée  : 

Trois  lignes  asymptotiques  d'une  surface  réglée  à  plan 
directeur  déterminent,  sur  chaque  génératrice  rectiligne^  des 
segments  dont  le  rapport  est  constant. 


L'équation  (8)  s'intègre  par  la  méthode  générale;   on  trouve 
—  ir^"  C 


ainsi  : 


équation  des  projections,  sur  le  plan  des  xy,  des  asymptotiques 
de  la  seconde  série. 


Trajectoires  sur  les  sur/aces;  systèmes  conjugués. 

285.  Trajectoires.  —  Le  problème  des  trajectoires  sur  une 
surface  se  traite  comme  le  problème  analogue  sur  le  plan. 

La  surface  étant  représentée  paramétriquement  (axes  rectangu- 
laires) par 

(I)  a;  =  :r(U,V),        ;.=jk(U,  V).        ^^^(U,  V), 

proposons-nous  de  chercher  les  courbes  qui  coupent  sous  un  angle 
donné,  0,  toutes  les  courbes  représentées,  sur  cette  surface,  par 
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réqualion 

(2)  F(U,  V,  C)=o, 

où  C  désigne  un  paramètre,  variable  d^une  courbe  à  l'autre. 

Soit  (u,  v)  un  point  quelconque  de  la  surface,  il  passe  par  ce 
point  une  courbe  de  la  famille  (2),  et  la  valeur  correspondante  du 
paramètre  C  est  donnée  par  Téquation 

(3)  F(w,  *.,  C)  =  o; 

si  l'on  se  déplace  sur  cette  courbe,  à  partir  du  point  {uy  (^)  les 
diiTérentielles  Se/  et  8(^  sont  liées  par  la  relation 

les  parenthèses  indiquant  que  C  a  été  remplacé,  dans  —  et  y-»  par 

sa  valeur  tirée  de  (3).  Les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à 
la  courbe  considérée,  au  point  (a,  i^),  sont  proportionnels  à 

Ox  ^  Ox  ^  dy  ^  dy  ç,  dz  ^  ôz  ^ 

—  ow  -+-  —  8t»,         -^  8a  -h  f-  8p,         _-  8m  -h  --  ^ç 
Ou  dv  du  Ov  Ou  Ov 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  (4),  à 

]ou\Ov)       dv\Ou/'  du\'dv)       dff\du)' 

\  ôu\di})       d9\du)' 

Quant  aux  paramètres  directeurs  de  la  tangente  en  (</,  i^),  à  la 
trajectoire  cherchée,  ils  sont  proportionnels  à 

(6)  -—  du-h  ~  dv,  -^  du-h  ^dv,  —du-^^dç] 

Ou  Ov  ou  dv  du  dv 

en  écrivant  que  les  deux  directions  (5)  et  (6)  font  entre  elles 
l'angle  0,  on  obtiendra,  entre  ^,  v  et  -,— ?  une  relation  qui  sera 
l'équation  différentielle  des  trajectoires  cherchées. 

286.  Exemple.  —  Pour  obtenir  les  trajectoires  des  courbes 
«^  =  0,  on  fera,  dans  (5),  (--j  =  o,  (--j=i,  ce  qui  donnera. 


du 
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pour  Téqnation  difTérentielle  finale, 

^        V  du              ôv       /du       \du              dç       /  du        \  du  d\f        J 

îos6  = — ^ 

v/(£--f*)'-— Va:)'*(SMS)' 

ou,  avec  les  notations  du  Tome  I  (n"  412), 

.   .  -  E  ^w  -h  K  f/t' 

(7)  cosQ  =  —  • 

v/E  du'*^  -f>  1 F  du  dv-^Ç,  dv''  /E 

Application.  --  Cherchons  les  trajectoires  obliques  des  méri- 
diens d'une  surface  de  révolution.  La  surface  étant  représenlée 
paramétriquement  (Tome  I,  n°  4-16)  par  (*) 

a:=wcosP,        ^  =  asint>,         z  —  f\^u)^ 

les  méridiens  ont  pour  équation  p  r=  C,  et  l'on  a  {ibid.) 

E  =  n-/»("),        Fr^o,        G==ttV 

L'équation  (7)  s'écrit  dès  lors 


cosO  : 


du[\-^f'Hu)\ 


ou 

^a«[i  -h /'*(")]  8in«0  =  w«  û?(^»  cos«e. 

Séparons  les  variables,  il  vient  : 


a 
d'où,  pour  l'équation  en  a  et  p  des  trajectoires  cherchées, 

/  — /h-/'*(m)  =  pcotô -+- const., 

résultat  conforme  à  celui  qui  a  été  obtenu,  avec  d'autres  notations 
et  par  une  autre  méthode,  au  n^  469  du  Tome  L 

287.   Systèmes  conjugués.  —  Deux  droites,  tangentes  à  une  sur- 
face en  un  même  point,  sont  dites  conjuguées  lorsqu'elles  sont 

(')  L'axe  de  révolution  esl  O2;  la  méridienne,  dans  le  plan  zOx^  est  z=.  f{x). 
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conjuguées  par  rapport  aux  asymptotes  de  l'indicatrice  de  la  sur- 
face eu  ce  point. 

La  surface  étant  représentée  paramétriquement,  les  cosinus 
directeurs  d'une  direction  tangente  au  point  i/,  (^  sont  (Tome  I, 
n**  340)  proportionnels  à 

dx  ,         dx  ,  dy  j         dy   ,  dz    ,         dz  , 

ou  ov  ou  dv  du  ov 

ou,  en  posant  -^  =z\  k 

âx  dx  dy       .ày  dz        .  dz 

ou  âv  OU  ot>  ou  ov 

\  désignant  un  paramètre,  variable  d'une  tangente  à  l'autre. 

Pour  les  directions  asymptotiques,  les  valeurs  de  ^>  ou  X,  sont 
données  (Tome  I,  n**  427)  par  l'équation 

(9)  Rh-2SXh-TX«=o, 

R,  Sy  T  ayant  l'expression  indiquée  plus  haut  (n^  282). 

Il  résulte  de  la  (orme  linéaire  en  X  des  quantités  (8),  et  des  pro- 
priétés classiques  de  l'homographie,  que  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  droites  tangentes  à  la  surface  en  i/,  v  est  égal  à  celui 
des  quatre  valeurs  correspondantes  de  X  :  donc,  pour  exprimer 
que  les  deux  directions  qui  répondent  aux  valeurs  X|  et  Xj  du  para- 
mètre X  sont  conjuguées,  il  suffit  d'écrire  que  le  rapport  anhar- 
monique de  X| ,  X2,  et  des  deux  racines  X',  X"  de  l'équation  (9),  est 
égal  à  —  I ,  ce  qui  donne 

X-X, -X'— Xi"      ' 
ou 

ïX'X''-f-2X,x,-rXi-+-x,)(X'-HX')  =  o, 

c*e5t-à-dire,  en  vertu  de  C9), 

(10)  R  -4-  s ( Xi  -h  X,  )  -+-  T X,  X,  =  o. 

Soient  maintenant,  sur  la  surface,  deux  systèmes  (ou  familles) 
de  courbes,  simplement  infini  chacun,  C  et  C;  ou  dit  qu'ils  sont 
conjugués  si,  en  chaque  point  de  la  surface,  les  tangentes  aux 
courbes  C  et  G  qui  passent  par  ce  point  sont  conjuguées. 


3lï  TROISIÈME   PARTIE.    —   EQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 

Le  système  C  élanl  donné,  la  détermination  d'un  système  con- 
jugué revient  à  Tintégralion  d'une  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre  qu'on  formera  comme  il  suit. 

Soit  F(w,  t;,  C)=^o  Téquation  des  courbes  du  système  C, 
C  étant  un  paramètre  variable  d'une  courbe  à  l'autre;  en  vertu 
de  (5),  la  valeur  de  X  qui  répond  à  la  tangente  menée,  au 
point  1/,  V,  à  la  courbe  du  système  qui   passe  par  ce  point,    est 

—  (-T-j  l  (3-)»*  l^s  parenthèses  indiquent  toujours  que  G   a  été 

remplacé,  dans  -r-  et  -r->  par  sa  valeur  tirée  de  F{u,  p,  C)  ==  o. 
Pour  la  tangente  à  la  courbe  du  système  conjugué  qui  passe  par 
u.  (^,  la  valeur  de  X  est  -1--;  on  a  donc,  d'après  (10), 

^A         [à^l        di>  rrUw  dv 

'■■'    ^rm  "-rwr' 

équation  différentielle  des  courbes  du  système  conjugué. 

Exemple,  —  Si  le  système  G  est  le  système  v  r—  const.,  on  devra 
faire,  dans  (11),  (  3~)  =  ^)  (  TT  )  ~^  '  '  ^^  *'  restera  : 

Rdu  -h  Sdv  =^  o. 

Si  S  est  identiquement  nul,  cette  équation  donnera  u  =  const.. 
et  réciproquement.  Par  suite,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  deux  systèmes  u  -  -  const.  et  v  ^^  const.  soient  con- 
jugués est  qu'on  ait  S  =  o,  quels  que  soient  u  et  v. 


y.  —  ÉQUATION  D  EULER. 


288.  —  Soit  T(jc)  le  polynôme  du  quatrième  degré 
Ax'^-h'iBx^-h  Cir«-4-  '?.Dx-h  E; 

on  nomme  équation  d^Euler  l'équation  différentielle  du  premier 
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ordre 

d^       .       dy 


") 


/tT^     v/tôô 


Elle  s'intègre  immédialement  par  quadratures,  puisque  les  va- 
riables sont  séparées;  la  solution  se  présente  ainsi  sous  la  forme 

V{x)±L  F(^)  =  const. 

F(jr)  et  F(j^)  étant  des  fonctions  transcendantes,  Eulera  observé 
que  la  solution  générale  de(i)  peut  aussi  se  mettre  sous  une  forme 
algébrique  par  rapport  à  x  etjKÎ  et,  de  la  comparaison  des  deux 
formes  de  la  solution,  il  a  déduit  un  théorème  d'addition,  parla 
voie  suivie  au  n®  246. 

289.  Intégration  algébrique.  —  Pour  intégrer  algébriquement 
l'équation  (i),  nous  ferons  appel  à  la  propriété  suivante,  énoncée 
dans  la  Note  du  n®  227  :  si  S  désigne  une  conique,  représentée 
paraniétriquement  en  /,  par  des  é(| nations  du  type 

_  a,  f*-!- 6i  <  H- Cl  _    aj<*-i- ^jf -H  Cj 

~  as/*-+- 6,<-}- Cs'  "^  ~    as  ^* -+- 63  <  4- C3  * 

elsi  T  est  une  seconde  conique,  coupant  S  en  quatre  points  dont 
les  arguments  sont  les  racines  d'une  équation  du  quatrième 
degré  i(^)  =0,  une  tangente  quelconque  de  T  rencontre  S  en 
deux  points,  dont  les  arguments /',  /'',  et  leurs  dillérentielles  quand 
la  tangente  varie,  sont  liés  par  l'équation  (*) 

dt'  df 

il)  -, —  — -  -        =0- 

)/T{t')       y/Tit") 

(')  En  raison  de  rimportance  de  cette  relation,  nous  croyons  utile  d'en  donner 
ici  une  démonstration  plus  directe  que  celle  du  n*  227. 

En  coordonnées  homogènes,  x,  y,  a,  l'équation  de  T,  si  l'on  rapporte  cette 
coniqae  à  deux  tangentes  et  à  la  corde  des  contacts,  peut  s'écrire  : 

;,)  T  =  B2-AC  =  o, 

A,  B,  C  éUnt  linéaires  et  homogènes  en  a?,  y,  z.  L'équation  d'une  tangente  quel- 
conque de  cette  courbe  sera 
(.)  X^A-f-aXe-hC  ^o, 

A  désignant  un  paramètre  variable  :  car  l'enveloppe  des  droites  (2)  est  évidem- 
ment la  conique  (i). 
La  droite   (2)  coupe  S  en  deux  points,  dont  les  arguments  t  sont  les  racines 
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Celle  équation  difTérenhelle  est,  entre  /'  et  /",  l'équation  géné- 
rale d'Euler.  D'après  ce  qui  précède,  on  en  obtiendra  une  solulion 
en  écrivanl  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  d'arguments 
i  et  /'',  sur  la  conique  S,  louche  une  conique  T,  coupant  S  aux 
quatre  points  dont  les  arguments  annulent  le  polynôme  du  qua- 
trième ordre  T(/).  L'équation  de  cette  conique  T  contient  une 
constante  arbitraire,  puisque  les  coniques  menées  par  quatre 
points  sont  en  nombre  simplement  infini  :  la  relation  obtenue  ainsi 
entre  t'  et  i^  renfermera  donc  une  constante  arbitraire,  et  sera  dès 
lors  l'intégrale  générale  de  (2).  D'ailleurs  toutes  les  opérations  à 
eflectuer  étant  algébriques,  l'intégrale  sera  algébrique  en  t  et  f , 


de  l'équation 

(3)  X»A(0-t-2XB(/)  -hC(0  =0. 

A(/),  ...   désignant   ce   que   deviennent    A,  ...    quand   on   y  remplace  x,  y,  2 

par  a,<'H-6, ^-H  c„  ajf'-h.. .,  Oj/'-h 

Soient  V  et  f  les  deux  racines  de  (3);  si  l'on  fait  varier  infiniment  peu  la  tan- 
gente (a)  en  remplaçant  X  par  X -h  c/X,  V  tX.t"  éprouvent  des  variations  ^/' et  £/r' 
qu'on  obtient  en  différenliant  (3).  On  trouve  ainsi,  en  désignant  par  /(<)  le  pre- 
mier membre  de  (3), 

dt'f'{t')  -4-2rfX[XA(<')-HB(/')]  =0, 
df/'it")  -h  2rfX[XA(r)  -h  B(<*)]  =  o, 
d'où 
,  dt'  dt"  wiF—î '       1 

^^^       XA(r';H-B(r)"^xA(r)4-B(r)-     '"'''L/'C'')  ■ /'C^')]* 

Or/(^)  =  a( <  —  /')(/  —  r),  a  étant  une  constante  par  rapport  à  /,  et  Ton  en 
conclut  de  suite  que  /' {t')  -h/'{t')  est  nul  identiquement.  Donc,  en  vertu 
de  (4), 

dt' .  dt' 

^^'  XA(r)-i-B(/')  "'"  XA(r)-hB(r)  ""°* 

Mais,  d'après  l'équation  (  3  ),  que  vérifient  /'  et  fy  on  a 


XA(f')4-B(r)  =±/B»(f')-A(/')C(<'), 


XA(r)4-B(r)=±v/Bn«')-A(f')C(r), 

Cl   comme  d'ailleurs  B^{t)  —  X{t)  C{t)    n'est  autre  chose,  par  (i),  que  T{t). 
l'équation  (5)  s'écrit  : 

dt'      _^       dt" 

±     —z==  =  O.  0.   Q.   P.  D. 


V/T(i')         /T(r) 
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290.  Celle  mélbode  permet  de  choisir  à  volonté  la  conique  S 
el  sa  représentation  paramétrique,  à  chaque  choix  correspondra 
une  forme  algébrique  diflPérente  de  la  solution  deTéqualion  d'Euler, 
ces  formes  étant  d'ailleurs  équivalentes  entre  elles. 

Prenons  par  exemple  pour  S  la  parabole  r  =  a:^,  représentée 
paramétriquement  par  les  équations 

La  droite  qai  joint  les  points  d'arguments  d  el  /"  sur  cette  courbe 
a  pour  équation  : 

ou,  en  posant  pour  abréger  ^-4-/"=.ç,  tlf:=ip^ 

(3)  y  =  SX  —  p. 

l>es quatre  points  delà  parabole  dont  les  arguments  sont  racines 
de  IVquation 

T(/)  =  A/^-h'2B/5-+-Cf«-!-îI)/-h  E  =  o 

sonl  évidemment  sur  la  conique 

A^î-I_  •}.hxy-\-  Cr'-+-  iDx-^  F:  =o(*); 

donc  l'équation  générale  des  coniques  T,  menées  par  ces  quatre 
points,  est 

(4)  Aj^'-+-  9.hTy  -h  Cj-'-h  aDx  -H  E  -h  'x\{x^—y)  =  o, 

X  étant  un  paramètre  arbitraire.  D'après  ce  qui  précède,  la  solution 
de  l'équation  d'Euler  (2)  s'obtiendra  en  écrivant  que  la  droite  (3) 
touche  la  conique  (4)}  c'est-à-dire  en  exprimant  que  l'équation  aux 
X  des  points  de  rencontre  a  une  racine  double.  Cette  équation 
étant 

ir*(A**-4-2B5-4-C-4   2X) 
—  iix{\sp  H-  B/?  —  D  -+-  ls)-\-  A/?»-+-  2X/>-4-  E  =  o, 

la  relation  cherchée  entre  t'  et  t",  ou  entre  s  et  /?,  sera 

(A«y?H-Byî—  D-f-X5)»  — (A5»-4-2B5  -h  G-H2X)(A/>«-h  2X/?-h  E)  =  o, 

(')  Car  en  faisant  dans  l'équation  de  la  conique  x  =  t,  y  —  t^j  on  retrouve 
réquatiun  T{t)  =.0. 
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et,  si  l'on  ordonne  par  rapport  à  la  constante  arbitraire  X, 


(5) 

'l  H-(B«  — AC)/î>  — 2AD5/?— AEs«— 2BD/7  — aBE5-f-D«  — CE  =  o. 

Telle  est,  en  supposant  s  elp  remplacés  par  t! -^  t^  tl  t  f^  l'inté- 
grale générale,  sous  forme  algébrique,  de  l'équation  d'£uler(2). 

291.  Autres  formes  de  Tintégrale    algébrique.   —   Résolvons 
l'équation  (5)  par  rapporta  la  constante  X;  nous  avons 


~  s^-  —  j^p 

ce  qui  est  une  nouvelle  forme  de  l'intégrale  (5).  La  quantité  sous 
le  radical  ^(5,  p)  est  un  poljnome  en  5  et  />,  et  par  suite  en  ^  et  ^; 
elle  a  une  expression  remarquable^  qu'on  pourrait  découvrir  a 
priori  sans  calcul,  mais  que  nous  nous  bornerons  à  indiquer,  en 
laissant  au  lecteur  le  soin  de  la  vérifier. 
On  a,  d'après  (5), 

^(5,  p)  -  (Ap^-h  Bsp  -hCp-hDs-h-  Ë)s 

--(5*— 4/))[(B«— AC)/>*— 2AD5/> 

—  AEs«— 9.BD/?  — 2BE5-4-  D«— CE] 

et,  en  remplaçant  ;d  et  ^  par  ^V  et  t'  -\~f^  on  reconnaît  aisément 
que  le  second  membre  est  égal  au  produit  T^^^Tf^'^).  On  a  donc 


.        A/?»-+- B5/>-hG/?-hD5-hE±  v/T(*')T(r) 

(O)  A    = ; -     -• 

relation  qu'on  peut  encore  simplifier. 

Multiplions  en  effet  les  deux  membres  de  (6)  par  2;  retran- 
chons et  ajoutons  au  numérateur  du  second  membre  la  quan- 
tité T(^') -h  T(^);  nous  trouvons  : 

.  _  --T(<')--T(0-f-2A/>^4-2B5/?-4-aC/?H-'JtD5-haE4-[/T(?)±/f(()r 
aA  _  ^^—^  — 

Or,  en  remplaçant  T  {t')  et  T  (^")  par  leurs  expressions 
Af'*-I-.  .  .,  A/^*  +  .  .  .,  on  trouve  sans  difficulté 

—  T(/')  -T(0-H2A/>«-h2B«/>-h2C/>-H2D5H-!lE 
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el,  comme  le  dénominateur  de  aX,  à  savoir  s^ —  ip^  est  égal  à 
c'esl-à-dire  à  (/'—  t')^^  il  vient 

forme    classique,   due  à   Lagrange,   de  Fintégrale    de  Féquation 
d'Euler  (2). 

292.  Application.  —  Soit  le  polynôme  T(^)  =  4 ^'  —  g2^  —  gt\ 
Téquation  d'Euler  (2) 

df  df 


s'écrit,  si  l'on  y  pose  tl  =  p{u,  gt,  g^),  i"  =  p{^y  gn  gt), 

du-k-  dv  =  o, 

d'où,  l'intégrale  générale 

(8)  C  =  U'hv, 

Une  autre  forme  de  l'intégrale  est  fournie  par  l'équation  (7), 
où  Ton  fait 

A  =  G  =  o,        B  =  2,        t'=:pu,        ^=pp, 
c'est-à-dire 

/p'tt±:pV\* 
(9>  ^^=-'^tP"  +  P«')+(pu-pJ' 

X  désignant  la  constante  arbitraire.  D'après  le  n®  245,  les  seconds 
membres  de  (8)  et  de  (9)  sont  fonctions  l'un  de  l'autre,  c'est- 
à-dire  qu'on  a 

(,o)  -pu-p,+  -i^*^--^j    =<f(u  +  i>). 

Pour  déterminer  la  fonction  inconnue  f,  on  donne  à  v  une 
valeur  très  petite  et  Ton  développe  le  premier  membre  suivant  les 


3l8  TROISIBUB   PARTlfc.    —   ÉQUATIONS   DIFFERENTIELLES. 

puissances  croissantes  de  if.  Il  vient  : 


p  u±:p  ç  _^  '^      ^  v' 
pu—pv    ~  ï         i^     , 


—    '    /  ^  'i  -h  p'  U  9*  ±  iC^  V^  -^ \ 

~t»\    — n-pap* — Gif* -+-...    / 


=    -  {±2±2t'«ptt-h...). 


et,  par  suite, 

I  / p'u  dzp'v\^ 

—  pu  —  pv-^-l  *- ^—  ) 

^\pu  —  pv) 

=  -P^-yt  ~GiV*H-...-h  -  -h  api/ -»-...=  pa -H..., 

les  termes  non  écrits  s*annulant  pour  v' =  o.  Donc,  à  la    limite, 
pour  V  ==  o,  l'équation  (lo)  donue 

(p(u)  =  pa, 

et  celte  équation  (lo)  s'écrit  par  suite  : 

i  /p'u±p'çy 

p(M-4-p)H-pi*H-pP=  -{^  ^~  )   • 

i\pu—pvj 

Il  faut  prendre,  au  second  membre,  le  signe  — ,  parce  que, 
pour  u  =  v,  le  premier  membre  reste  fini  et  que,  dès  lors,  le 
second  doit  l'être  également  :  finalement,  on  retrouve  ainsi  la 
formule  d'addition  de  pu^  à  savoir 


p(u-\-v)-hpu-i-pv=-[  *- Î--  ) 


C'est  par  ce  procédé  qu'Euler,  puis  Legendre,  ont  obtenu  la 
formule  d'addition  de  la  fonction  sn  u. 
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CHAPITRE  IL 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D'ORDRE  QUELCONQUE. 


I.    -  CAS  DE  RÉDUCTIBILITÉ  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


293.  —  Il  n'y  a  pas  de  méthode  pour  intégrer  une  équation 
diiréreDtielle  générale  d'ordre  «;  on  ne  peut  que  signaler  certains 
cas  où  il  est  possible  de  réduire  V ordre  de  r équation,  c'est-à- 
dire  la  ramènera  une  autre,  d*ordre  inférieur. 

294.  Premier  cas.  —  La  fonction  inconnue  et  ses  k  —  i  pre- 
mières dérivées  ne  figurent  pas  dans  l'équation,  qui  est  dès 
lors  de  la  forme 


/(^•S-  ■••'£)^°- 


Il  suffît  évidemment  de  prendre  pour  nouvelle  inconnue  ^-^  = 


et  Ton  a 

du  d"-^  u 


f{x.u,^, 


dx 


n-k  J 


=  0, 


équation  dont  l'ordre  est  inférieur  de  k  unités  à  celui  de  la  pro- 
posée. Si  on  peut  l'intégrer,  on  aura  -y-=^.  ^  w(jp),  d'où 

-,   ■    .  =    I  dx    I  udx,   . . ,,  etc. 

L'inconnue  ^  s'obtiendra  donc  par  k  quadratures  successives, 
introduisant  chacune  une  nouvelle  constante;  avec  les  n  —  k 
constantes  que  renferme  u,  on  aura  bien  les  n  constantes  requises 
pour  l'inlégrale  généralejK- 

On  peut  d'ailleurs  remplacer  les  k  quadratures  successives  par 
une  seule. 
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Soil,  en  effet,  d'une  manière  générale,  à  intégrer  Téquation 

Considérons  la  fonction 

je  dis  qu'elle  vérifie  (i).  En  effet,  en  appliquant  la  règle  de  déri- 
vation sous  le  signe    /  ,  on  a  : 

Le  second  terme  est  nul,  et  Ton  a  de  même  : 


dm-»  y  r' 


ce  qui  établit  la  proposition. 

Si,  maintenant,  on  désigne  par  Y  fintégrale  générale  de  (i)  et 
qu'on  pose  : 

u  étant  l'inconnue  nouvelle,  on  aura  : 

dm  Y         d"*U  ,  ,,    ^  d"^U 

■   ,  -t-  -; =9(47),  d  OÙ =  O, 

et,  par  suite, 

w  =  G,  r"*-i  -4-  G,:r'»»-*  -i- . . . -h  G;„_,  x  -+-  G«, 

les  C  étant  les  constantes  arbitraires;  l'intégrale  générale  de  (i; 
est  donc 

Pifi-i  (^)  étant  un  polynôme  arbitraire  en  x^  d'ordre  m  —  i. 


CHAPITRE   II.   —   ÉQUATIONS   DIFPËRBNTIELLES  D^ORDRB  QUELCONQUE.      321 

293.  Deuxième  cas.  —  La  variable  x  ne  figure  pas  dans 
^équation 

f{--i2. £)="• 

On  ramène  ce  cas  au  précédent  en  prenant  x  comme  Inconnue 
et  y  comme  variable,  car  on  obtient  ainsi  une  équation  où  Tin- 
coiinue  ne  figure  pas.  Les  formules  qui  expriment  les  dérivées 
de  jy  par  rapport  à  x,  en  fonction  des  dérivées  de  x  par  rapport 

à  y,  se  trouvent  aisément;  il  suffit  d'observer  que  -~>  c'est- 
à-dire  ^,  est  l'inverse  àe-j-,  c'est-à-dire  x'  (Tome  I,  n**  102). 
On  a  ainsi 

"     ""  lix"^        \^y     )       dx  '^  \dy  x' )       x'  ~       x"^  x   "    x* 


dx-^   ~  ^  dP^ 


Autre  méthode,  —  On  prend  y  comme  variable  et  ~  comme 
inconnue.  Posons  donc 

■dx=^^ 

et  cherclions  à  exprimer  ^-î  -j-^y  •••  en  fonction  de/?,  -^-y  .••• 
On  a 

d^Y  __  dp  _^      dp       _      dp 
~dx*  ~~  dx  ~  ( ^y\  ~      dy* 


d^y  _    d_ 
dx^  ""  dx 


ip 


et  ainsi  de  suite;  ^-^s'exprimera en  fonction  de/?  et  de  ses(/i  —  i) 

premières  dérivées  par  rapport  à  y.  Portant  ces  valeurs  dans  la 
proposée  (2),  on  aura  une  équation  d'ordre  (/i  —  i)  en  /?;  si  on 
peut  rinlégrer,  soit 

II.  —  n.  31 
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sa  solution  générale,  renfermant  n  —  i  constantes  :  on  aura 
dx=—>  d'où  X—    I  —r-r -hconsi.. 


-A 


p  j  ?iy) 

ce  qui  donne  l'intégrale  générale  de  (2)  avec  les  n  conslanles 
nécessaires. 

296.  Troisième  cas.  —  L équation  est  homogène  par  rapport 
à  y  et  à  ses  dérivées,  c'est-à-dire  ne  change  pas  (à  un  facteur 
près)  si  Ton  remplace  y  par  \y^  x  étant  inaltéré  et  A  désignant  une 
constante. 


On  posera 

d'où 

dy            dz 
ilx           dx 

d'y         ,[d*s        /dz\*\ 


Substituons  ces  valeurs  dans  la  proposée:  e*  sera  en  facteur 
•dans  tous  les  termes,  à  une  certaine  puissance,  en  raison  de  Tho- 
iinogénéité;  après  suppression  de  ce  facteur,  l'équation  ne  con- 
tiendra plus  z,  car,  dansj^  et  ses  dérivées,  z  ne  figure  que  sous 
la  forme  e^.  On  trouvera  ainsi  une  relation  de  la  forme 

./      dz     d^z  d^z\ 

JV^dx"d^^""'d^n)=^^ 

équation  d'ordre  n  —  i  par  rapport  à  j-  • 

297.  Quatrième  cas.  —  V équation  est  homogène  par  rapport 
à  Xy  y,  dx,  d^y,  . . . ,  d^y,  c'est-à-dire  ne  change  pas  quand  on 
remplace  x  par  "kx  et  y  par  Xy  :  c'est  une  généralisalion  des 
équations  homogènes  du  premier  ordre.  Pour  intégrer,  on  change 
d'inconnue  en  posant 

y=^      UXy 

u  étant  l'inconnue  nouvelle,  et  l'on  forme  l'équation  différentielle 
à  laquelle  satisfait  u. 

Or,  quand  on  remplace  x  par  "kx  et  y  par  )j^,  u  reste  inaltéré; 
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donc  l'équation  difTérenlielle  en  u  ne  changera  pas  quand  on  rem- 
placera X  par  \x,  u  restant  inaltéré  :  si  dès  lors  on  prend  u  pour 
variable  et  x  pour  inconnue,  Téquation  différentiel  le  en  x  sera 
liomogène  par  rapport  à  a:  et  à  ses  dérivées,  ce  qui  est  le  troisième 
cas  de  réduction. 


II.  -  APPLICATIONS. 


298.  C'est  surtout  pour  les  équations  différentielles  du  second 
ordre  que  les  procédés  ci-dessus  de  réduction  sont  importants; 
dans  les  cas  où  ils  sont  applicables,  ils  conduisent  à  des  équations 
du  premier  ordre,  qu'on  peut  parfois  intégrer,  ainsi  que  la  Méca- 
nique en  présente  de  nombreux  exemples.  On  donnera  ici  d'autres 
exemples  empruntés  à  des  problèmes  géométriques. 

299.  Courbe  élastique.  —  Trouver  une  courbe  plane  (passant 
par  l^ origine)  dont  le  rayon  de  courbure  soit  inversement 
proportionnel  à  C ordonnée. 

L*équation  du  problème  est 
elle  ne  contient  pas  x  (second  cas  de  réduction);  on  posera  donc 


j,        dp 


et  la  proposée  deviendra 


3 


Les  variables  sont  séparées;  intégrons  :  il  vient 

f  y«—  C. 

i%) p  =  - — - — 9  (G  constante  arbitraire', 
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(Foù 


v/a*-(^'«-G)t 

on  est  ramené  à  une  difTérentielle  elliptique,  le  poljnome  sous  le 
radical  est  bicarré.  Posons  alors,  pour  réduire  le  polynôme  au 
troisième  ordre, 

(3)  ^^t_C=-i/, 

d'où 

udu 

c/x  =zt  — ^  • 

•V(w  — G)(a«  — a*) 

On  introduit  les  fonctions  elliptiques  en  posant 

.,=  c-lc  =  2c. 

d'où,  en  intégrant. 

Joignons-y  l'équation  (3), 


nous  avons  a:  ety  exprimés  en  fonction  d'un  paramètre,  i',  ce  qui 
définit  la  courbe  cherchée. 

Écrivons  que  la    courbe   passe  par   l'origine,   c'csl-à-dîre    que 
X  =  Oj  pour  j^  =  o]  y  s'annule  pour  i^  :^  lo^,  on  aura  donc 


ce  qui  détermine  la  constante  C,  cl,  par  suite, 

:^=  — (ïf  —  ; 
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11  est  maintenant  plus  simple  de  prendre  pour  paramètre  v  —  eo^, 
c'esl-à-dirc  de  poser  (;=/-f-o>a;  en  appliquant  les  formules 
p(/  -\-  o>a)  du  n*»  199  et  X^{t  +  Wa)  du  n*»  197,  on  trouve 

2  p/ — «a         3    ' 


-^        \/  j>/-ea  V  J>'  — «a  ""  ^«0(0 

On  peut  prendre  devant  x  le  signe  -f-;  le  signe  —  donnerait  la 
courbe  symétrique  par  rapport  à  O^;  de  même  pour^. 

Ces  formules  permettent  la  discussion  de  la  forme  de  la  courbe  ; 
nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  la  pousser  jusqu^au  bout,  en 
faisant  varier  /,  par  valeurs  réelles,  de  — 00  à  +  oo. 

300.  Problème.  —  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  los 
tangentes  de  ses  diamètres,  aux  points  oii  ceux-ci  coupent  la 
courbe^  concourent  en  un  même  point  {Origine  des  coor^ 
données). 

On  a  établi  (Tome I,  n°  72)  qu'en  un  point  J7,j^  d'une  courbe  C, 
la  tangente  à  la  courbe  diamétrale  qui  passe  par  ce  point  a  pour 


coefficient  angulaire 


y-3 


y 


y\  y^-ty'"  étant  les  valeurs,  au  point  x,  y^  des  dérivées  de  Tor- 

donnée,^,  de  la  courbe  C,  regardée  comme  fonction  de  l'abscisse  x. 

Pour  que  la  tangente  considérée  passe  par  l'origine,  il  faut  et 

il  suffit  que  son  coefficient  angulaire  soil  ~;  l'équation  différen- 
tielle de  la  courbe  G  est  donc 

X      -^  y 

ou 

£('£--)-"(S)'=«- 

C'est  une  équation  homogène  par  rapport  à  j^  et  à  ses  dérivées 
(Troisième  cas  de  réduction);  elle  est  également  homogène  par 
rapport  à  a;,  y^  dx^  dy^  d'^y^  d^y  (Quatrième  cas):  nous  enga- 
geons le  lecteur  à    en    essayer  l'intégration   en   appliquant  les 


3iG  TBOISIBME   PARTIE.    —   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 

méthodes  générales  indiquées  plus  haut;  il  sera   plus  courl  de 
procéder  comme  il  suit. 

Mettons  Téquation  proposée  sous  la  forme 

Le  premier  membre  est  la  dérivée,  par  rapport  à  x^  de  log^'*;  le 
second,  celle  de  3  \o^{xy — y)  :  on  a  donc,  en  intégrant, 

ou 


xy 


i^y~y)^ 


=  -Ct. 


Le  premier  membre  étant  la  dérivée  de  —  ri-'^y^ — J')*?  ^"  ^" 
conclut 


d'où 


=  lCa7î+ic/, 


^y'—y  ^  »  4  /      ' 

et,  en  remontant  encore  aux  primitives, 

Z-     r^r     /         ;  _         I    rv/C:r>-hC/    .        1 

a:  ""  J    J-*  V    Ca:«-f-G'  ~        G'  [  ^-  "^''J» 

c'est-à-dire 

(C>-+-C'a:)«— Ct«— G'=o. 

C'est  l'équation  d'une  conique,  quelconque  d'ailleurs,  avant 
l'origine  pour  centre.  Cette  solution  était  évidente  a  priori;  notre 
analyse  montre  qu'elle  est  la  seule. 

301.  Problème.  —  Trouver  une  courbe  plane  pour  laquelle 
le  rayon  de  courbure  en  chaque  point  soit  proportionnel  au 
rayon  vecteur  du  même  point. 

En  coordonnées  polaires,  p  désignant  le  rajon  vecteur,  et  p',  p' 
ses  dérivées  première  et  seconde  par  rapport  à  l'angle  polaire,  eu, 
l'équation  diflerentiellc  de  la  courbe  cherchée  sera,  d'après  l'e\- 
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pression  classique  du  rayon  de  courbure  (Tome  I,  n°  62), 

Celle  équalion,  ne  contenanl  pas  w,  renlre  dans  le  second  cas 
de  réduclion;  elle  renlre  aussi  dans  le  Iroisième,  puisqu'elle  esl 
homogène  en  p,  p',  p".  Nous  choisirons  la  rnélhode  de  réduclion 
du  troisième  cas,  en  posanl 

(7)  p  =  c";         d'où         p'=tf"M';         p''=c«(a'-t-M'*); 

et  Péqualîon  proposée  deviendra 

.    3. 
777-^  =  ''^ 


I  -h  M  «  —  a 


relalion  qui  ne  conlienl  pas  w.  On  y  posera  donc*( Premier  cas) 

,«^  .du                     „      dz 

el  Ton  aura,  en  séparanl  les  variables  z  el  «o, 

(9)  j=rfw, 

d'où 

^ .  V  r        ''^  ^- 

(9  bis)  w  — (ùo=    / 


m(i-+-5î)  — (H-.8Î)* 


Il  esl  inutile,  pour  le  moment,  d^elTecluer  la  quadralure  ;  on  a,  en 

efrei,par(8)el(9), 

,             ,                       mzdz 
du  =  z  dui  = —  - , 

el,  parsuile, 

« 

/mzdz  .      _ 
3  -^  'ûgL. 

Enfin  (7)  donne 

r — -^ — , 
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Cl  (9  bis)  s'écrit 

m.  dz 


(I)  =  lOo  4- 


/ 


m{l-+-5»)  — (l-r^«)« 


Ces  deux  dernières  relations  donnent  p  et  to  exprimés  en  fonc- 
tion d'un  paramètre,  5,  ce  qui  définit  la  courbe  cherchée. 

On  peut  pousser  les  calculs  plus  loin  ;  posons,  en  effet,  dans  les 
expressions  de  p  et  w,  i  -1-  ^*  =  r^;  il  vient 


w  =  a>o  -H 


,/ 


{niv       v^)  v/t'*—  I 


Tirons  r,  en  fonction  de  p,  de  la  première  de  ces  relations  et 
portons  dans  la  seconde;  nous  obtenons  finalement,  pour  équa- 
tion de  la  courbe  en  (u  et  p, 

,    r       {C^p)dp 

O)  =  tOo-+-      /    —  ' 

J    pv^p«/H*— (C-hp)» 

La  spirale  logarithmique,  qui  est  une  solution  du  problème 
(ïome  I,  n"  383),  correspond  à  C  =  o. 

302.  Courbe  de  poursuite.  —  Un  mobile,  M©,  parcourt  Taxe 
des  X  d'un  mouvement  uniforme,  avec  une  vitesse  ro;  un  second 
mobile,  M,  primitivement  en  dehors  de  cet  axe,  se  meut  dans  le 
plan  avec  une  vitesse  uniforme  r,  en  se  dirigeant  à  chaque  instant 
vers  la  position  qu'occupe  Mq  au  même  instant.  On  demande  l;i 
trajectoire  de  M  (Courbe  de  poursuite). 

Soient  x^y  les  coordonnées  de  M  à  l'instant  f,  le  temps  étant 
compté  à  partir  du  passage  de  M©  à  l'origine  ;  on  a,  en  écrivant  quo 
la  vitesse  de  M  est  égale  à  ^,  et  que  la  tangente  en  M  à  la  trajec- 
toire (*)  passe  par  le  point  d'abscisse  VqI  sur  Ox, 

(10)  \/dx^-hdf^=  vdt,         ~y  =z  -^{v^t  —  x). 


dy 

(  '  )  A  savoir  la  droite  \  —  y  =  -j-  {\  —  x). 
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Pour  obtenir  une  relation  difTérentielle  entre  x  et  y,  il  faut  éli- 
miner t  :  à  cet  eflTet  résolvons  la  seconde  équation  par  rapport  à 


difiTërentîons 


{y-i)' 


s>,dt  =  dx  (,-  ^^ y^)  =  '^'''■yr 


y' 

cl  portons  cette  valeur  de  dt  dans  la  première  relation  (lo);  nous 
avons 

équation  qui  ne  contient  pas  x  (Deuxième  cas).  Nous  l'intégrerons 
ici  en  Técrivant 

et  en  observant  que  le  premier  membre  est  la  dérivée  d'une  fonc- 
tion dey  facile  à  trouver.  En  effet,  l'intégrale 


/du  r       II  du 

u  y/i-i-  a*  J    a*  v^i  -H  u* 


;  y/ 1  -+-  a*  J    a*  v^i 

se  calcule  par  le  changement  de  variable  i  -j-w^.— -2^  qi  devient 


(i-i)  I   — =  -log =  -  fog  ~ ; 

le  premier  membre  de  (11)  est  donc  la  dérivée,  par  rapport  à  .r, 
du  dernier  membre  de  (12),  où  u  est  remplacé  par^^'.  Ou  a,  dès 
lors,  en  remontant  aux  primitives  des  deux  membres  de  (1 1), 


-  log  =  A-  log7  -f-  -  logC, 

d'oii 


Résolvons  par  rapport  à^'^,  nous  avons 
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le  radical  y/C  comporlani  le  signe  ±:.  Séparons  les  variables  x  elj^  : 

d'où,  par  irilëgralion,  en  supposanl  Adifférenl  de  Tunilé, 

I  C  - 

C'est  Téqualion  de  la  trajectoire  cherchée;  on  déterminera  les 
constantes  C  et  C  par  les  conditions  initiales  (*). 


m.  -  LIGNES  GÉODËSIQUES. 


303.  Définition.  —  On  a  appelé  lignes  géodésiques  d'une  sur- 
face (Tome  I,  n"  451  ),  les  lignes,  tracées  sur  cette  surface,  dont  le 
plan  osculateur  en  chaque  point  est  normal  à  la  surface  au  même 
point. 

Elles  jouissent  d'une  importante  propriété  ;  le  plus  court  chemin 
entre  deux  poihts,  sur  la  surface,  est  une  géodésique.  La  démons- 
tration rigoureuse  nécessite  Teniploi  du  calcul  des  variations, 
mais  on  va  établir  que,  si  le  plus  court  chemin  existe^  cène  peut 
être  quune  ligne  géodésique. 

En  effet,  la  ligne  qui  est  le  plus  court  chemin  entre  deux  points 
de  la  surface  est  aussi  le  plus  court  chemin  entre  deux  points 
quelconques  pris  sur  la  ligne;  en  particulier  entre  deux  points 
infiniment  voisins  M  et  M'.  Mais  on  a  (Tome  I,  n°  401) 

arc  MM'— corde  MM'=  ~A-»( corde  MM')», 

en  se  bornant  à  la  valeur  principale  :  A'  désigne  la  courbure  de  la 
ligne  au  point  M.  On  voit  ainsi  que,  les  points  M  et  M'  étant 
donnés,  l'arc  MM'  sera  minimum  lorsque  k  sera  minimum,  c'est- 


(•)  Pour  /  =  o,  le  point  M^  est  à  roriftine,  et  M  a  une  position  donnée  (a?^,  v,) 
dans  le  plan.  On  écrira  donc  que  la  courbe  (i3)  passe  pur  x^^  y^^  et  que  sa  tan- 
gente en  ce  point  passe  par  l'origine. 


CHAPITBE   II.    —   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES  d'oRDRE  QUELCONOUK.      3il 

à-dire  lorsque  le  rayon  de  courbure  (j)  sera  maximum.  Or  le 

rayon  de  courbure  en  M  d'une  ligne  tracée  sur  la  surface  étani, 
d'après  le  théorème  de  Meusnier,  la  projection  sur  le  plan  oscula- 
leur  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  menée  par  la 
même  tangente,  il  en  résulte  que,  pour  une  tangente  donnée  MM', 

le  maximum  de  r  aura  lieu  lorsque  le  plan  osculateur  contiendra 

la  normale  (*).  c.  q.  f.  d. 


304.  Équation  différentielle  des  géodésiques.  —  Celte  équation, 
pour  une  surface  donnée  paramétriquement, 

s'obtient  comme  il  suit.  Une  ligne  tracée  sur  la  surface  est  définie 
par  les  équations  (i)  où  l'on  regarde  u  et  v  comme  fonctions  d'une 
même  variable,  t:  le  plan  osculateur  en  un  point  x,  j',  z  de  la 
ligne  a  pour  équation 

X  -  X    x'    x' 
Z-z     z'     z' 


X  —  X    dx    d^  X 

Y^r  ^y  ^^y 

Z  —  z     dz     d^z 


dx^   d^x^   ...   étant  les  différenlielles  premières  et  secondes  de 
a:^  y^  X?,  quand  la  variable  indépendante  est  /.  On  a  d'ailleurs 


(^) 


.  dx   ,         dx   , 

dx     ^  -r-du-h  -r--  dVf 

du  dv 


d^x 

d^x  =  ^dir-- 


1 —  du  dv 

du  dv 


d^x   ,  ^       f^^  _,.  àx   ,, 

w*  du  dv 


Écrivons  que  le  plan  osculateur  contient  la  normale 
\—x_\-y       Z—z 


H 


C 


(1)  Celte  élégante  démonslration  est  due  à  Joseph  Bertrand.  Il  résulte  de  la 
propriété  de  plu?  courte  distance  qu'un  fil,  tendu  sur  la  surface  entre  deux 
points,  marque  une  géodésiquc. 
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(nolatlons  du  Tome  I,  n**  408),  c'est-à-dire  qu'il  lui  est  parallèle; 
nous  avons  l'équation 


Ci) 


A  dx  d^x 
B  dy  d*y 
C     dz     d^z 


Celte  équation  se  met  sous  une  autre  forme  :  multiplions  les 
lignes  respectivement  par  7-»  77^'  ;7~  et  ajoutons;  nous  obtenons, 

puisque  A—  +B^  +C'^  est  nul  (Tome  I,  n«  408),  la  ligne 

nouvelle 

()t         .    ()y         .    âz  ,,     Ox         ,,     ()y   _     .,    Oz 

du         *^  Ou  du  du  '^  Ou  Ou 

qui  peut  remplacer  une  de  celles  du  déterminant.  De  même,  en 
multipliant  par  —  >  ~>  -^  et  ajoutant,  nous  obtenons  la  ligne 

,    àx         ,    ôy         ,    ()z         -.     dx         ,.     dy         ,,     dz 
o,     dx- — h  «K -f- H- </^ -7- 1     d*-x- — H  rf* y  f^ -+- a* ^ -7- • 
dv  ^  dv  dv  dç  '^  dv  dv 

L'équation  (3)  s'écrit  donc,  à  un  facteur  près, 
V  dx  d*x 


(3  6w) 


j    àr       j    dy       j    dz  ,,    dx 

dx- — h  dry -f^ -H ûf 5  — -         d^x-r--^,.. 
du         '^  du  du  du 


dx—- 
dv 


,•    àx 
dv 


=  o. 


ce   qui  donne  finalement,   pour  l'équation  cherchée,  le    mineur 
encadré,  égalé  à  zéro. 

Or,  rappelons-nous  les  notations  du  Tome  1  (n**  412)  : 

-(£)'- (l)'-(S)'. 

„  _  dx  dx        dy  dy        dz   dz 
~  du  dv        du  dv        du  dv  ' 

nous  pouvons  écrire  (3  bis)^  en  remplaçant  dx,   . . .,  d^x,   . . . 


Kdu 


Ft/ii 
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]>ar  leurs  valeurs  (2), 

\du  du*/  \du  dudvj  \du  dp*/ 

\dv   ov*  I  \dv  dudvj  \dv    du*/ 

,  fax  d*x\  ,  dx  à*x        dy  d*y        dz  d*z 

en  écrivant  (  -r — r-r  )  pour  la  sorame  - — — z  -t-  ~-  -r-^  4-  t-  ^-r\  etc. 
\du  du^ )  ^  Ou  Ou*       Ou  Ou*        du  Ou* 

Or,  on  a  évidemment 

/dx  d*x^\  _  làE  /dx    d*x  \  __  I   dE 

\0u  du*/  ^  1  du^  \du  dudv /  ~  1   dv^ 

/dx  d*x\  _  ^  _  fax    d*x  \  _  àV  _  i^  dG 

\du  dç*  /  "~  dv        \dç  dudv)  "^   Os;         1   du^        "' 

ce  qui  donne,  pour  équation  fînale, 

\sdu-r-  Fdv         hd*u-+-  Fd*v  -h  -  -j-du*--  ---  du  dv  -h  { t"  )  ^^ 

'A  du  Oç  \  dv       •!  du  / 

/àV_\  dE\ 
\du       i    dv) 


¥du-^Gdv 


¥d*u 


Gd-i>  -\ r-  di'*  --  -—  du  ds;  ' 

•1   dv>  Ou 


du* 


303.  Telle  est  l^ équation  différentielle  des  lignes  géode- 
signes;  pour  la  mettre  sous  la  forme  ordinaire,  on  peut  prendre  u 
pour  variable  indépendante  et  v  pour  fonction  inconnue,  ce  qui 
donne  6f^</  =  o.  Il  vient  ainsi,  en  divisant  la  première  colonne  par 

(iUj  la  seconde  par  du^^  et  posant  -7-  =  t',  -j-i  =  *'", 


<i) 


du 

E  +  Fp'         F.'  +  i^-H^.'-h 
'2   Ou        di^ 

•2   OKf  Ou 


\  Oi>        '}.  Ou) 
\0u       A  dv  j 


Développons  :  le  terme  en  vV  disparaît,  et  il  reste  une  équa- 
tion du  type 

A,  B,  C,  D  étant  des  fonctions  de  forme  connue  de  w,  v  (comme 
les  E,  F,  G).  C'est  une  équation  différentielle  du  second  ordre, 
d'où  il  faudrait  tirer  la  fonction  inconnue  \^,  On  ne  sait  pas  l'inté- 
grer en  général,  mais  elle  a  donné  lieu  à  de  nombreux  et  impor- 
tants travaux,  surtout  dans  des  cas  particuliers. 
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Observons  seulement  ici  que  son  intégrale  générale  contient 
deux  conslaules  arbitraires,  c'est-à-dire  qu'il  y  a,  sur  une  sur- 
face, une  double  infinité  de  lignes  géodésiques. 


306.  Si  la  surface  est  donnée  sous  la  fornu?  z  ^/(x,y)^  on  ob- 
tiendra Téquation  diiTérentielle  des  géodésiques  en  faisant, dans  (4), 
u  =  Xj    t'^^v,     E  =  i-f-/;''^,     Fr=^y,     G  =^  I  +  </-    (Tome    I, 

n^  AU),  p  cl  rj  désignant  j-  et  -p-  11  sera  plus  simple  de  j>artir 

directement  de  l'équation  (3)  : 

A  dx  d^  X 
B  dy  d^y 
C     dz    d'-z 


I ,  valeurs  des  coefficients  du 


où  Ton  fera  k^^^ p\  B  =  ^,  C  = 
plan  tangent,  et 

dz  =  p  dx  -^  q  dy^ 
d^  3  =  r  djc^  -h  is  dx  dy  -^  l  dy^  -\-  p  d^x  —  q  d^y, 

suivant  les  notations  habituelles.  Si  l'on  prend  x  comme  variable 
indépendante  sur  la  géodésiqiie,  on  a  d^x  =  o,  et  il  reste 

P  dx  c>  I 

q  dy.  d'y 

-I         pdx-v-qdy         rdx-^'ksdxdy-^-tdy^^qd-y 

Multipliant  la  première  ligne  par  — /?,  la  seconde  par  —  q^  cl 
ajoutant  à  la  troisième,  on  obtient  l'équation  équivalente 


dx 


O 

d^y 


^D^—ai 


r  dx^  -\-  is  dx  dy  -r  t  dy^ 


ou 


<<^>  S^'^^'+^')-[' 


dy      , 


{%)W£-^)-- 


équation  difi*érentielle  du  second  ordre  où  l'inconnue  est  j^,  et  qui 
est  du  même  type  que  l'équation  générale  (5). 

Si  la  surface  donnée  est  un  plan,  z  =  ax  +  by-^-Cy  tes  quan- 
tités r,  5,  t  sont  nulles;  p  z=  a^  q  =  b  ;  et  l'équation  (6)  se  réduit 
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à  --^  =  o,  d'où  y  =  Cj:  -+-  C.  Les  géodésiques  d'un  plan  sont 
flonc  les  droites  de  ce  plan,  résultat  évident  a  priori. 

307.  Remarque.  —  L'équation  différentielle  (4)  ne  dépend  que 
des  coefficients  E,  F,  G  du  carré  de  l'élément  linéaire  ds^  sur  la 
surface  proposée:  à  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles  E,  F,  G 
sont  les  mêmes,  c'est-à-dire  à  r ensemble  des  surfaces  appli- 
cables les  unes  sur  les  autres  (Tome  1,  n°  ioo),  correspond  donc 
la  même  équation  différentielle  des  géodésiques.  Ce  point  était 
évident  a  priori:  supposons  en  effet  ces  surfaces  déterminées  para- 
niétriquement  en  fonction  de  deux  paramètres  u^  r,  de  manière 
que  E,  F,  G  soient  les  mêmes  pour  toutes  (ibid.);  les  courbes  dé- 
finies sur  chacune  d'elles  par  une  même  équation  ?p(«,  r)  ^^  o 
^^appliqueront  les  unes  sur  les  autres,  et  réciproquement  :  les  géo- 
désiques qui,  évidemment,  s'appliquent  les  unes  sur  les  autro<, 
en  raison  de  leur  propriété  de  plus  courte  distance,  auront  donc 
la  fnême  équation  générale,  et,  par  suite,  la  même  équation  diffé- 
rentielle. 

308.  Cas  particulier.  —  Si  le  ds'^  sur  une  surface  est  donné 
sous  la  forme 

(7)  dsi=du^-\-Gdv^, 

c'est-à-dire  si  E  =  i ,  F  =  o,  Téquation  différentielle  (.{)  des  géodé- 
siques devient 

I  i  dG   ,, 

•1    OU 

\    r-    f  n    »        ^   àG     ,.        ÔG     , 

I  •!    OV  Ou 

el  l'on  aperçoit  immédiatement  la  solution  particulière  i^'^^o, 
c'est-à-dire  v  =  const.  En  d'autres  termes,  les  courbes,  en  nombre 
simplement  infîui,  v  =  const.,  sont  des  géodésiques  :  ce  ne  sont  pas 
d'ailleurs  toutes  les  géodésiques,  celles-ci  étant  en  nombre  dou- 
blement infini,  puisque  leur  équation  générale  contient  (n'^SOS) 
deux  constantes  arbitraires.  Quant  aux  courbes  </  =  const.,  ce 
sont,  puisque  F  est  nul,  (Tome  I,  n®  ilo),  les  trajectoires  ortho- 
gonales de  la  famille  de  géodésiques  v  =  const. 
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309.  Propriétés  des  géodésiques.  —  La  proposition  réciproque 
de  celte  remarque  conduit  à  des  propriétés  des  géodésiques  tout 
à  fait  analogues  à  celles  des  droites  dans  le  plan. 

Considérons,  en  effet,  une  famille  réelle,  simplement  infinie, 
de  géodésiques,  et  prenons  ces  lignes  pour  lignes  coordonnées 
d'une  série,  r  =  const.  ;  prenons  leurs  trajectoires  orthogonales 
pour  lignes  coordonnées  de  l'autre  série,  //  =  consl;  je  dis  que 
ds'  pourra  être  ramené  à  la  forme  (-j).  On  a,  d'abord,  sur  la 
surface, 

car  F  est  nul  à  cause  de  l'ortliogonalité  des  lignes  u  =  C,  r  =  C. 
Il  faut  maintenant  que  l'équation  différentielle  (4)  des  géodé- 
siques soit  vérifiée  pour  i*  =  const.;  nous  avons  ainsi,  en  y  faisant 
r'=  r"=  o  et  F  =  o. 


E  -  - 

•i  du 

I   ^K 

0 r- 

1   Oç 


I  p'iE  ,_  ÔE 


quels  que  soient  u  et  la  constante  (^,  c'est-à-dire  quels  que  soient 
Il  et  V]  E  est  donc  une  fonction  de  u  seul,  que  je  désignerai 
par /•»(«). 

Par  suite,  on  peut  écrire  ds^ 

ds^=f^u)du''-r-Gdv'i] 
si  maintenant  on  |)Osc 

cl  si  Ton  prend  pour  variable  U  à  la  place  de  w,  il  vient 
ds^=  dV^-r-G{V,v)dv\ 

expression  de  la  forme  (i). 

C'est  la  réciproque  qu'il  s'agissait  d'établir.  On  en  déduit  des 
conséquences  intéressantes. 

Les  lignes  U  =  const.  sont,  puisque  U  =i=/(w),  les  mêmes  que 


(  ■)  Car,  si  E  éLail  nul,  on  aurait,  sur  les  géodésiques  v  =  const.  considérêo- 
ds^  =:  Edu'=  0,  c'est-à-dire  que  l'arc  de  ces  géodésiques  serait  nul  :  c'est  impos- 
sible puisqu'elles  sont  réelles. 
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les  lignes  u  =  const.,  c'est-à-dire  sont  les  trajectoires  orthogonales 
des  géodésiques  (^=:const.  considérées;  Tare  infiniment  petit 
compris  sur  une  de  ces  géodésiques  entre  les  deux  courbes  U 
et  U  -i-  d\}  sera  donné  par  Téquation 


où  l'on  fera  dv^=o^  puisqu'on  se  déplace  sur  une  courbe  r  =  const.  ; 

c'est-à-dire 

ds  =  dV. 

On  en  conclut,  pour  Tare  fini,  s,  compris  sur  la  géodésique 
V  ^  const.,  entre  les  deux  lignes  fixes  U  =  U|  et  U  =  Uo, 

s  =  Ui  — Uo. 

Cet  arc,  U|  —  Uo,  est  donc  constant,  quelle  que  soit  la  géo- 
désique V  =  const.  considérée;  c'est-à-dire  {fig.  82)  que  les  arcs 
AB,  A'B',  A"B",  . . .,  interceptés,  sur  les  géodésiques  d'une  famille 

Fig.  8». 


simplement  infinie  quelconque,  par  deux  mêmes  trajectoires  ortho- 
gonales de  ces  courbes,  sont  égaux  entre  eux.  C'est  la  générali- 
sation d'une  propriété  connue  des  tangentes  à  une  courbe  plane  et 
de  leurs  trajectoires  orthogonales  (Tome  I,  n**  82). 

En  particulier,  si  les  géodésiques  considérées  passent  par  un 
même  point,  une  de  leurs  trajectoires  orthogonales  sera  un  cercle 
de  ra^on  infiniment  petit  ayant  ce  point  pour  centre,  d'où  celle 
conclusion  : 

Sur  toutes  les  géodésiques  qui  passent  par  un  même  point  A, 
les  arcs  compris  entre  le  point  A  et  une  trajectoire  orthogonale 

H.     -    II.  23 
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quelconque  (B,  B',  B")  de  ces  géodésiques  ont  la  même  lon- 
gueur (*);  pu  encore  :  Si,  à  partir  du  point  A,  on  porte,  sur 
toutes  les  géodésiques  passant  par  ce  point,  une  même  Ion- 

Fig.  83. 


gueur,  le  lieu  des  extrémités,  B,  B',  B",  . . . ,  des  arcs  obtenus 
est  une  trajectoire  orthogonale  des  géodésiques  considérées. 

On  reconnaît  là  une  propriëlé  des  droites  issues  d^un  point 
dans  un  plan;  on  en  déduit,  pour  les  géodésiques,  de  nombreuses 
propriétés  dont  nous  citerons  la  suivante  : 

Si  les  géodésiques  qui  joignent  deux  points  fixes,  A  et  B, 
à  un  point  M,  variable  sur  une  courbe,  font  des  angles  égaux 
avec  la  tangente  à  la  courbe  en  M,  la  somme  (ou  la  différence) 
des  arcs  géodésiques  MA  et  MB  est  constante. 

La  démonstration  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  qu'on  a 
donnée,  au  n®  82  du  Tome  I,  pour  le  théorème  de  Chasies  sur  les 
arcs  d'ellipse;  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  la  rétablir. 


exemples  de  lignes  géodésiques, 

310.  Cylindres.  —  Prenons  Taxe  des  y  parallèle  aux  généra- 
trices; le  cylindre  a  pour  équation 


(*)  De  môme  :  Sij  entre  deux  points  A  et  B,  on  peut  mener  une  injinité  de 
géodésiqueSf  les  arcs  compris  sur  chacune  d'elles  entre  les  deux  points  ont 
même  longueur.  Exemple  :  les  méridiens  d'une  sphère. 
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d'où 

p=f{x);       g  =  o]        r=/'(^);        5  =  ^  =  0. 

Uéqualion  différentielle  (6)  des  géodésîques  est  donc  ici  : 
g[.+/'(^>]-/'(^)/'(-)g=o. 

équation  où  y  ne  figure  pas,  et  qifon  intègre  immédiatement  en 
l'écrivant 

y     i+/'(^)' 


d'où 


log  y  =  -  log  (i  -^f')  -*-  iog  C  ; 


(8)  y=Cv/n-/'«; 

Telle  est  Téquation  des  géodésiques,  en  projection  sur  le  plan 
des  xjr. 

L'équation  (8)  conduit  à  une  propriété  géométrique  de  ces 
lignes.  Les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  une  géodésique 
sont  proportionnels  à  dx,  dy,  dz^  c'est-à-dire,  en  vertu  de  (8)  et 
de  Féquation  z=/{x)  de  la  surface,  à  i,  Cy/i  +/'^,  /';  le 
cosinus  de  l'angle  de  cette  tangente  avec  l'axe  des  j'  est 


C/t+./^' 


v/n-Gî(i  4-/'*) -+-/'*"      /TTC*' 

il  est  donc  constant  le  long  d'une  même  géodésique.  Chaque 
géodésique  coupe  ainsi  toutes  les  génératrices  du  cylindre 
sous  un  angle  constant  :  les  géodésiques  sont  donc  les  hélices 
tracées  sur  le  cylindre  (Tome  I,  n°  407). 

Ces  propriétés  sont  évidentes  a  priori:  il  suffit  d'observer  que, 
dans  le  développement  du  cylindre  sur  un  plan,  les  géodésiques 
deviennent  des  droites,  et  les  génératrices  des  droites  parallèles 
entre  elles. 

311.  Surfaces  de  révolution.  —  Oz  étant  Taxe  de  révolution, 
on  définit  la  surface  (Tome  I,  n®  416)  par  les  relations  paramé- 
triques 

^=:rcosco;        j^  =  rsina);        ^  =  cp(r); 


34o  TROISIÈME  PARTIE.   —  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 

la  méridienne,  dans  le  plan  zOx^  est  z  =  «(or),  et  Ton  a  {ibicf.) 
E=:i-4-(p'»(r);        F  =  o;         G  = /•». 

L'équation  difTérentielle  (4))  si  Ton  écrit  r  et  o)  au  lieu  de    u 
et  !>,  est  ici 

1-4-  <p'*(r)        <p'(0?V)  —  '•*«>'* 
r*a)'  r^w'-f-  •zroi' 

OU,  après  développement, 

eo"/'  (i  -+-  <p'*)  -h  aa)'(i  -h  o'»)  —  ru)' ©'©'-+-  r»(D'*  =  o. 

L'inconnue  co  manque,  et  Ton  a  ainsi  une  équation  de  BerDOuIlî 

Fig.  84. 


par   rapport  à   l'inconnue   w'.    On    posera   donc   pour    intégrer 

(n«2o7) 


r 
û7* 


d'où 


dB 


■A  *       «r  *  '    * 


équation  linéaire  en  0  qui  s'intègre  sans  difficulté  ('),  et  doone 

0    cest-a-dire     -7;  =  — ' — ,,,    /> 
C  désignant  la  constante  arbitraire. 

(')  On  pose  pour  cela,  selon  la  méthode  générale,  0  =  UV,  cl  i*on  annule  le 
coefficient  de  U,  ce  qui  donne 


V'/-(i-+-si'2)  +  V(2  +  29'»—  r-yf)  =  o. 


CHAPITRE   II.   —  ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES  D*ORDRE  QUELCONQUE.      34 1 

Écrivons  mainlenant  -^^  à  la  place  de  c*>',  et  séparons  les 
variables  y 

nous   obtenons  finalement,  par  une  quadrature,  l'équation   des 
géodésîques  sous  la  forme 

D'après  la  signification  géométrique  de  r  et  co,  cette  relation 
est  Téquation,  en  coordonnées  polaires,  des  lignes  géodésiqucs 
projetées  sur  le  plan  des  xy. 

Ainsi  ;  la  détermination  des  géodésiques  des  surfaces  de 
révolution  se  ramène  à  une  quadrature. 

L'équation  (lo)  montre  que,  pour  une  géodésique  réelle,  la 
constante  C  est  nécessairement  positive. 

312.  Interprétation  géométrique.  —  La  relation  (9),  qui  est  ce 
qu'on  appelle  une  intégrale  première  de  Téquation  différentielle 
des  lignes  géodésiques  (voir  le  Chapitre  suivant,  n*"  329),  peut 
s'écrire 


-  VU'r(n- ?'^)  = /•' 


Par  su  île 


V  _  'i  f  I  -f-  9'*)  —  2  r  9'  ;p"  __  4        3  ?'  ?" 


d'où 


d'où 


v=     '• 


14-?'=' 


-  — ^,/'(I^-?'=')U'  =  /•^        ou        U'=  -?;, 

2     1  +  ©''^  ^    '  '  /••' 


Finalement 


1-H  «p  ' 
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ds^  désignant  le  carré  de  Télément  d*arc  sur  la  surlace  de  révolu- 
lion  (Tome  I,  n<»  416). 
On  a  ainsi  Téquation 

(il)  ,  ds  =  )/Cr^dtù, 

vérifiée  le  long  d'une  géodésique. 

Or,  soient  M(r,  w)  un  point  d'une  géodésique,  M' le  point  infi- 
niment voisin  (/•  -i-  rfr,  w  -h  rfw)  sur  celle  ligne.  Menons  (yî^.  85) 

Fig.  85. 


le  méridien  M'P  qui  passe  par  M',  jusqu'à  sa  rencontre  en  P  avec 
le  parallèle  du  point  M;  on  a 

L'équation  (i  i)  s'écrit  alors 

MM'=/CrMP 
ou 

I  MP 

^r^  =  '^  »rïi7  =  ^  cos«, 

i  désignant  l'angle  PMM',    sous  lequel  la  géodésique  coupe    le 
parallèle.  On  a  donc,  tout  le  long  d'une  même  géodésique, 

rcosi  =  const., 

ce  qui  s'énonce  ainsi  : 

Soit  i  l'angle  sous  lequel  une  géodésique  fixe  coupe  le  paral- 
lèle variable  de  rayon  r;  le  produit  r  cosi  est  constant  le  long 
de  la  géodésique.  (Clairaut.) 
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Géodésiques  de  r  ellipsoïde, 

313.  Coordonnées  elliptiques.    —   Nous  avons    vu    (Tome   I, 
n**    417)  qu'on   peut  représenter  paramétriquemenl  relHpsoïde 


^  H — j  =  I  par  tes  équations 


^          /(6i-tt)(6*-P) 
6       V  (6*— a»)(6«— c«) 

C          1/    /cî  — 

-M)(c«— r)    . 

(E) 


les  lignes  w  =  consl.  et  r=const.  sont  les  deux  systèmes  de 
lignes  de  courbure.  Les  seconds  membres  ne  changent  pas  quand 
on  permute  u  elç;  on  a  donc  le  droit  de  supposer  i^^w,  et  l'on 
en  conclut  aisément,  en  supposant  a>  b>  c^  que  les  points  réels 
de  reilipsoïde  sont  obtenus  en  donnant  à  v  et  u  des  valeurs  res- 
pectivement comprises  entre  c-  et  6^,  et  entre  b^  et  a^.  On  ne 
peut  donc  avoir  u  =  i^,  pour  un  point  réel,  que  si  m  =  (^  ==  6^  ;  les 
points  correspondants  de  l'ellipsoïde  sont  alors  les  quatre  ombi- 
lics réels  (*). 

Le  ds^  sur  l'ellipsoïde  (E)  a  pour  expression 

ds^=(u-ç)\ '^^^ ^ ""-^ 1. 

^  ^  L4(«'—  ")  (^'—  ^)  (c*—  w)      4(a*—  v){b^--  V)  {v  —  cOj 

314.  Étude  d'un  cas  plus  général.  —  Ce  ds^  est  compris,  comme 
cas  particulier,  dans  la  formule 

(i)  ds^=(u^v){\}^  rfa«-h  V*  rfp»), 

où  u  et  {>  sont  toujours  les  paramètres  qui  déterminent  un  point 
de  la  surface,  U  une  fonction  de  u  seul,  V  une  fonction  de  v  seul. 
On  peut  écrire  identiquement,  en  désignant  par  X  une  constante 
arbitraire, 

ds^  =  [(v/;7^ZT)V  (v/T^^)*]  [(U  ^a)'-f-  (V  dvyi 


(')  Car  les  radicaux,  dans  (E),  comportent  le  double  signe. 
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croù,  en  verlu  de  Tidenlité  classique  de  Lagrange, 

ds^=yïr^  udu-h  /n^  vrfp]*-i-  yazTïYdv-^/r^  u  duY. 

Posons  mainlenant 

l  /ï^"^^  U  ^tt -H /T^  V  rft;  =  ^tt', 
(2)  ]  \di^  Vdu 


v/X  —  V  y/u  —  X 


=  d^\ 


ce  qui  est  possible,  les  deux  premiers  membres  étant  évidemment 
des  différentielles  exactes,  d'après  les  hypothèses  faites  sur  U  et  V; 
il  vient  ainsi 

(3)  rfs*  =  ^«'«-H  (  M  —  X)  (X  —  P)  ûTp»  =  t/i*'*-i-  G(w',  p')  rfp'S 

formule  qui  montre  (n**  308)  que  les  courbes  i^'=consl.   sont 

des  géodésiques.  D'après  (2),  l'équation  de  ces  courbes,  en  u  et  t-', 

est 

...  r    \dv  r    Vdu 

^^^  ./7x^"./7^=T  =  ^^"^^" 

et,  comme  X  est  arbitraire,  cette  relation,  qui  contient  deux  con- 
stantes arbitraires,  est  l'équation  générale  des  géodésiques  sur  la 
surface  considérée. 

Remarques.  —  Appelons  géodésiques  de  la  famille  Xo,  ou 
géodésiques  \q^  celles  qui  correspondent  à  la  valeur  Aq  ^^  la  con- 
stante \,  Elles  sont  en  nombre  simplement  infini,  et  l'on  a,  le  long 
de  chacune  d'elles,  en  différentiant  (4)) 

V^('  lidu 


V^Xo  —  V       /a  —  Xo 

Soit  i  l'angle  que  fait  l'une  de  ces  courbes,  MP  {Jig*  86),  au 
point  M(m,  v)y  avec  la  ligne  coordonnée  v  =  const.  qui  passe  par 
ce  point;  il  est  aisé  de  le  calculer.  Figurons,  en  effet,  les  quatre 
lignes  coordonnées  qui  passent  respectivement  par  les  points  in6- 
niment  voisins,  M  et  P,  de  la  géodésique  proposée,  c'est-à-dire 
qui  répondent  aux  valeurs  w,  u  +  du\  p,  v  -{-  dv  des  paramètres  u 
et  r  :  elles  déterminent  un  rectangle  infiniment  petit,  MNPQ,  car, 
le  terme  en  dudv  manquant  dans  l'expression  (i)  de  ds^^  les 
lignes  coordonnées  //  =  const.  et  (^  =  const.  sont  rectangulaires. 
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On  a 

MP'  =  e/*«  =  (a  -  V)  (U*  rfit«-h  V«  c?p*), 

et,  en  faisant  dans  cette  relation  di^  =  o, 


d'où 


Remplaçons  maintenant  ( ^-)    par  sa  valeur  tirée  de  (5),  nous 


'dv\* 
açons  mamienani  ( 

trouvons 

(6)  cos«t  = 

ce  qui  s'écrit 


M  —  Xo 


(7)  usin^i-i- V  cos^i  =  'ko- 

C'est  là  une  relation  vérifiée  en  tout  point  d'une  géodésique  de 
la  famille  X^;  i  est  l'angle  sous  lequel  cette  géodésique  coupe,  au 
point  (w,  r),  la  ligne  coordonnée  v  =  const.  qui  passe  par  ce 
point.  La  relation  (7)  équivaut  évidemment  à  l'équation  difTéren- 

Fig.  86. 


v+dv 


UL-^dlL 


tîelle  (5)  qui  a  servi  à  la  former,  et  qui  peut,  inversement,  en  être 
déduite  :  elle  caractérise  donc  les  géodésiques  X©. 
Je  dis  que  : 

Les  géodésiques  \  touchent  la  ligne  coordonnée  v^^\^  et 
réciproquemen  t . 

Car  soit  (z/.  A©)  un  point  de  cette  ligne;  pour  les  géodésiques  X© 
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qui  y  passent,  on  a,  en  faisant  (^  =  Aq  dans  (7), 

M  sin*«  =  Xo  sin*/,         ou         {u  —  Xo)sin*t  =  o, 

ce  qui  donne /=o  :  lesgéodésiqnesXo  touchent  donc  la  ligne  r  =  A^ 
aux  points  où  elles  la  rencontrent.  Réciproquement,  si  une  géode- 
sîque  de  la  famille  X  louche  en  (w,Xo)  la  courbe  (^  =  )wo,  Téqua- 
lion(7), 

H  sin*«  -h  V  cos*i  =  X, 

doit  être  vérifiée  pour  1  =  o,  ç  =  A©,  ce  qui  donne 

A  =  Ao, 

.  et,  par  suite,  la  géodésique  considérée  appartient  à  la  famille  X^. 
On  démontrerait  de  même  que  les  géodésiques  Aq  touchent  aussi 
la  ligne  u  =  î.oj  et  réciproquement. 

315.  Application  à  rellipsolde.  —  Le  ds^  de  Tellipsoïde    est 
(n®  313)  du  type  (i)-,  on  a  dans  ce  cas 


(8) 


(   U  =  '  4  /— —   — 

de  sorte  que  Téquation  générale  (4)  des  géodésiques  s'écrit 

(    f  ^•^^'         -_ 

-^f  '^^^^  =, 

l       J    ^u(a*—  u){ù*—  u){c*—  u){u  —  X) 


:  const. 


Les  intégrales  auxquelles  on  est  ainsi  conduit  sont  kyperellip- 
tiques. 

On  déduit  de  ce  qui  précède  d'intéressantes  propriétés  géomé- 
triques. Présentons  d'abord  quelques  remarques. 

I®  Par  un  point  M(w,  v)  de  rdlipsoïde  il  passe  en  général  deux 
géodésiques  d'une  famille  donnée  Xq. 

En  effet,  l'équation  (5),  qui  donne  la  direction  -y-  delà  tangente 
en  (w,  <•)  aux  géodésiques  Xq  passant  par  ce  point,  s'écrit,  après 
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substilulion  à  U  et  V  de  leurs  valeurs, 


\du 


dvy_  u  (a«— <;)(6«-~y)(r  — c«)(Ao  — y) 


d'où  deux  direclîons  de  langenle  et,  par  suite,  deux  géodé- 
sîques  (•). 

2"  Les  deuK  géodésiques  X©  qui  passent  par  un  point  sont  éga- 
lement inclinées  sur  les  deux  lignes  de  courbure  en  ce  point. 

Car  les  lignes  de  courbure  sont  (n^  313)  les  lignes  coordonnées 

u  =  const.,        V  =  const., 

et  l'équation  (6)  donne  pour  cos/  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires. 

3°  Les  géodésiques  X©  louchent  la  ligne  de  courbure  r  =  Xq,  et 
réciproquement. 

C'est  une  conséquence  d'une  remarque  générale  précédente  (2). 

• 

Géodésiques  passant  par  un  ombilic,  —  Les  quatre  ombilics 
réels  ont  (n°  313)  pour  coordonnées  u  =  v^=  b^\  or  l'équation  (7), 

u  sin*  i-\-  V  cos*  i  =  Xq, 
devient,  si  le  point  u,  v  est  un  ombilic, 

ce  qui  prouve  que  toute  géodésique  passant  par  un  ombilic  est 
de  la  famille  b^. 

Soit  alors  M  un  point  quelcon(|ue  de  l'ellipsoïde;  joignons-le 
aux  quatre  ombilics  réels  A,  B,  C,  D  par  les  géodésiques  (y? «^.  87) 
MA,  MB,  MC,  MD  :  ces  quatre  lignes  sont  de  la  famille  b'^.  Comme 
il  ne  passe  par  un  point  M  que  deux  géodésiques  d'une  famille  A, 


(*)  Le  lecteur  admettra  sans  peine  que,  sur  rclIipsoTdc,  il  n'y  a  en  général 
qu'une  ligne  géodésique  passant  par  deux  points  donnés,  parce  qu'on  ne  peut 
tendre,  sur  la  sur/ace,  entre  les  deux  points,  qu'un  seul  fil.  De  même  il  n'y  a 
qu'une  géodésique  partant  d'un  point  donné  dans  une  direction  donnée. 

(')  Elles  touchent  également  la  ligne  de  courbure  u  =  \  (n"  314).  Mais,  pour 
obtenir  des  points  réels  sur  l'ellipsoïde,  nous  savons  (n*  313)  qu'il  faut  faire 
varier  f^  de  c'  à  b^,  et  1/  de  6'  à  a?.  Par  suite,  selon  que  \  sera  compris  entre  c- 
et  6^  ou  entre  b^  et  a',  les  géodésiques  \  toucheront  la  ligne  de  courbure  réelie 
V  =  Xo  ou  la  ligne  de  courbure  réelle  u  =  \. 
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les  géodésiques  MG  et  MD  sont  nécessairement  le  prolongement 
des  géodésiques  BM  et  AM.  En  d'autres  termes  : 

Toute  géodésique  qui  part  d'un  ombilic  réel  va  à  V ombilic 
opposé. 

Corollaire  1,  —  D'après  cela,  il  ja  une  infinité  simple  de  géo- 
désiques allant  d'un  ombilic  à  l'ombilic  opposé;  toutes  ces  géodé- 
siques ont  la  même  longueur  (n'*  309,  Note). 

Corollaire  IL  —  Les  géodésiques  MA  et  MB,  étant  de  la  même 

Fig.  87. 

•A 


famille,  fr^,  sont  également  inclinées  en  M  sur  les  lignes  de  cour- 
bure; donc  (n®309)  : 

Si  un  point  M  décrit  une  ligne  de  courbure,  la  somme  ou  la 
différence  des  arcs  géodésiques  qui  le  joignent  à  deux  ombilics 
non  opposés  est  constante. 

Sous  une  autre  forme  : 

Si  un  fil  de  longueur  constante  a  ses  extrémités  fixées  en 
deux  ombilics  non  opposés  de  V ellipsoïde,  et  si  on  le  maintient 
tendu  sur  V ellipsoïde  par  une  pointe  de  crayon,  cette  pointe 
trace  une  ligne  de  courbure  de  la  surface. 
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CHAPITRE  m. 

SYSTÈMES  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


I.  -  GÉNÉRALITÉS;  THËORËMB  DE  GAUGHT. 


316.  Définition.  —  On  nomme  système  de  n  équations  différen- 
tielles à  n  inconnues,  fonctions  d'une  seule  variable  x,  un  sys- 
tème de  n  équations  entre  x,  les  n  fonctions  inconnues  et  leurs 
dérivées. 

L'intégration  d'un  tel  système  peut  se  ramener  à  celle  d'une 
seule  équation.  Soit,  par  exemple,  (/i  =  2),  le  système 

/  V  ^  /  dy  dPty         dz  d9xz\ 

.    ^  -  /  dy  dP>y         dz  d^*z\ 

Pour  éliminer  j^,  dérivons  p^  fois  l'équation  (1)  par  rapport  à  jr, 
et/7|  fois  l'équation  (a)^  nous  obtenons  ainsi,  en  tout,  pi  +/'2+  -^ 
équations,  contenant  les  inconnues^,  z  et  leurs  dérivées,  jusqu'à 
l'ordre  p^  -H/>2j  pour  y^  et  M  pour  z,  M  étant  le  plus  grand  des 
nombres  Pi-hÇi   et/^i-f-^a.  Entre  ces  /?,+y?2+2  équations, 

„.     .  ,  ...  dy     d*y  dPx^Pty 

éliminons  les  p,-{^p.,^i   inconnues   -^,  ^,  ^,  ...,  -^^^^\ 

le  résultat  est  une  équation  différentielle  en  5,  d'ordre  M.  Celle-ci 
une  fois  intégrée,  z  et  ses  dérivées  sont  connues,  et  les  équations 
entre  lesquelles  on  vient  de  faire  Télimination  (moins  une),  résolues 
par  rapport  à  j^  et  à  ses  dérivées,  feront  connaître  ces  quantités  : 
on  obtiendra  donc^  sans  nouvelle  intégration. 

Ces  résultats  s'étendent  évidemment  à  un  système  de  n  équa- 
tions à  n  inconnues. 

317.  Forme  canonique.  —  On  peut  ramener  un  système  à  un 
autre,  contenant  plus  d'inconnues,  mais  ne  renfermant  que  des 


350  TR0I8IËME   PARTIE.    —   ÉQUATIONS  DIFFERENTIELLES. 

dérivées  du  premier  ordre.  Soit,  par  exemple,  le  système 


(3) 


/      ./  dy  dPy         dz  d9z\ 

\  r  (  ^'Y  dsz\ 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  p>  r  et  q  <^si  prenons  pour 
inconnues  auxiliaires  les  suivantes  : 


dx-^' 

dx~^' 

nous  aurons 

d^z       dz^s-^^ 

• 

dx^  ~~      dx 

et 

dPy       dy^P'^^ 
dxP  =       dx 

de  sorte  que  les  équations  (3)  et  (4)  formeront  un  système  de 
p-hs  équations,  entre  les  p -^  s  inconnues  y^  y,  ...,  y^^^^^j 
5,  z\  ...,  5^'"*^  où  n'interviennent,  avec  ces  inconnues,  que  leurs 
dérivées  premières. 

Soit  donc,  d'une  manière  générale, 

(5)  /l=0,  /s  =  0,  ...,  fn=Oy 

un  système  de  n  équations  entre  la  variable  x,  n  fonctions  iDCOii- 
nues  y^  z,  u,  . . .,  et  leurs  dérivées  premières.  Résolvons-les  par 

rapport  aux  n  dérivées  ^-»  j->  •••>  nous  aurons  le  système,  dît 

canonique, 

dy  / 

dz  .  . 


Si  la  résolution  de  (5)  par  rapport  aux  dérivées  est  impossible, 

c'esl-à-dii  e  si,  des  équations  (5),  on  ne  peut  tirer  j-  ,  par  exemple, 

en  fonction  de  .r,  y^  z,  u,  .  . .,  c'est  qu'en  éliminant  entre  ces 
équations  les  {n  —  i)  autres  dérivées,  on  arrive  à  une  équation  ne 
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contenant  pas  -r-y  et  qui,  par  suite,  est  de  la  forme 

(6)  *(ar,  7,z,  M,  ...)  =  o. 

E^le  pourra  remplacer  une  des  équations  (5),  par  exemple 
y,^=:  G.  On  tirera  de  (6)  une  des  inconnues  en  fonction  des  autres 
et  de  Xy 

d'où 

dy       , ,        X,  dz        t ,  du 

Substituant  ces  valeurs  dans  fx^tf-i^  •  •  -^fn^i^  on  aura  un  nou- 
veau système  k  n  —  i  inconnues,  z,  m,  ...  ne  renfermant  que  les 
dérivées  premières.  Si  Ton  peut  en  lîrer  ces  dérivées,  on  l'aura 
réduit  à  la  forme  canonique;  sinon  on  le  ramènera  à  un  système 
à  /i  —  2  inconnues,  et  ainsi  de  suite.  D'ailleurs  une  équalion  du 
premier  ordre  à  une  inconnue  forme  un  système  canonique. 

On  peut  donc  toujours  ramener  un  système  d*équalions  diffé- 
rentielles à  la  forme  canonique;  on  appelle  ordre  d^un  tel 
système  le  nombre  des  équations  qu'il  renferme,  c'est-à-dire  celui 
des  fonctions  inconnues. 

Remarque,  —  La  réduction  à  la  forme  canonique  n'a  qu'un 
avantage  purement  théorique;  elle  simplifie  et  précise  les  raison- 
nements à  faire  sur  les  systèmes  d'équations  différentielles,  mais 
elle  est  généralement  inutile  pour  l'intégration  d'un  système. 


Théorème  de  Cauchy, 

318.  Cauchy  a  établi  un  théorème  fondamental  sur  l'existence 
des  solutions  d'un  système  canonique;  afin  de  pouvoir  exposer  ici 
la  démonstration  de  l'illustre  analyste,  nous  la  ferons  précéder  de 
quelques  propositions  sur  les  fonctions  analytiques  de  plusieurs 
variables. 

319.  DéÛnition.  —  Soilf{x^y)  une  fonction  continue  de  deux 
variables  imaginaires,  x  et  ^,  analytique  séparément  par  rapport 
à  .r  et  par  rapport  à  y.  Elle  sera  dite  fonction  holomorphe  de 
xet^',  dans  les  régions  C|  du  plan  de  la  variable  x,  etC2  du  plan 
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de  la  variable  y,  si  elle  est  fonction  liolomorphe  séparément  de 
X  ti  de  y^  dans  les  régions  C|  et  Cj,  c'est-à-dire  si  f{x^y^) 
et  /{xq,  y)  sont  respectivement  fonctions  holomorphes  de  x 
dans  G|,  et  de  y  dans  Cj,  jKo  et  x©  désignant  des  points,  quel- 
conques d'ailleurs,  de  C2  et  C|. 

320.  Expression  des  dérivées.  —  Supposons  que  Ci  et  Cj 
soient  deux  cercles  de  centres  respectifs  a  et  ft,  de  rayons  R,  et  Rj, 
et  que  f{x,  y)  soit  holomorphe  en  x  ei  y  dans  C|  et  C2 ,  et  sur  les 
contours  de  ces  cercles.  Nous  snvons  que,  si  *\{z)  est  fonction 
holomorphe  de  5  à  l'intérieur  d'un  contour  v,  et  sur  y,  l'expres- 
sion de  sa  dérivée  d'ordre  n  est  (n®  114) 


a  étant  intérieur  à  y.  Appliquons  cette  formule  à  la  fonc- 
tion /(x,  b)  considérée  comme  fonction  de  Xy  le  contour  y  étant 
celui,  V|,  du  cercle  C|,  de  centre  a;  il  vient 

Or,  sur  la  circonférence  yi,  on  a 

z  —  a—  Ri<?'?,        dz  —  Rief^ido, 
et,  par  suite, 

De  même,  en  partant  de  la  fonction /(a, y),  on  aurait 

On  reconnaît  sans  difficulté,  comme  au  n**  Ht,  que  le  second 
membre  de  la  formule  (1)  est  une  fonction  de  b  dont  les  dérivées 
successives  s'obtiennent  en  appliquant  la  règle  ordinaire  de  déri- 
vation sous  le  signe  /  ;  on  a  donc,  en  dérivant/?  fois  par  rapport 
à  b  les  deux  membres  de  (1), 


f)n+p 


da»ôbP 


i  19,       n    r       dP 
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et,  en  remplaçant  sous  le  signe  /  la  dérivée  ^  par  sa  valeur 
déduite  de  (a), 

^  étant  regardé  comme  constant  dans  Tintégrale  en  0.  Il  est  clair 
que  le  second  membre  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  et  la  for- 
mule (3),  jointe  aux  formules  (i)  et  (2),  établit  l'existence  des 
dérivées  partielles  de  tous  ordres  de  la  fonction  /(^jy)  au 
point  a,  6^  elle  donne  en  même  temps  l'expression  de  ces  dérivées. 

On  en  déduit  une  limite  supérieure  du  module  de  celles-ci. 

Soit  M  le  maximum  de  mod/(^,  j>^)  lorsque  x  eiy  restent  sur 
les  contours  des  cercles  Ci  et  C^;  on  a  évidemment,  par  (3), 

et,  a  fortiori,  si  K  est  le  plus  petit  des  rayons  Ri  et  Rj, 

On  vérifie  de  même  que  mod  /{a,  b)  est  inférieur  à  M. 
3âl.  Remarque.  —  Soit  la  fonction 
(6)  Fr.r,^)=  ^' 


/         jc  —  a\  i  Y  —  b\* 


je  dis  que  pour  x  =  a,  y  =  6,  ses  dérivées  partielles  en  x  et  y  sont 
supérieures  au  module  des  dérivées  homologues  de /(:r,j^).  On 
a  en  effet 

ce  qui,  en  vertu  de  (5),  établit  la  proposition.  De  même,  F  (a,  6) 
est  supérieur  à  mod  f{o^  b), 

322.  Théorème  de  Cauchy.  —  Considérons  maintenant  un  sys- 
H.  -  II.  23 


(lo) 
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lèine  canonique,  de  deux  équations  par  exemple, 
(8)  g=<p,(x,^,s);         ^  =  ^,(T,y,»); 

et  soit  a,  6,  c  un  point  ordinaire  pour  les  fonctions  de  trois 
variables  cpi  et  cp2,  c^est-à-dire  un  point  tel  que  Oi  et  qpi  soient 
fonctions  holomorphes  de  x,  y^  z  tant  que  ces  variables  restent 
respectivement  dans  des  cercles  C|,  C2,  C3  de  rayons  R|,  R2,  Rs, 
décrits  de  a,  6,  c  comme  centres,  ou  sur  les  circonférences  de 
ces  cercles.  Désignons  par  R  le  plus  petit  des  trois  rayons;  par  M 
le  maximum  des  modules  de  <pi  et  <p2  sur  les  circonférences. 

Nous  allons  montrer  qu'il  existe  des  fonctions,  y  et  z,  de  la 
variable  x,  jouissant  de  la  triple  propriété: 

i^  De  satisfaire  aux  équations  différentielles  (8); 

2"  De  se  réduire  respectivement  k  b  et  c  pour  x  =  a  ; 

3**  D'être  fonctions  holomorphes  de  x  quand  cette  variable 
reste  à  Tintérieur  d'un  cercle  de  centre  a,  dont  le  rayon  maximum 
ne  peut  d'ailleurs  être  fixé  avec  précision. 

Cherchons  en  effet  les  développements,  en  séries  de  Taylor 
ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  —  a,  des  solu- 
tions j>^  et  z  précédentes,  si  elles  existent;  on  aura 

(9'  \  ^ 

f  ^  =  c  -h  (a?  —  a)zl^~h , 


et  les  équations  (8)  donneront  les  valeurs  de  y'^^  ^'a^Xat  ^at  •  •  » 
par  des  dérivations  successives  : 

y'a   =oi(a,  ^,  c);  i'a    =^2(a,  *,  c); 

^'^   "^  da^  db  ^^^  de  "^^  ^-    ""  <^a  ^  db^*  •     de  ^«^ 

On  aura  donc,  par  voie  de  récurrence,  y^^^  et  z^^^  sous  la  forme 
(II)  ^i/"=*«,       4"^  =  ^/., 

^n  et  Wn  étant  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  0|(a,  &,  c), 
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Vi{a,  6,  c)  et  leurs  dérivées  partielles  jusqu'à  Tordre  n  inclus: 
dans  ces  polynômes^  tous  les  coefficients  numériques  sont 
positifs,  car  les  seconds  membres,  dans  (lo),  ne  présentent  que 
des  signes  +. 

Je  dis  maintenant,  et  c^est  là  le  point  fondamental,  que  les 
séries  (9)  sont  convergenles,  au  moins  pour  des  valeurs  assez 
petites  de  mod(a;  —  a). 

Dans  ce  but,  considérons  avec  Cauchj,  en  gardant  les  notations 
indiquées  plus  haut,  le  système  canonique  auxiliaire 


(l'i) 


où  les  inconnues  Y  et  Z  sont  assujetties  à  être  égales  a  6  et  c 
pour  x  =  aj  et  qui  s'intègre  immédiatement.  Car  on  a 

d\  _dZ 
dx  ~  dx 
d'où 

(i3)  Y-6  =  Z-c; 

et,  en  portant  cette  valeur  de  Z  —  cdans  la  première  équation  (12), 
€l  séparant  les  variables  Y  et  x^ 


'^-M 

1                                                      1 

dx~       [        x  —  a\     1 

I                          I 

d.-      ,        .-a^    / 

-^-M  i.    -^-'^\ 

(-^') 


X  —  a 

I  — 


R 
Intégrons  : 

-  j  (' ~  t)' =- '^*"*'8  ('- ^)  +  *="""»• 

R 
Pour  J?  =  a,  Y  doit  être  égal  à  è;  la  constante  est  donc  —  —,  et 

il  vient  enfin 

(14)         Y-6  =  Z-c  =  R[i-y/i  +  3Mlog(i-^^)l. 

Les  points  critiques  des  fonctions  Y  —  6  et  Z  —  c  sont  (n®  100, 
Remarque)  ceux  qui  annulent  la  quantité  sous  le  signe  log  et  la 
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quQDtité  SOUS  le  signe  {/      ;  ils  sodI  donc  donnés  par 


_  1 


=  a  +  R(i-,      ''^^ 


Le  second  point  esl  plus  voisin  du  point  a  que  le  premier; 
donc  Y  —  b  el  Z  —  c  sont  fonctions  holomorphes  de  x  k  Tinlé- 
rieur  du  cercle  C  décrit  de  a  comme  centre  avec  le  rayon  R'  : 


1 


R'=r(i--c    »"),        (R'<R}; 

elles  sont  donc  développables,  dans  ce  cercle,  en  séries  de  ïaylor 
absolument  convergentes,  ordonnées  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X  —  a,  et  manquant  de  terme  constant,  puisque,  pour 
X  =  a,  on  a  Y  -    />  et  Z —^  c. 

Or,  cherchons  à  déterminer  directement  les  coefficients  de  ces 
deux  séries  en  partant  du  système  canonique  (12)  qu'elles  vérifient. 
En  écrivant 

f   Z  =-  r  -h  (  :r  —  ff  )  Z^  -h 

nous  aurons  évidemmenl,  en  vertu  de  (i  i), 

(16)  Y;/'  --d»,,,        ZT=-'i'n. 

4>„  et  W,t  étant  les  polynômes  (li),  où  Ton  a  remplacé  les  quan- 
tités fi(a,  Oy  c),  «2  (ûf,  b^  c)  et  leurs  dérivées  partielles  par  les 
valeurs  des  seconds  membres  de  (12)  et  de  leurs  dérivées  par- 
tielles homologues,  au  point  a,  6,  c.  Or,  diaprés  la  Remarque  du 
n**  321,  ces  dernières  quantités  sont  supérieures  respectivement 
aux  modules  des  premières;  il  résulte  dès  lors  des  équations  (16), 
puisque  les  coefficients  numériques  des  polynômes  ^„  et  W,,  sont 
tous  positifs,  que  l'on  aura 

Y<j"  >  inod^;/'\         Z;;'>  >  modz'J  . 

Donc,  puisque  les  séries  (i5)  convergent  absolument  dans  le 
cercle  C,  de  centre  a  et  de  rayon  R',  il  en  est  de  môme,  a  fortiori, 
des  séries  (9);  celles-ci,  en  vertu  des  propriétés  des  séries  de 
puissances,  définissent  ainsi  deux  fonctions,  y  et  ^,  qui  sont 
holomorphes  à  l'intérieur  du  cercle  considéré,  qui  se  réduisent 
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k  b  et  c  pour  x=:a,  et  vérifient,  diaprés  leur  mode  même  de 
form,ation  (*),  le  système  proposé  (8). 
Le  théorème  de  Cauchy  est  donc  établi. 

323.  Remarque.  —  Les  séries  (9)  convergent  sûrement  dans  le 
cercle  C  qui  est  le  cercle  de  convergence  des  séries  (i5),  mais 
rien  ne  prouve  qu'elles  ne  convergent  pas  dans  un  cercle  de 
même  centre,  a,  et  de  rayon  plus  grand. 

324.  Énoncé  général  du  Théorème  de  Cauchy.  —  La  démons- 
tration ci-dessus  s'étend  sans  difficulté  à  un  système  canonique 
d'ordre  quelconque,  et  Ton  peut  énoncer  le  théorème  suivant. 

Soit  un  système  canonique  d'ordre  n  : 


dz 

(S)  {  dx 

du 


^=?3(.r,j,5,  ,., 


Si  les  /onctions  çi,  02.  . . .,  considérées  comme  fonctions  des 
variables  indépendantes  x,  y,  z,  Uj  ...,  sont  holomorphes 
lorsque  ces  variables  restent  respectivement  à  Vintérieur  et 
sur  le  contour  de  cercles  Ci,  C21  . . .,  C„+i,  de  même  rayon,  R, 
décrits  des  points  x=  a^  y  =  b,  z  =c,  ...  comme  centres,  le 
système  (S)  est  vérifié  par  des  fonctions  y^  z^  u,  ,, ,  de  la 
variable  Xy  qui  prennent,  pour  .r  =:  a,  les  valeurs  bj  c^  . . .,  et 


(*)  On  peut  préciser  ce  point.  Observons  d'abord  que,  si  mod{x  —  a)  a  une 
valeur  p,  inférieure  à  R',  mod(^—  b)  etmod(^  —  c)  sont,  par  (9)  et  (i5),  infé- 
rieurs aux  valeurs  que  prennent  Y  —  6  et  Z  —  c  pour  x  —  a  =  p,  et  par  suite, 
en  vertu  de  (i4)f  inférieurs  à  R  :  il  en  résulte  immédiatement  que  ^^{Xy  y,  z) 
et  92(^1  Xy  ^)f  considérés  comme  fonctions  de  x,  sont  holomorphes  dans  le. 
cercle  G'.  Si  maintenant  on  remplace  y  et  z  par  les  séries  (9)  dans  les  deux 
équations  différentielles  (8),  les  deux  membres  de  chaque  équation  devieilnent 
des  fonctions  de  x,  holomorphes  dans  le  cercle  C,  et  qui,  en  vertu  de  (10),  ont 
mêmes  dérivées  de  tous  ordres  pour  x  =  a.  Elles  ont  donc  même  développement 
taylorien  dans  C  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  —  a,  c^est-à-diro  qu'elles 
sont  identiques  dans  le  cercle  G'.  c.  Q.  F.  d. 
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qui  sont  holomorphes  quand  la  variable  x  reste  à  l'intérieur 
d'un  cercle  de  centre  a. 

Le  rayon,  R^,  de  ce  cercle  n'est  pas  connu  d'une  manière  exacte; 
il  esl  cerlaînenient  au  moins  égal  à  la  quantité  K  : 

où  M  désigne  le  maximum  du  module  des  fonctions  (pi ,  op^^  •  •  -  *  ?//^ 
lorsque  x,  ^,  ...  restent  respectivement  sur  les  circonfé- 
rences C|,  C2,  . .  .. 

Corollaire.  —  L'intégrale  générale  d'un  système  canonique 
d'ordre  n  dépend  de  n  constantes  arbitraires,  à  savoir  les 
valeurs  b,c,  . . .,  des  n  inconnues  j/*,  5,  . . .,  pour  x  =  a, 

325.  Remarque.  —  Appelons  système  d'intégrales  de  (S) 
Tensemble  des  intégrales  j/-,  z,  u,  . . .,  qui,  pour  x  =  a,  prennent 

des  valeurs  données,  6,  e, Laissons  a  fixe,  et  donnons  à  6,  c, . . . 

d'autres  valeurs,  6j,  Ci,  ...;  nous  obtenons  un  nouveau  système 
d'intégrales,  ^i,  5|,  w,,  ...,  qui,  si  les  conditions  du  théorème 
précédent  sont  vérifiées,  sont  des  fonctions  holomorphes  de  x 
dans  un  cercle  de  centre  ^  =  a  et  de  rayon  R*.  Ce  rayon  ne  sera 
pas  généralement  le  même  que  R"':  soit,  par  exemple,  R'^  <<  R';  les 
intégrales  j>^i,  Zi,  ^/|,  ...  pourront  alors  ne  pas  être  holomorphes 
et  avoir  des  points  critiques  dans  une  région  (la  couronne  com- 
prise entre  les  cercles  de  rayons  R'  et  R'  et  de  centre  a)  où  les 
intégrales^,  >5,  w,  . . .  sont  sûrement  holomorphes,  c'est-à-dire 
que  les  points  critiques  d'un  système  d'intégrales  dépendent  des 
valeurs  des  constantes  qui  caractérisent  ce  système.  C'est  ce  qu'on 
exprime  en  disant  que  les  points  critiques  des  intégrales  d^un 
système  d'équations  différentielles  ne  sont  généralement  pas 
fixes, 

326.  Systèmes  linéaires.  —  Il  y  a  toutefois  un  cas  important  où 
ces  points  critiques  sont  toujours  fixes;  c'est  celui  des  systèniea 
linéaires. 

On  nomme  systèmes  canoniques  linéaires  ceux  où  les  incon- 
nues figurent  linéairement;  ainsi  le  système  linéaire  d'ordre  deux 
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est  de  la  forme 

L,  M,  . . .,  R  étanl  des  fonctions  de  la  variable  x  seule. 

327.  Théorème.  —  Les  intégrales  d'un  système  linéaire  ne 
peuvent  admettre  comme  points  critiques  que  les  points  cri- 
tiques des  fonctions  L,  M , . . . ,  R,  coefficients  du  système  linéaire. 

Soient  en  effet  b  el  c  des  constantes  quelconques;  écrivons  le 
système  linéaire  proposé  (en  le  supposant  du  second  ordre  pour 
simplifier)  sous  la  forme 

(0  ]   , 

S,  c'est-à-dire  N  4-  L6  -f-  Me,  ctT  sont  encore  des  fonctions  de  x 
seul. 

Supposons  que  les  fonctions  L,  M,  ...,  R  (el,  par  suite,  S 
et  T)  soient  des  fonctions  holomorphes  de  x^  lorsque  cette  va- 
riable reste  dans  un  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  R. 

Soit  [A  le  maximum  du  module  des  fonctions  L,  M,  S,  P,  Q,  T 
lorsque  x  reste  sur  la  circonférence  du  cercle  ci-dessus;  on  aura 
(n*  116),  en  désignant  par  U"^{a)  la  dérivée  n'^"*  de  L(^)  pour 
0:  =  a, 

(i)  modLt«J(a)<       ^^    -  fx, 

et  les  dérivées  d'ordre  n  de  M,  S,  P,  Q,  T  satisfont  à  la  même 
inégalité. 

Cela  posé,  si  le  système  (i)  admet  des  solutions,  y  et  5,  holo- 
morphes au  voisinage  du  point  x  =  ay  et  prenant  en  ce  point  les 
valeurs  b  et  c,  on  pourra,  comme  au  n"  322,  déterminer  les  coef- 
ficients de  leurs  développements  tayloriens 

I  7  =  ^ -^  (^  —  «)7a-4- ;/ ^  -  «)*7â -^  •  •  •  • 

(    Z  =  C  -^  (x  —  a)  3a-h , 
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Cl  Ton  irouvera,  en  général, 

^n  61  Wn  élanl  des  polynômes  entiers  par  rapport  aux  quanlllés 
L(a),  L'(a),  ...,  U"^{a)^  ...,  Tf'»^(a),  polynômes  dont  tous  Jes 
coefficients  sont  positifs.  Considérons  maintenant  le  système  qu'on 
obtient  en  remplaçant,  dans(i),  les  fonctions  L,  M,S,P,  Q,T  par 
une  /n^me  fonction  'f(^),  définie  par 

(5)  ?(^)=;^ :^— ~. 


c*est-à-dire  le  système 

où  Y  et  Z  prennent  les  valeurs  6  et  c  pour  j?  =  û. 

En  déterminant  les  dérivées  de  Y  et  de  Z  pour  j:  =  a,  on  trou- 
verait, d'après  (4), 

Y{n)  —  db  7i«) U' 

L,  M,  ...  et  leurs  dérivées  étant  remplacées,  dans  les  polynômes 
<ï>/,  et  Vfl,  par  ^(x)  et  ses  dérivées  du  même  ordre.  Or,  en  vertu 
des  inégalités  (a),  modL''(a),  mod  Mf''^(a),  .. .  sont  inférieurs  à 
^^"^{a);  modL,  .  • .  sont  inférieurs  à  ©(a);  et,  par  suite,  on  a 

Yi;*'  l  niod^J/*\         z;/"  >  mod  ^i/' • . 

On  en  conclut,  comme  au  n**  322,  que  les  séries  (3)  convergent 
et  représentent  des  fonctions  holomorphes  de  a:,  dans  tout 
cercle  de  centre  a,  où  les  fonctions  Y  et  Z  sont  elles-mêmes 
holomorphes.  Or  il  est  facile  d'obtenir  directement  Y  et  Z. 

On  a  en  effet,  par  (6), 


d'où 

^Y 

dx  ~ 

dZ 
■  di' 

=  Z  — 

c, 

et,  par 

suite, 

dY 

dx  ■" 

?(^)[ 

[-+-2(Y- 

*)]  = 

î* 

I-4-2(Y- 
X  — 

-b 

a 

R 
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OU,  en  séparant  les  variables, 

d\  _  dx 

\~^'x{\  —  b)"^         x-a 


Intégrons 


i log[i  4-  a(Y  -  6)]  =  -  fxR  log (i  -  ^^-j^) 


-h  const. 


Poura:  =  é7,  on  doit  avoir  Y  =^6;  la  conslanle  est  donc  niilk'^ 
et  Ton  a  finalement 


2  9- 


k-'-^) 


Les  fonctions  Y  et  Z  ainsi  définies  sont,  d'après  celle  expres- 
sion même,  holomorphes  dans  le  cercle  de  cenlrc  a  el  de  rayon  R, 
car  leur  seul  point  crilique  possible  est  .7:  =  rt4-R;  donc,  en  vertu 
de  ce  qui  précède  : 

Ltes  intégrales  y  et  z  du  système  (i)  qui  prennent  des 
valeurs  déterminées  quelconques,  b  et  c,  pour  a:  =  a,  sont 
holomorphes  dans  tout  cercle  de  centre  a  où  les  fonctions  L, 
M,  . . .,  rfe  x,  sont  elles-mêmes  holomorphes. 

Je  dis  qu'il  résulte  de  laque  des  solutions  gt/e/co/i^^/e^^  ^i,  ^i, 
du  système  linéaire  proposé,  ne  peuvent  admettre  comme  point 

Fig.  t8. 


critique  un  point  j;=:Ç,  diflTérenl  des  points  critiques  des  Ibnc- 
lions  coefficients  L,  M,  ...  du  système. 

Soit,  en  effet,  Xf^  un  point  quelconque  où  y^  et  Zi  aient  des 
valeurs  déterminées  ;  joignons-le  au  point  Ç  par  une  ligne  quel- 
conque A,  ne  traversant  aucun  des  points  critiques  de  L,  M,  .... 
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et  désignons  par  8  un  nombre  moindre  que  la  plus  pelîle  dislance 
de  tous  ces  points  critiques  à  la  ligne  A.  Diaprés  ce  qui  précède, 
les  fonclionsyi  et^i  sont  holomorphes  dans  un  cercle  décentre  j*o 
et  de  rayon  8,  puisque  ce  cercle  ne  contient  aucun  point  critique 
de  Lf  My  ...  et  que  y^  et  Zt  ont  des  valeurs  déterminées  en  x©. 
Soit  x^  un  point  quelconque  intérieur  à  ce  cercle  et  situé  sur  la 
ligne  A  entre  Xq  et  Ç,  les  fonctions  j^i  et  ^i  sont  encore  holo- 
morphes  dans  un  cercle  de  centre  Xt  et  de  rajon  8;  soit  de  même 
œ2  un  point  de  ce  cercle,  situé  sur  la  ligne  A  entre  Xi  et  Ç,  les 
fonctions^i  et  z^  seront  holomorphes  dans  un  cercle  de  centre  jto 
et  de  rayon  8.  En  continuant  ce  raisonnement,  on  arrive  à  établir 
que  ^1  et  Zt  sont  holomorphes  dans  un  cercle  de  rayon  S  conte- 
nant le  point  Ç  :  ce  dernier  point  ne  saurait  donc  être  critique 
pour  aucune  des  solutions  yt  et  Z| .  Nous  avons  ainsi  établi  le 
théorème  proposé,  c'est-à-dire  que  les  points  critiques  des  inté- 
grales d'un  système  linéaire  ne  peuvent  élre  que  ceux  des  fonctions 
coefficients  du  système.  c.  q.  f.  d. 

3%.  Application  à  l'équation  différentielle  générale.  —  D'après 
le  n'*3.17  on  peut  ramener  à  un  système  canonique  l'équation  dif- 
férentielle générale  d'ordre  /i,  à  une  inconnue 

Il  suffit  de  poser 


(S; 


dy 
dx 

=  y\ 

dy 

dx 

=  y"^ 

dyin-t) 

dx 

=  f"- 

-1) 

d'où 

dy(n-i) 

=  f(x 

.  1 

et  Ton  a  ainsi  un  système  canonique  (S),  à  /i  inconnues^,  r',  ..*, 
y(n-i)^  Il  résulte  dès  lors  du  théorème  général  que  l'équation  (i) 
a  une  intégrale  j^,  jouissant  de  ces  propriétés  :   i**  pour  x  =  a^ 
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la  fonction  y  et  ses  (/i  —  i)  premières  dérivées  ont  des  valeurs 
données  6,  c,  ...,  /;  a°  y  est  holomorphe  dans  un  cercle  de 
centre  a  et  de  rayon  non  nul,  ce  rayon  n^étanl  d^ailleurs  pas 
connu  d'une  manière  précise.  Il  faut  toutefois  que  le  système  de 
valeurs  j:  =  rt,  ^=6,  y'=r,  ...,^'^''~*'=/ne  soit  pas  critique  pour 

considérée  comme  fonction  des  (n -|- i)  variables  indépendantes 

Intégration  par  des  séries.  —  L'intégrale  y  ainsi  définie  est 
développable,  autour  du  point  j:  =  a,  en  série  de  Taylor  de  la 
forme 

^=      b-\-c{x  —  a)-\ — d{x  —  aM^-'  


(/i-i)! 


l{x  -a)"-»  -hX,i(x  — a)«-*-X«^,(a:  — rt)« 


où  les  n  premiers  coefficients  sont  connus,  puisque,  pour  a:=  a, 
/  et  ses  (/i  —  i)  premières  dérivées  se  réduisent  respectivement 
à  6,  Cyd^  ...,/.  On  déterminera  les  autres  coefficients )v,,X,i^i,  ..., 
soit  par  substitution  directe  de  la  série ^  dans  (i),  soit  par  la  mé- 
thode générale  du  n<>  322. 

On  obtiendra  ainsi  une  série  qui  vérifie  Téquation  proposée  et 
qui  converge  certainement  dans  un  cercle  de  centre  a  et  de 
rayon  A',  ce  rayon  étant  celui  qui  a  été  défini  au  n*^  321. 

Équations  linéaires,  —  Une  équation  linéaire  par  rapport  à 
j^  et  à  ses  dérivées,  de  la  forme 

où  A,  B,  . . .,  L,  M,  N  sont  des  fonctions  de  x  seul,  se  ramène  au 
système  canonique  linéaire  : 

dx  "•''         dx  ~^'  ■■'  dx      ~-^ 

Donc,  d'après  le  n®  327,  les  intégrales  de  l'équation  (a)  n'auront 
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B 

"" A 


pas  d'autres  points  critiques  que  ceux  des  coefficients  -r  > 


^,  c'est-à-dire  : 

i**  Les  points  critiques  des  fonctions  A,  B,  . . .,  L,  M,  N  de  j*: 
:^°  Les  points  où  A(x)  s'annule. 

Par  exemple,  si  A,  B,  . . .,  L,  M,  N  sont  des  polynômes  entiers 
en  x^  l'intégrale  générale  de  (a)  ne  pourra  avoir  d'autres  points 
critiques  à  distance  finie  que  les  zéros  de  A. 

Si  a  est  un  point  ordinaire  des  fonctions  coefficients-^'  "" 

on  pourra  développer  Tinlégraie  générale  de  l'équation  (2)  en 
série  de  Taylor,  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de 
X  —  a,  et  convergente  dans  un  cercle  ayant  pour  centre  a  et  pour 
rayon  la  distance  de  ce  point  au  point  critique  le  plus  voisin  des 
fonctions  coefficients. 

Corollaire.  —  Revenons  à  l'équation  difl^érentielle  générale (i> 
d'ordre  n;  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  son  intégrale  générale 
dépend  de  n  constantes  arbitraires,  à  savoir  b,  c,  ...,  /,  ainsi 
qu'on  l'avait  annoncé  au  n**  239. 

329.  Intégn^ales  premières  d'un  système.  —  En  vertu  du  théo- 
rème général  de  Cauchy,  étant  donné  un  système  canonique 
d'ordre  n  : 

(3)  ^=/«(^,7i.7.....,7«), 


"^^  --Jn(^^yii  ••»  •  ••!  J'/»)» 


la  solution  générale  yi,  j^a,  ...,  y„  doit  renfermer  n  constantes 
arbitraires;  on  a  donc 

[  yi  =?l(^»Ci,Cj,  ...,Cn), 

Si  nous  résolvons  ces  équations  par  rapport  aux  n  constantes 
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C|,  Ci,  ...,  C/i,  nous  avons 

c,  =  F,(ar,  j,, ^„), 

c«=  F„(x,^'i, ,/«)> 

ce  qui  est  une  forme  équivalente  de  la  solution  générale  (4). 

Chacune  des  fonctions  Fi,  Fj,  ...  se  nomme  une  intégrale 
première  du  système  (3);  ces  n  fonctions  sont  distinctes,  c'est- 
à-dire  ne  sont  liées  par  aucune  relation  :  car  si  F„  était  fonction 
de  F|,  F2,  .. .,  F„_|,  les  équations  (5)  montrent  que  la  constante  C/^ 
serait  déterminée  quand  C|,C2,  ...,  c,i_i  seraient  donnés,  en  sorte  que 
la  solution  générale  du  système  ne  contiendrait  que  n  —  1  con- 
stantes arbitraires. 

D'une  manière  générale,  on  nomme  intégrale  première  toute 
fonction  de  ^,^1,  ...,jK/i  qui  reste  constante  quand  on  y  remplace 
jy*  9  y 2^  "  '7  y'n  par  les  fonctions  de  x  les  plus  générales  satisfai- 
sant au  système  proposé  :  il  est  clair,  d'après  cela,  que  toute  fonc- 
tion de  deux  ou  plusieurs  intégrales  premières  est  encore  une 
intégrale  première.  Comme  d'ailleurs  le  système  ne  saurait 
admettre  plus  de  n  intégrales  premières  distinctes  (sinon  il  v 
aurait,  dans  la  solution  générale,  plus  de  n  constantes  arbi- 
traires), la  forme  générale  des  intégrales  premières  est  évidem- 
ment 

/(F„F„...,F«), 

y  étant  une  fonction  arbitraire. 

On  reviendra  sur  ces  intégrales  dans  la  théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles,  où  elles  jouent  un  rôle  fondamental; 
observons  seulement  ici  que  la  connaissance  d'une  intégrale  pre- 
mière permet  d'abaisser  d'une  unité  l'ordre  du  système.  Car  si 
l'on  a 

on  tirera  de  cette  équation  la  valeur  de  yn^  en  fonction  de 
^-i  y\y  '•"»  Xn^ii  valeur  qu'on  portera  dans  les  (/i  —  i)  premières 
équations  du  système  (3)  :  on  aura  ainsi  un  système  d'ordre  n  —  i , 
les  inconnues  étant  j^<,  y^j  . ..,  yn^\'  De  même,  la  connaissance 
de  k  intégrales  premières  distinctes  permet  d'abaisser  l'ordre  du 
système  de  k  unités. 
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Dans  le  cas  d^une  seule  équation  différentielle  à'' ovAre  n^  une 

intégrale  première  sera  une  fonction  de  x^  y^  ~->  -7^»  •-•>    ,    j^,^ 

qui  reste  constante  quand  on  y  remplace  y  par  la  fonction  de  x 
la  plus  générale  satisfaisant  à  Téquation  proposée  :  car  cette 
équation  se  ramène  (n*"  328)  à  un  système  d^ordre  /i,  où  les  incon- 

„uesso„tj.,y(=g),...:y«-..(=g^). 

Par  exemple,  pour  une  équation  du  second  ordre,  une  intégrale 
première  sera  de  la  forme  F(^,  r,  y)  ==  C. 

330.  Étude  des  solutions  d'un  système.  —  Soit,  par  exemple, 
un  système  d'ordre  deux  : 

si  le  système  de  valeurs  a,  A,  c  n'est  pas  critique  pour  les  fonc- 
tions '^1  et  '^29  le  système  admettra  comme  solution  deux  ronclion> 
holomorphes,  y  et  5,  égales  à  6  et  c,  pour  a:  =  a. 

Proposons-nous  de  calculer  les  valeurs  que  prennent  ces  inlé- 

Fig.  89. 


grales  en  un  point  x  ==  X,  du  plan  de  la  variable  x^  lorsque  celle 
variable  va  de  a  à  X,  en  suivant  une  ligne  donnée  L. 

Les  deux  fonctions  y  el  z  sont  représentées,  aux  environs  du 
point  X  =  a,  par  des  séries 

y  =  ^>-4-X,(a?— a)-f-..., 
^  =  c  -f- fi,  (ar  —  a) -t-, . . , 

qui  sont  convergentes  dans  un  cercle  C  {fig.  89)  de  centre  a] 
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elles  donnent  donc  les  valeurs  de  y^  z  pour  tous  les  points  de  la 
ligne  L  intérieurs  à  C. 

Soit  a^  un  de  ces  points,  voisin  de  la  circonférence  du  cercle  C; 
en  ûTi,  ^  et  2  ont  les  valeurs  b^  et  C\  et  sont  représentées,  aux 
environs  de  a:  =  ai,  par  des  séries 

^  =  6i-t-X;(a-  — ai)-i-...,         5  =  c,  -h  fA;(ar  — aj)-f-..., 

convergentes  dans  un  cercle  C|  de  centre  a|.  Elles  font  connaître 
^  et  2  le  long  d'un  nouveau  tronçon  de  la  ligne  L,  et,  en  continuant 
ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  au  point  X,  on  obtiendra  en  ce  point 
les  valeurs  cherchées  de  y  et  de  z. 

Mais  il  peut  se  faire  que  les  rayons  de  cercles  successifs  C|,  C2, 
C3,  ...  tendent  vers  zéro  quand  x  tend  vers  un  point  \  de  la 
ligne  L  :  en  ce  cas,  on  ne  pourra  prolonger  les  fonctions^  et  2  sur 
cette  ligne  au  delà  du  point  \y  à  moins  d'une  étude  spéciale  dans 
chaque  cas.  La  méthode  générale  tombe  alors  en  défaut. 

Si  cette  circonstance  se  présente,  désignons  par  7^  et  2^  les 
valeurs  vers  lesquelles  tendent  j^  et  z  quand  x  tend  vers  \  en  sui- 
vant la  ligne  L,  de  a  en  $  (*)  :  le  système  de  valeurs  $,  t^,  Ç  est 
critique  pour  l'une  au  moins  des  fonctions  ?i(^)^)^)  et 
^j(.r,^,  ^),  sinon  on  pourrait  tracer  autour  du  point  a:  =  Ç  un 
nouveau  cercle,  de  ravon  non  nul,  à  l'intérieur  duquel  les  solu- 
tions^ et  z  du  système,  qui,  pour  x  =  Ç,  ont  les  valeurs  tj  et  ^, 
seraient  encore  holomorphes  (^),  ce  qui  permettrait  de  prolonger 
ces  fonctions  sur  la  ligne  L,  au  delà  du  point  J7  ==  ^. 

La  méthode  ne  peut  donc  être  en  défaut  que  si  l'un  des  sys- 
tèmes de  valeurs  successifs  de  x,  y^  z  le  long  de  la  ligne  L  est 
critique  (')  pour  une  des  fonctions  fi,  ^21  ou  si  un  point  de  la 
ligne  L  est  un  point  d'indétermination  pour  y  ou  z.  Si  ces  cas  ne 
se  présentent  pas,  on  aura  prolongé  y  et  z  non  seulement  le  long 
de  L,  mais  dakis  toute  la  région  du  plan  recouverte  par  les  cercles 


{})  Cela  suppose  que  -^  cl  C  existent,  c*est-à-dire  que  le  point  x-=i\  n'est 
pas  un  point  d'indétermination  pour  les  fonctions  y  et  z, 

(')  Nous  admettons  ici,  sans  démonstration,  que  le  système  n'a  pas  d'autres 
solutions,  y  et  «,  se  réduisant  à  t)  et  (  pour  a?  =  ^,  que  les  solutions  holo- 
morphes. {yoir  l'Exercice  XVIII,  à  la  fin  du  Volume.) 

C)  Parmi  ces  systèmes  critiques  a,  6,  c,  figurent  ceux  où  a,  6  ou  c  sont 
iofiois  s  car  le  théorème  fondamental  de  Cauchy  suppose  ces  quantités  finies. 
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successifs  C,  Ci,  C^,  . ..;  à  l'intérieur  de  cette  région,  les  foactions 
y  et  z,  solutions  du  système  proposé  et  égales  à  6  et  c  pourar  =  a, 
sont  des  fonctions  holomorphes  de  x. 

Remarque.  —  Si  le  système  canonique  considéré  est  linéaire, 
la  méthode  précédente  ne  sera  jamais  en  défaut,  pourvu  toutefois 
que  la  ligne  L  ne  passe  par  aucun  point  critique  des  fonctions 
de  X  coefficients  du  système  :  en  effet,  les  cercles  successifs  dont 
on  fait  usage  ont  alors  un  rayon  constant  (n®  327),  ce  qui  permet 
d'atteindre  toujours  le  point  X. 


II.  -  APPLICATION  DU  THÉORÈME  DE  GAÏÏCHY. 


331.  On  a  admis  sans  démonstration  (n°  159)  que  la  fonction 
inverse  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce,  c'est-à-dire 
la  fonction  z,  de  u,  définie  par  Téquation  difTérenlielle 

est  monodrome  et  niéromorplie  dans  tout  le  plan  de  la  variable  u. 
Le  théorème  de  Cauchy  permet  d'établir  comme  il  suit  cette 
importante  proposition. 

332.  Lemme.  —  La  fonction  z,  de  u,  n'a  pas  de  point  d'in- 
détermination à  distance  finie  dans  le  plan  de  la  variable  u. 

Soit,  en  effet,  z{u)  une  solution  quelconque  de  Téquation  (i); 
je  dis  que  le  point  «/  =  a  ne  peut  être  un  point  d'indétermination 
de  ;3,  c'est-à-dire  un  point  singulier  essentiel.  Considérons  à  cet 
effet  une  solution  particulière  5i  (w),  de  l'équation  (i),  qui,  pour 
a  =  a,  prenne  une  valeur  arbitrairement  choisie  p,  telle  toutefois 
que  4  P^  —  5^2  P  —  gi^^  soit  pas  nul  :  p  n'étant  pas  racine  du  poly- 
nôme en  z  sous  le  radical,  ce  radical,  sj^z^  —  g^z  —  ^,,  considéré 
comme  fonction  de  z,  est  holomorphe  autour  du  point  ^  =  ^  ;  il  en 
résulte,  d'après  le  théorème  de  Cauchy,  que  Z\{u)  sera  holo- 
morphe dans  un  certain  cercle  ayant  pour  centre  le  point  i/  =  a. 
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Les  relations 


du  =  V^4«'  — ^î-^-^'i        7/,7  =v/45?-^,^i-^3 


^^  _  j-rzk — zn — -         ^^1 
donnent 


dz 


y/js^^  —  gi^  —  gz        ^f\^{—gt^\—gz 


o, 


ce  qui  est,  entre  z  et  2,  l'équation  d'Euler  (n®  288):  z  et  5|  sont 
donc  (n°  290)  liés  par  une  relation  algébrique.  Or  une  équation 
algébrique,  f{z^  5,)  =  o,  donne  pour  z^  quel  que  soit  z^y  des 
valeurs  Gnies  ou  infinies,  mais  jamais  indéterminées;  en  particu- 
lier, pour  u  =  CL^  c'est-à-dire  pour  Z|  =  p,  la  fonction  z  n'est  pas 
indéterminée.  c.   q.  f.   d. 

333.  Cela  posé,  reprenons  l'équation  différentielle  (i),  en 
récrivant 

où  Cij  ^2,  €3  sont  supposés  distincts. 

Soient  Uo  et  ^0  deux  constantes.  Si  Zo  n'est  égal  à  aucune  des. 
racines  Ca,  le  radical  en  z  est  une  fonction  holomorphe  de  :; 
autour  du  point  z  =  z^:  le  théorème  fondamental  sur  l'existence 
des  intégrales  nous  apprend  alors  que  l'équation  (2)  admet  une 
solution,  5,  qui  se  réduit  à  z^  pour  u  =  «o,  et  que  cette  solution 
est  Jonction  holomorphe  de  u  dans  un  certain  cercle  de  centre  Uq, 

Suivons  de  proche  en  proche  la  vari.ition  de  cette  fonction 
quand  la  variable  u  se  déplace  à  partir  du  point  u  =  Uq  :  d'aprrs 
le  théorème  fondamental  et  le  n^  330,  un  point,  ^/|,  ne  pourra  être 
critique  pour  la  fonction  z  que  si  c'est  un  point  d  indétermination 
pour  5,  cas  à  écarter  d'après  le  Lemme,  ou  si  z  prend  en  ce  point 
une  valeur  ^,,  telle  que  le  svstème  (W|,  .3i)  soit  critique  pour  le 
second  membre  de  l'équation  (2),  considéré  comme  fonction  des 
variables  indépendantes   u  et  z.  Or  u  ne  figure   pas  au  second 

membre  de  (2),  qui  est  le  radical  i^/\{^  —  ^i){^  —  <?2)(5  —  ^3),  et 
qui  n'a  comme  points  critiques,  en  z^  que  ^  =  ei,  e^,  e^  et  oc. 
Donc  les  seuls  points  critiques  possibles  de  la  fonction  z,  de  Uy 
H.  —  II.  24 


370  TROISIEME  PARTIE.    —  ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 

seront  les  points   e/,,  lu,   ...   où  cette  fonction  prend  une  des 
valeurs  ^i,  «2,  <?3,  00.  Examinons-les  successivement. 

I**  Si,  pour  u  z=z  Ui^  z  devient  égal  à  ^i ,  je  dis  que  le  point  w, 
ne  sera  pas  critique  pour  5.  Posons  en  effet 

Téquation  (2)  devient 
dt 


Or  le  système  de  valeurs  u  =  u^^  t  =  o  n'est  pas  critique  pour 
le  nouveau  second  membre,  car  le  radical  ne  s'annule  pas 
pour  ^  =  0,  puisque  ei,  e.j,  e^  sont  distincts.  Il  en  résulte  que  «< 
est  un  point  ordinaire  pour  la  solution  t  qui  se  réduit  à  o  pour 
//  ï=  W|  ('),  et  par  suite  aussi  pour  z,  égal  à  ei  +  l'-. 

a°  Si,  pour  u  =  Ui,  z  devient  infini,  je  dis  que  le  point  u^  est 
un  pôle  de  z.  l^osons  en  effet 

_   1 

Téquation  ('à)  devient,  après  division  des  deux  membres  par  -j» 

(3)  —2^  ^  'i^{i  —  eit*){i  —  eit*){i  —  eit*). 

Là  encore,  le  radical  ne  s'annule  pas  pour  ^  =  0;  il  en  résulte 
que  la  solution  t^  qui  se  réduit  à  o  pour  u  =  11^,  est  fonction 
holomorphe  de  u  autour  du  point  Ux]  et  il  en  est  par  suite  de 

même  de  t-.  Donc  -s  =:  -,  est  rnéromorphe  autour  de  ce  point,  qui 

est  un  pôle  de  z^  d'après  la  définition  même  des  pôles. 

Ainsi  la  fonction  g,  de  u^  n'admet  pas,  dans  le  plan  de  la  va- 
riable Uy  d'autres  points  critiques  que  des  pôles;  c'est  donc,  par 
définition,  une  fonction  méromorphe  de  u. 

On  a  vu,  aux  n°*  158-159,  qu'en  admettant  cette  propriété,  on 
démontre  que  z  est  fonction  elliptique  de  e/,  du  second  ordre. 

334.  Remarque.  —  Celte  démonstration  ne  suppose  nullement 

(»)  On  admet  que  celte  solution  est  unique.  Voir  à  ce  sujet  l'Exercice  WIII, 
à  la  fin  du  Volume. 
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que  Ci-h  e2-i-  ez  soit  nul,  ni  que  le  coefficient  du   terme  en  z^ 
sous  le  radical  soit  4- 

335.  Généralisation.  —  Si  le  polynôme  sous  le  radical  est  du 
quatrième  degré  au  lieu  d'élre  du  troisième,  ces  rësulats  subsistent. 
Soit  en  eiTet  l'équalion  difTérentielle 

(4)  ^  =  \/X{z  —  ai)z  —  ai){z  -  -  a3)i- z  —  a,,)         {oi^aj), 

on  voit,  comme  pins  haut,  que  la  fonction  z^  de  u  (qui  n^a  pas  de 
point  d'indétermination  à  distance  finie)  (*),  ne  peut  cesser  d'être 
holomorphe  que  pour  le$  points  u=z  Ux  où  elle  devient  infinie  ou 
égale  à  une  des  racines  a,-.  Or:  i®  si,  pour  u  =  Ux^  zesl  égal  àai, 
on  voit  que  M|  n'est  pas  critique  en  posant  z  =  ax-\-  t^]  2®  si,  pour 
u  =  Ut,  z  est  égal  à  Tinfini,  on  voit  que  W|  est  pôle  de  z  en  posant 

I 

"        ï' 

De  plus  z  est  encore  nue  fonction  elliptique  de  u.  On  le  mon- 
trerait en  suivant  la  marche  du  n**  lo9,  ou  encore  en  ramenant  le 
polj'nome  sous  le  radical  au  troisième  ordre  par  la  substitution 

—  î-—  =/,         z  =  a,-4-  -, 
z  —  ai  t 

ce  qui  donne,  dans  (4),  après  division  des  deux  membres  par—» 

r-  ==  i/Polynome  du  troisième  ordre  en  t, 

du  -^ 

Alors  tétant (n" 333)  fonction  elliptique  de  a,  du  second  ordre, 
;?,  ou  «iH — y  est  également  elliptique,  et  du  second  ordre. 

336.  Remarque.  —  Si  Ton  prend  sous  le  radical,  dans  Tcqua- 
lîon  (4)  ci-dessus,  un  polynôme,  Z,  d'ordre  n  supérieur  à  quatre. 
on  ne  peut  plus  établir  que  z  est  fonction  monodrome  de  u. 

On  verrait  bien,  comme  plus  haut,  que  les  points  «  =  W|, 
pour   lesquels  la  fonction  z  devient    égale  à  une  des  racines  du 

(  '  )  La  démonstration  de  ce  point  est  la  même  que  celle  du  Lemme  ci-dessus 
/n*332);  on  s'appuie  toujours  sur  Tinlégration  algébrique  de  l'équation  d'Euler. 
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polynôme  Z,  ne  sont  pas  des  points  critiques;  mais  pour  les 
points  u=  Ui^  où  z  devient  infini,  le  raisonnement  ci-dessus  est 
inapplicable,   et   Ui    n'est    pas    nécessairement    un    pôle    de    z. 

En   effet,  si   c'est   un   pôle   d'ordre   A,  on   aura   z  = —^ —-tj 

^(u)  étant  holomorphe  autour  du  point  u^  et  ne  s'annulant  pas 

en  ce  point.  Sous  une  autre  forme  la  quantité  z    *,  c'est-à-dire 
~~  -^9  sera  ;  1**  nulle  pour  m  =  M|  ;  2°  holomorphe  autour  de  ce 


point;  et  réciproquement  si  2    *  jouit  de  ces   deux  propriétés,    le 

point  Ui  sera  pour^  un  pôle  d'ordre  h.     . 
_  1^ 
Or  si  Ton  pose  z    ^=^  t  dans  l'équation  différentielle  proposée, 


dz        /r —  —      —         —    -r 


celk-ci  devient 


c'est-à-dire 


//«+!  du~  y    ?'"«  ^  tf*^'^-"^^ 


du 

Le  second  membre  est  infini  pour  /  =  o,  quel  que  soit  rentier 
positif  A,  dès  que  n  est  supérieur  à  quatre;  on  n'est  donc  pins 
certain  que  la  solution  t  de  l'cquation  ci-dessus,  qui  se  réduit 
à  zéro  pour  {/  =  e/«,  soit  holomorphe  autour  du  point  U\ . 
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CHAPITRE  IV. 

ÉQUATIONS   LINÉAIRES. 


I.  —  GÉNÉRALITÉS. 


337.  Définitions.  —  On  appelle  équations  linéaires  celles  dans 
lesquelles  la  fonction  inconnue  et  ses  dérivées  n'entrent  qu'au 
premier  degré  et  ne  sont  pas  multipliées  entre  elles;  leur  forme 
générale  est 

dx'^  dx'*-^  dx  -^ 

P,  . . .,  T,  U,  V  étant  des  fonctions  de  x  seul. 

L'équation  est  dite  5^/15  5eco/irfme/726/<?  si  V  est  nul^  c'est-à-dire 
si  elle  est  non  seulement  linéaire,  mais  homogène,  par  rapport 
à  y  et  à  ses  dérivées. 

D'après  cela,  l'équation  linéaire  d'ordre  n  sans  second  membre 
rentre  dans  le  troisième  cas  de  réduction  (n®  296)  et  peut  se 
ramener  à  l'ordre  [n  —  i)  par  la  substitution^  =  e^\  mais  l'avan- 
tage est  généralement  illusoire,  la  nouvelle  équation  étant  plus 
compliquée  que  l'ancienne  et^  surtout,  n'ayant  plus  la  forme 
linéaire. 

338.  Exemple.  —  L'équation  linéaire  du  second  ordre  sans 
second  membre, 

si  l'on  y  pose^=  r',  devient 

équation    de    Riccati   quand   on    prend   z'    pour  inconnue.    On 
saura   l'intégrer   si  Ton  en  a  une  solution;    mais  nous  verrons 
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plus  loin  (n"  34-4)  que  l'éqiialîon  linéaire  du  second  ordre  s'inlègre 
également,  et  avec  simplicité,  si  Ton  en  connaît  une  solution,  l^ 
transformation  n'a  donc  pas  d'avantage. 

Equations  linéaires  sans  second  membre. 
339.   Soil  Téquation  . 

^  '  dx'^  dx'^-^  dx  ^ 

si  nous  désignons,  pour  un  instant,  le  premier  membre  par  F(j^), 
on  a  identiquement,  grâce  à  la  forme  linéaire  et  homogène, 

F(c^)=  cF(  k),  si  c  est  une  constante, 

il  en  résulte  que  si  j-,  elj)^^  sont  des  solutions  de  l'équation  (i), 
C\y\  et  C2j^2  sont  aussi   des  solutions,   ainsi    que  Ci  J)'i -4- c^  ^a, 

C|  et  Cl  désignant  des  constantes;  et,  en  général,  ^^ y\,  y^^  y^^^ 

sont  des  solutions,  Ci^i  +  C2JK2+ ^aJ'aH-- •  •  en  sera  une  autre. 

340.  Théorème  fondamental.  —  On  peut  déterminer  n  solu- 
tions, ^',,  y.iy  . . .,  yf^,  de  la  proposée  (1),  telles  que  toutes  les 
autres  soient  de  la  forme  Csy^  -h  ^2j'2  +•  •  •+  Cnyn- 

En  effet,  le  théorème  est  vrai  pour  /i  =  1 ,  car  l'équation  (i)  est 
alors 


d' 


ou 


—  =— Pé/x,  log^  ~  —    f  Pdx-{-\ogCi 


-fvti.v 


7=      ^iJ^I- 


Démontrons  maintenant  que  le  théorème  est  vrai  pour  une 
valeur  de  n  s'il  est  vrai  pour  la  valeur  n  —  i . 

Soit  Vi  une  solution  quelconque  de  la  proposée  (1);  posons 
y  =.  cyi ,  c  étant  la  nouvelle  inconnue  ;  nous  avons 

y  =  cyi\       y=c'yi-^cy\;       y''=c''yy-^'xc'y\^cy\\       : 
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expressions  linéaires  et  homogènes  en  c,  c\  c'\ Substituant 

ces  valeurs  dans  (i),  on  obtiendra  donc  une  équation  linéaire  et 
homogène  en  c,  c',  i?",  . . .,  c^"^  Celle  équation  ne  renfermera  pas 
de  terme  en  c,  car  le  coefficient  de  c  y  sera 

quantité  nulle,  puisque  ^j  est  solution  de  (i).  L'équation  difle- 
renlielle  en  c  est  donc  de  la  forme 


r.in) 


4-P|C(«-ïJ  +  ...-+-Sic''-+-Tic'=  o, 


équation  linéaire  et  homogène  d'ordre  n  —  i  en  c'.  Mais  le  théo- 
rème à  démontrer  étant  vrai  pour  l'ordre  n  —  i,  toutes  les  solu- 
tions de  celte  équation  sont  comprises  dans  la  formule 

^37  •  •  -  Cn  étant  des  constantes  arbitraires;  on  en  conclut 

c  =  Ci    I    U^dx  -^.  ,  ,-^  Cn    I    Undx -h  Cl, 

d^où,  pour^,  la  forme 

Telle  est  l'intégrale  générale  de  la  proposée  (i);  Ct,  . . .,  c«  sont 
des  constantes  arbitraires,  ^1,^2?  •  •  •>  y/i  des  fonctions  de  x.  Les 
yi  sont  aussi  des  solutions  de  (i),  car  si  l'on  fait 

C|  =  C3  =  Cv  = . . .  =  C/j  =  o        et        Cj  =  I, 

on  SL  j=y2'  Le  théorème  fondamental  est  donc  complètement 
établi;  non  seulement  la  solution  générale  est  de  la  forme 
Ci^i  4-. . .+ c„^'/i,  mais  il  n'y  a  pas  de  solution  (singulière) 
échappant  à  cette  formule. 

Corollaire,  —  Entre  {n  -\-  i)  solutions  d'une  équation  linéaire 
et  homogène  d'ordre  /i,  il  y  a  au  moins  une  relation  linéaire  et 
homogène. 

341.  Remarque.  —  On  déduit  de  là  la  solution  du  problème 
suivant  : 

Trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  n  -^  i 
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fonctions  de  x^  à  savoir  y\y  y^j  •  •  m  ya-k-u  soient  liées  par  une 
relation  linéaire  et  homogène 


(-0 


CxXi  H-  Ctyt  H-  ...  -h  Cn^O'n+\  =  O, 


les  c  élanl  des  conslantes,  non  nulles  simullanément. 

Dérivons  ridenlité  (a)  par  rapport  à  x,  il  vient  successivement 


en 


)  Ci/; 


=  o. 


cxvr-^cty'i' 


L'équation  (2)  et  les  n  équations  dérivées  (3)  établissent,  entre 
les  {n  H-  i)  constantes  c,,  c^,  . . .,  C/i+i,  (/i  +  1)  relations  linéaires 
et  homogènes;  les  c  n'étant  pas  tous  nuls,  le  déterminant  A, 


A    rrr 


yi     yi 
y\     y\ 


y\    y\ 


yn^i 


est  nécessairement  nul,  quelle  que  soit  la  valeur  donnée  à  x. 

Je  dis  maintenant  que  la  condition  A  ='o  est  suffisante.  Elle 
exprime  en  effet  que  j^i  est  solution  de  Téquation  différeiiiielle 
linéaire^  homogène,  et  d'ordre  n  eny^ 


y 

rt     • 

..   yn^i 

y 

>-;    . 

•  •   yn+\ 

,'(/») 

}r  . 

z=  o. 


D'ailleurs  j'oîj^sî  •  - -,  yti+i  sont  aussi  des  solutions,  car  si  l'on 
faity  =y2,  le  déterminant  a  deux  colonnes  identiques  et  s^anniile. 
On  a  ainsi  (/i  +  i)  solutions,  à  savoir  j^i,  ^27  •  -îy/ï+i»  d'une 
équation  différentielle  d'ordre  n,  linéaire  et  homogène;  ces  solu- 
sont  donc  liées  (corollaire  du  n°  340)  par  une  relation  linéaire  et 
homogène. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  cherchée  est  ainsi  :  A  =  o. 

342.   On  a  vu  que  les  solutions  de  l'équation  proposée  (i)  sonl 
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comprises  dans  la  formule 

J'*i  y 2}  •••1  JK«  étant  des  solutions  convenablement  choisies;  je 
dis  qu'il  n'existe  entre  elles  aucune  relation  linéaire  et  homogène. 
Car  si  Ton  avait 

on  aurait,  en  portant  cette  valeur  dans  l'expression  dey, 

^  =  (c,H-X,c„)7j-+-...-t-(c«_,-4-Xrt_,c«V,,_,, 

formule  qui  ne  contient  en  réalité  que  (/i  —  i)  constantes  arbi- 
traires, (C|  +  X,c«),  . . .,  (Cfi-i  -h^t^iCn),  et  qui  ne  peut  par  suite 
représenter  Tintégrale  générale  d'une  équation  différentielle 
d'ordre  n. 

Réciproquement,  étant  données  n  solution^,  //,,  it2f  • . .,  Uni  ^^ 
l'équation  (i),  linéairement  indépendantes,  c'est-à-dire  entre 
lesquelles  n'existe  aucune  relation  linéaire  et  homogène,  on 
pourra  mettre  une  solution  quelconque  sous  la  forme 

j  =  rfiM,-Hé/jaj-i-..,4-i/«w«;         {du  dt,  ...  =  consl.). 
Cari/,,  ^2,  ••.,  £//!  étant  des  solutions  de  (i),  on  a 

IWi  =  ai7i-H...-+-a/i7/i» 


comme  il  n'y  a  pas  de  relation  linéaire  et  homogène  entre 
//,,  u-^i  . ..,  Un^  le  déterminant 

«j     ...     «/»  I 

X,        ...        Xi,    1 

n'est  pas  nui,  et  Ton  peut,  par  suite,  résoudre  les  équations  (4) 
par  rapport  à  j^i,  j-j,  ...,y/,  :  les  valeurs  de  j^,-  ainsi  obtenues 
sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  ;//,  et  dès  lors  Tex- 
pression 

C\yx-t'Ctyt->r.,,-\-Cnyn, 

qui    est   la  solution  générale  de   la    proposée  (i),  peut  aussi   se 
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mellre  sous  la  forme 

diUi-\-  diUi-h..  .-h  d„  Uny 

les  di  désignant  des  constantes  arbitraires. 

On  saura  donc  écrire  immédiatement  l'intégrale  générale  d'une 
équation  difTérentielle  linéaire  d^ordre  /z,  sans  second  membre. 
quand  on  connaîtra  n  solutions  linéairement  indépendantes. 

343.  Théorème.  —  Si  ron  connatt  p  solutions  d^une  équa- 
tion linéaire  sans  second  membre  (i),  d'ordre  n, 

/i,    yii     ••-    7/i  (P<n), 

linéairement  indépendantes  entre  elles,  on  peut  ramener  r  in- 
tégration de  la  proposée  à  celle  d'une  équation  linéaire  sans 
second  membre  d'ordre  n  — p,  et  à  p  quadratures. 

Faisons  en  effet  un  changement  de  fonction,  en  posant 

j.  r=  ci7,  -4-  r j  jKî  -+- . . .  H-  CpXp, 

C|,  Ca,  ...,  Cp  étant />  nouvelles  inconnues,  que  nous  pourrons 
lier  par  (yy  —  1)  équations  à  notre  choix  (*). 
Nous  avons  ainsi 

d'où,  en  dérivant, 


(')  Si  ynX^y ...,  y„  n'étaient  pas  linéairement  distinctes,  c'est-à-dire  si  l'on  avait 

le  changement  de  fonction  serait 

y  =  (  C5-4-  \c,  )y^-h...  -  (  c^-t-  X^c,  )  y^,y 

et  il  n'y  aurait  en  réalité  que/?  — I  inconnues,  (0,+ X,c,  ),  . . -i  (C-4- X  c,  ).   On 
n'aurait  donc  pas  le  droit  d'établir  entre  elles /?  —  i  relations:  c'est  pourquoi  on 
doit  supposer,  dns  le  début,  que  y^,   •-•-  Xp  ne  sont  liées  par  aucune  équation 
linéaire  et  homogène. 
La  méthode  employée  dans  ce  paragraphe  est  dite  de  la  variation  des  constantes. 


CHAPITRE   IV.    —   ÉQUATIONS   LINÉAIRES.  379 

Nous  prendrons  comme  première  équation  entre  les  c  Téquation 


^^'^r/^o. 


Nous  aurons  ensuite 

et  nous  poserons  encore 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 

en  posant 


2<^'j="' 


(G) 


2^'^r*^=û. 


On  ne  peut  aller  plus  loin,  cnron  a  ainsi,  par  les  équations  (G), 
établi /?  —  I  relations  entre  C|,  C2,  . .  -,  Cp, 

D'après  cela,  y\  y,  ...,  yip-^)  sont  les  mêmes  que  si  les 
C|,  C2,  ...,  Cp  étaient  des  constantes.  Continuons  à  dériver;  il  vient 


v^n)  =  2  c/7;/'^  -+....  ^  2 c;." -''■^»  'j-;. 


/'-KD-r.  (./>-!) 


Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée  (1),  nous  obtenons 
une  équation  F  =  o,  linéaire  et  homogène  par  rapport  à 
C|,  C2,  . . .,  C;,  et  à  leurs  dérivées  jusqu'à  Tordre  n  — p  +  i,  car 
chacune  des  dérivétîs  de  y  est  fonction  linéaire  et  homogène  de 
ces  quantités.  Je  dis  que  les  termes  en  c<,  Co,  . . .,  Cp  n'j  figurent 
pas.  En  effet,  ces  termes  sont  évidemment  ceux  qu'on  obtiendrait 
en  substituant  ky^  dans  Téquation  (1),  la  fonction 

c\yi  H-  Ciyt  -H ...  -4-  Cpyp 

où  C|,  ...,  Cp  sont  regardés  comme  constants;  mais  celte  fonc- 
tion étant  dans  ce  cas  une  solution  de  (i),  le  résultat  de  la  sub- 
stitution-est identiquement  nul.  Donc  l'équation  F  =  o  ne  con- 
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lient  pas  les  a]  et  son  premier  membre  se  réduit  à  une  fonction 
linéaire  et  homogène  des  dérivées  c^,  <?J,  . . .,  c^""^'^**. 

(îela  posé,  on  peut  tirer  des  équations  (C),  c'est-à-dire  de 

(G)  

les  valeurs  de  c'^,  C3,  . . .,  c  en  fonction  de  c\  :  en  effet,  le  déter- 
minant de  ces  inconnues  est  précisément  le  déterminant  A  qui, 
égalé  à  zéro,  exprimerait  quey2)  •  •  '^yp  sont  liées  par  une  relation 
linéaire  et  homogène  (n''  341).  El  comme  on  a  supposé  ^, , 
y^y  "  '7  .Vp  linéairement  indépendantes,  A  n'est  pas  nul. 

On  exprime  ainsi  c.|,  c',,  ...,  c'^^  en  fonction  linéaire  et  homo- 
gène de  c\^  sous  la  forme 

a^,  oL^f  ...  étant  des  fonctions  connues  de  x. 

En  dérivant  ces  relations,  on  exprime  les  dérivées  successives 
de  c[^y  Cj,  ...  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  c\  et  de  ses 
dérivées  jusqu'au  même  ordre;  portant  ensuite  ces  valeurs  dans 
Tcqualion  F  =  o,  on  obtient  une  équation  linéaire  et  homogène, 
entre  c'p  c*,  ...,  c\"~^^^\  c'est-à-dire  rf'orrfre  n  — p  par  rapport 
a  c\. 

Supposons  qu'on  puisse  Tinlégrer;  soit  c\  sa  solution  générale, 
on  aura  C|  par  i\ne première  quadrature;  puis  de  la  relation 

on  déduira 

et  ainsi  de  suite,  c'ést-à-dire  que  Ca,  C3,  ...,  Cp  s'obtiendront 
par/?  —  1  /iowt^e//eA- quadratures,  soit  en  tout/?  quadratures,  et  la 
solution  générale  de  la  proposée  (1)  sera   donnée  par  la  formule 

Les  n  constantes  arbitraires  proviendront:  i**  des  n  — p  cons- 
tantes que  contient  c, ,  solution  générale  d'une  équation  d'ordre 
n  — p]  2®  des  p  constantes  introduites  par  les  p  quadratures. 

Cette  méthode  de  la  variation  des  constantes  est  due  à  La- 
grange. 
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344.  Corollaire.  —  Si  l'on  connaît  (n  —  i)  solutions  indépen- 
dantes de  Téquation  d*ordn^  n  sans  second  membre,  on  saura 
Fintégrer,  car  on  la  ramènera  à  une  équation  analogue  du  premier 
ordre,  qui  s'intègre  immédiatement  par  une  quadrature. 

En  particulier,  soit  yt  une  solution  de  l'équation  du  second 
ordre 

y -h  iy-hQ7  =  o; 

pour  achever  l'intégration,  on  posera  y  =  c/i,  d'où 

r'7,  -H  c'( 27;  -h  P7,  )  =  o  ; 
c'est-à-dire 

^  ri 

intégrons;  il  vient 


ou 


d'où 


'=zCi—ze*^        ,         (  rj  —  ronstante  arbitraire), 


et 


r  =  Ci   /    i  — j ''  jtff-T-ri,         (ci  =  constante  arbitraire;, 

r  (    i     -  Ç^'i^  \ 
C'est  l'intégrale  générale  cherchée. 

Équations  linéaires  as^ec  second  membre. 

345.   Forme  de  l'intégrale  générale.  —  Soit  l'équation  d'ordre  n 

dçy  -in^      ....-T-f:4-U^  =  V, 

^     ^  dx'*^  dx'^-^  dx  -^ 

linéaire  et  à  second  membre;  désignons  par  Yq  une  quelconque 
de  ses  solutions;  si  nous  posons 
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z  étant  la  nouvelle  inconnue,  nous  obtiendrons  évidemment  pour  z 
l'équation 

ce  qui  monlre  que  z  est  la  solution  générale  de  Téquation  pro- 
posée, dans  laquelle  on  aurait  supprimé  le  second  membre.  L'in- 
tégrale de  la  proposée  avec  second  membre  est  donc 

(7)  y  —  Yo-f-c,  Vi-+-Cîjs-h...-hc.,7;i, 

y,,  ,,.^yn  étant  n  solutions,  linéairement  indépendantes,  de 
IVquation  sans  second  membre. 

346.  Théorème.  —  Si  l^on  connaît  p  solutions,  y^,  ...,  yp, 
linéairement  indépendantes,  de  C  éq  nation  sans  second  membre  ^ 
l^ intégration  de  Inéquation  avec  second  membre  se  ramène  à 
celle  d^ une  équation  linéaire  à  second  membre,  d^ ordre  n — p, 
etàp  quadratures. 

Il  suffît,  pour  rétablir,  de  reproduire,  sans  aucun  changement, 
la  méthode  et  les  calculs  du  n"^  3i3. 

En  particulier,  supposons  qu'on  connaisse  n  solutions  de  l'équa- 
tion sans  second  membre,  c'est-à-dire  qu'on  sache  l'intégrer:  on 
obtiendra,  par  n  quadratures,  l'intégrale  de  l'équation  avec 
second  membre. 

Ainsi,  l'équation  sans  second  membre  étant  intégrée,  on 
saura  intégrer  l'équation  avec  second  membre.  Celle  proposi- 
tion est  importante;  aussi  allons-nous  reprendre  les  raisonne- 
ments et  calculs  qui  servent  à  l'établir. 

347.  Soient  donc  n  solutions  particulières,  j^i,  y^^  •  -  "i  yny 
linéairement  indépendantes,  de  l'équation  sans  second  membre; 
posons,  dans  Téquation  avec  second  membre, 

71  =  C,  Ji  -+-  6-2  J2  H-  ...  -h  C„y,t, 

c,,  ...,  Cfi  étant  n  nouvelles  inconnues,  que  nous  pourrons  lier 
par  n  —  i  relations  à  notre  choix.  Nous  prendrons  les  (n  —  i) 


(C) 
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relations  suivantes 

Cl7l  -+-  Ctri-^" --^C'iyn  =  0  ou  ^Ctyi=  o, 

Il  en  résulte  que  les  {n  —  i)  premières  dérivées  de  y  sont  les 
mêmes  que  si  C|,  ^--,Cn  étaient  des  constantes;  c'est-à-dire  que 


d'où 


Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  à  second  membre;  les 
termes  en  C|,  ..  .,  c„  disparaissent  (n**  343),  et  il  reste  seulement 

Cette  équation  et  les  (^/i  —  i)  relations  (C)  donnent  c\^(\f  •••î^"/< 
en  fonction  de  j:,  par/i  équations  du  premier  ordre.  Ces  équations 
sont  compatibles,  car  le  déterminant  des  coei'ficienls  des  inconnues 
est  le  déterminant  A,  qui,  égalé  à  zéro,  exprimerait  que  j^i,  ^j,  ..., 
yn  sont  liées  par  une  relation  linéaire  :  comme  on  a  supposé  ces 
fonctions  linéairement  indépendantes,  A  n'est  pas  nul. 

On  peut  donc  résoudre  les  équations  considérées  par  rapport 
à  c',,  Cj,  .  . .,  c,,  :  on  a  ainsi 

ci=Ui,      c'î  =  Us,      ..-,      c-;,  =  u«, 
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U|,  ...  étant  des  fondions  de  x]  d'où,  par  n  quadratures, 

A|-  élanl  une  conslante  arbilraire.  Si,  enfin,  Ton  porte  ces  valeurs 
dans  l'expression  de  y,  il  vient 

Telle  sera  la  solution  générale  de  l'équation  avec  second 
membre,  déduite,  par  n  quadratures,  de  l'intégrale  générale  th* 
l'équation  sans  second  membre.  c.  q.  f.  d. 

348.  Exemple.  —  Reprenons  l'équation  du  premier  ordre 
(ii^  263) 

(8)  ^^Vy.,.Q  =  ^, 

L'équation  sans  second  mejnbre,  -^ -f- Pj^  r=  o,  s'intégre  de 
suite  par  séparation  des  variables;  sa  solution  est 

j=  ce    -' 

Portons  cette  valeur  dans  (8),  en  regardant  c  comme  une  fonction 
de  .r:  les  termes  en  c  disparaissent;  il  reste 

c   •'  — 

d'où 

/•' 

p%.' 


d.r'^^  =  ''' 


I  Vdj- 


r  I  vax 

ce  qui  donne,  pour  la  solution  générale  de  (8), 

A»r/.»  jv,1jf      y'  Çl 

y  =  cie  "^        —  e   *'  /  Qe»^' 


Pdjc 

dx. 


C'est  au  fond  la  méthode  du   n°  253;  les  notations    diffèrent, 

mais  les  calculs  sont  identiques:  c  est  la  fonction  désignée  au 

-Çvdx 
n*^  2o3  par  u]  e  *'         est  r. 
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349.  Remarque.  —  Soient  deux  équations  linéaires  ayant 
même  premier  membre  : 

(9)  £+...+  U^  =  V„ 

(.0)  gH....^U^  =  V,; 

I 

si  Y|  est  une  solution  de  la  première  et  Yo  une  solution  de  la 
seconde,  Y,  -f- Ya  sera  la  solution  de  la  même  équation,  où  le 
second  membre  serait  V|  +  V2  : 

]1  suffit,  pour  le  voir,  d'ajouter  les  relations  qui  expriment 
que  Y|  et  Y2  vérifient  respectivement  (9)  et  (10). 

Cette  remarque  est  souvent  utile  lorsqu'on  cherche  une  solution 
particulière  d'une  équation  linéaire  à  second  membre. 


II.  --  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  PARTICULIÈRES. 


I®  Équations  à  coefficients  constants  sans  second  membre. 
330.  On  sait  les  intégrer  complètement;  elles  sont  de  la  forme 

a,  ...,y,  g' désignant  des  constantes.  Posons  en  effet  avec  Euler 

s  étant  une  constante,  que  nous  chercherons  à   déterminer  de 
manière  que^  satisfasse  à  l'équation  (1).  Nous  avons 

dy  d'^  Y 

dx  '  '  dx'*' 

Substituons  dans  le  premier  membre  de  (t)  ;  le  résultat  est 

e*i'(f  «^-  as'»-*  -!-...  -r-fs  -+-  ^), 

H.  -  II.  i5 
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et  celle  quantilë  sera  nulle  sî^est  racine  de  Téquation,  dile  carac- 
téristique, 

(•2)  s'»H- as'«-*-h. .  .-f-/*-i- ^  =  o. 

Si  cette  équation  a  ses  n  racines  distinctes,  5|,  s^^  .  . .,  s^y  on 
aura  ainsi  n  solutions  particulières  de  (1):  e*»-^,  ...,  e*-*^.  Je  dis 
qu'il  n'existe  aucune  relation  linéaire  et  homogène  entre  ces  solu- 
tions, c'est-à-dire  (n*'  341)  que  le  déterminant  A 


A  = 


,«-l^.v,x      jç«-le^,J:       ...       5;j-»<?*«J^ 


n'est  pas  nul.  Si  l'on  divise  en  elFet  les  termes  de  la  première 
colonne  par  e*»^,  . . .,  ceux  de  la  dernière  par  e*»-^,  ce  déterminant 
se  réduit  à  celui  de  Vandermonde,  pour  les  éléments  s^^s^j  •  •  «^  ^n'y 
il  n'est  dès  lors  jamais  nul  si  ces  n  quantités  sont  différentes,  ce 
qui  est  précisément  l'hvpothèse. 

11  en  résulte  (n**  342)  que  l'intégrale  générale  de  la  proposée  (1  » 
est  donnée  par  la  formule 

y  =  cx  e^i^  -+-  Ci  e^i^  -t- ...-+-  r,, 6*«-«", 
C|,  Co,  . . .,  Cn  étant  des  constantes  arbitraires. 

351.  Reste  à  examiner  le  cas  où  Téquation  caractéristique  (2) 
aurait  des  racines  égales  :  voici  la  méthode  proposée  par  d'Alem- 
bert. 

Supposons  qu'il  y  ait  une  racine  double,  s%  :  faisons  varier  infi- 
niment peu  les  coefficienls  a,  . .  ..y,  ^,  de  manière  que  l'équation 
caractéristique  n'ait  plus  de  racine  double  ;  elle  aura  alors  deux 
racines,  s'  et  /,  voisines  l'une  de  l'autre  et  de  5|,  auxquelles 
correspondent,  pour  l'équation  différentielle,  les  solutions 


qu'on  peut  remplacer  par 

c 

dont  la  dernière  est  une  combinaison  linéaire  et  homogène  des 
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deux  premières.  Si  Ton  fait  tendre  /  vers  5',  cette  seconde  solu- 
lion  tend  vers  la  dérivée 

d 

—  c'-*' 
ds       ' 

pour  5  =  5';  c'est-à-dire  vers  xe^^^^  puisque  limy=:  S\. 

En  d'autres  termes,  si  l'on  désigne  par  C|  et  c^  deux  constantes 
arbitraires,  l'équation  différentielle  proposée  est  vérifiée  par  la 
fonction 

Tel  est  le  terme  qui,  dans  l'intégrale  générale,  correspond  à  la 
racine  double,  Si  ;  il  renferme  deux  constantes  arbitraires,  et,  par 
suite,  l'intégrale  générale  de  (i),  si  l'équation  caractéristique  n'a 
pas  d'autre  racine  multiple,  est 

On  traiterait  d'une  manière  analogue  le  cas  de  la  racine  triple, 
el  ainsi  de  suite,  et  l'on  verrait  que  les  termes  de  l'intégrale  géné- 
rale qui  correspondent  à  une  racine  multiple  5|,  d'ordre  A,  sont 
les  k  termes 

mais,  ce  résultat  une  fois  prévu,  il  vaut  mieux  l'établir  directement. 

352.  Remplaçons  à  cet  effet  y  par  e^^  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (i),  et  posons 

cp(s)  =  .ç'-h  a5«->-f-. .  .-\-fs  -T-  g  ; 
il  vient  identiquement  : 

Dérivons  les  deux  membres  par  rapport  à  5,  en  intervertissant 
l'ordre  des  dérivations  dans  les  termes  du  premier  membre  ;  nous 
aurons 
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Dérivons  encore  une  fois  par  rapport  à  s  : 

et  ainsi  de  suite. 

L'équation  (3)  montre  qu'on  satisfait  à  Téquation  proposée  (i), 
en  posant  j^  r:=  c*«-^,  Si  étant  une  racine  de  ©(*)  =  o. 

Si  s^  est  racine  double,  o'(^i)  est  nul,  et  la  relation  (4)  montre 
qu'on  a  une  solution  de(i)en  prenant^  =  ^re^i-^;  ce  qui,  avec  e^i^, 
fait  deux  solutions  correspondant  à  la  racine  ^|. 

Si  $i  est  racine  triple,  o"  (s^)  est  nul,  et  la  relation  (5)  montre 
que,  indépendamment  des  deux  solutions  précédentes,  on  a  la 
solution  y  =  j?'-e*i*^,  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  à  chaque  racine,  s^y  de  Téquation  caractéristique  (2), 
correspond  ainsi  un  nombre  de  solutions  particulières  e*«^,  are*»-^, 
^^e*»^,  ...,  égal  à  son  degré  de  multiplicité:  l'équation  (2)  élanl 
de  degré  n,  on  a  par  là  n  solutions,  qui,  multipliées  par  des  con- 
stantes et  additionnées,  fournissent  l'intégrale  générale  de  la  pro- 
posée (i).  Voici  dès  lors  le  résultat  final: 

Si  Si,  ^2?  •••  ^ont  les  racines  de  Inéquation  caracléris- 
tique  (2),  et  k^,  k^,  ...  leurs  ordres  respectifs  de  multiplicité , 
l'intégrale  générale  de  la  proposée  (1)  sera 

y  =  c*i^PA,-i(a7)-r-  e-^^P/t,.  i(ar)  4-. .  ., 

P*  -1  {^)f  '  •  •  ^^^tit  des  polynômes  en  x  d'ordres  kx  —  ly  k-^  —  1 ,  ... 
dont  les  coefficients  sont  tous  absolument  arbitraires, 

3o3.  Remarque.  —  Si  l'équation  caractéristique  a  des  racines 
imaginaires,  cette  formule  introduit  des  exponentielles  imaginaires 
qu'on  peut  faire  disparaître  comme  il  suit. 

Les  coefficients  de  Téquation  proposée  (i)  étant  supposés  réels, 
les  racines  imaginaires  de  l'équation  caractéristique  sont  deux 
à  deux  conjuguées.  Soient  donc 

deux  racines  conjuguées,  multiples  d'ordre  A.  Les  termes  corres- 
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pondants  de  TiDlégrale  générale  sont 

ce  qu'on  écrit,  en  remplaçant  e'^  et  e~*^  par  leurs  valears  en  fonc- 
tion de  cos  j3 J7  et  sin  ^x, 

e«'cos?ar(Px_,-hPi._,)-+-ea'sin3x(iPAw,— iPi^,), 

ou 

e«^cos?xQit-i(ar)-4-e«'sinPxQl._,(a-), 

Q  et  Q'  étant  des  polynômes  en  J7,  d'ordre  A"  —  i ,  et  qui  sont  arbi- 
traires, puisque  Pa«i  et  V\_^  le  sont.  On  a  ainsi  une  expression 
réelle. 

3o4.  Exemples.  —   i**  Soit  Téquation 

féquation  caractéristique,  5*  —  1  =  o,  a  pour  racines  zii  i  et  iti  ; 
donc  l'intégrale  générale  est 

c,  e*  -T-  Cl  e-*  -H  C3  cos  a:  -h  c^  sin  r. 
2**  Soit  l'équation 

Téquation  caractéristique,  5*-+- 8^^ -|- 16  =  o  ou  (5^ -H  4)^=  o, 
a  pour  racines  doubles  ±2/;  donc  l'intégrale  générale  est 

(cix-r-  cj)  cosaa:  -\-  {c\  x  -h  ci  )sin2 a?. 


u^  Équations  linéaires  à  coefficients  constants 
avec  second  membre. 

355.   Soit  à  intégrer  l'équation 

où  a,  6,  '"^/,  g  sont  des  constantes,  et  le  second  membre,  V, 
une  fonction  de  x. 
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On  intégrera  d'abord  réqualion  sans  second  membre,  et  Ton  en 
déduira  l'intégrale  de  Téquation  avec  second  membre  par  le  pro- 
cédé général  du  n®  347  (méthode  de  la  variation  des  constantes); 
on  aura  ainsi  n  quadratures  à  effectuer. 

Cette  méthode  convient  quel  que  soit  V;  elle  est  même  géné- 
ralement la  seule  applicable  :  toutefois,  si  V  est  d'une  forme  par- 
ticulière, qui  va  être  indiquée  plus  bas,  on  pourra  trouver  une 
solution  particulière  de  l'équation  proposée,  et,  en  lui  ajoutant 
la  solution  générale  de  l'équation  sans  second  membre,  on  aura 
(n°  345)  rintégrale  générale  de  (6). 

336.  Supposons  que  V  soit  de  la  forme 

V  =y*(j™,  e*-^,  c?-»",  . . .,  cosy^,  sinya:*,  ces 02^,  sinox,  . ..), 

/  étant  un  polynôme  entier  par  rapport  à  tous  les  termes  entre 
parenthèses,  et  a,  |3,  ...,  y»  S,  ...  des  constantes.  On  pourra 
d'abord  remplacer  les  sinus  et  cosinus  par  leurs  expressions  en 
exponentielles,  et,  comme  le  produit  de  plusieurs  exponentielles 
e^-^est  une  exponentielle  de  même  forme,  V  pourra  se  mettre  sous 
la  forme  d'une  somme  de  termes  :  2P(?*-^,  P  étant  un  polynôme 
entier  en  x.  La  question  est  alors  réduite  à  trouver  une  intégrale 
particulière  de  l'équation 

car,  si  l'on  détermine  ainsi  des  intégrales  particulières  correspon- 
dant aux  différents  termes  de  V,  leur  somme  sera  une  intégrale 
particulière  de  la  proposée,  comme  on  l'a  observé  au  n**  349. 

1"  Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  pas  d'exponentielle  au  second 
membre  de  (7),  c'est-à-dire  a  =  o;  l'équation  (7)  devient 

P;„  étant  un  polynôme  d'ordre  m  ew  x  '. 

P,„  =  h^x'"  -H  A  1  iF'«-»  H-  .  .  .  H-  A;„. 

On  voit  de  suite  que  l'équation  (8)  admet  pour  solution  partie 
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culièrc  un  polynôme  en  or,  Q/n(^),  d'ordre  m.  Car  soit  posé 

on    aura,   en    remplaçant  y   par   Q^,    dans  (8),    et  égalant  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres, 


équations  qui  donnent  successivement  a^^  a^^  . . .,  Um  sans  ambi- 
guïté, pourvu  toutefois  que  g  ne  soit  pas  nul,  c'est-à-dire  qu'il  y 
ait  un  terme  en  y  dans  l'équation  (8). 

Si  «'est  nul,  et  si,  en  même  temps,  les  coefficients  de -^>  -j~y  •••> 

,  f^z[  sont  nuls,  l'équation  (8)  est  de  la  forme 

c'est  une  équation  linéaire,  à  coefficients  constants,  par  rapport 
à  "Ta  '  d'après  ce  qui  précède  elle  admet  donc  comme  solution 
particulière  un  poljnome  Q^„(^)  d'ordre  /«, 

d'où  Ton  tire  pour  y^  par  A*  quadratures  consécutives,  et  sans 
introduire  de  constantes  arbitraires,  la  solution  particulière 

où  Q,«  désigne  un  polynôme  déterminé  d'ordre  m. 

2"  Reprenons  maintenant  l'équation  (7)  sous  la  forme  géné- 
rale 

pour  en  trouver  une  solution  particulière,  nous  ramènerons  ce  cas 
au  précédent  en  posant 

y  =  ze^r^ 
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z  étant  rinconnue  nouvelle.  Il  vient,  par  la  formule  de  Leibniz ^ 


'     aJ^Z  -H  713 


dx'»^  dx 


nin—i)    „  ^d^z  df'-^z       d"z 

i.^  dx*  dx"~^        dx'^ 


Portons  ces  valeurs  dans  (7);  nous  avons,  en  supprimant  aux 
deux  membres  le  facteur  e^,  et  en  commençant  par  les  termes 
dz 


(9) 


dz    ,,    ^         î     d*z    ,,    , 

f         d^z  d^  z 


o(a)  désignant,  comme  plus  haut,  le  premier  membre  de  Féquation 
caractéristique,  à  savoîra"-!- aa"'~*  +  ...-|-/a -f-^.  C'est  là,  en  Zj 
une  équation  de  la  forme  (8). 

Donc,  si  o(a)  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  si  a  n'est  pas  racine  de 
l'équation  caractéristique,  la  transformée  (9)  admettra,  comme 
solution  particulière,  un  polynôme  Qot(^)>  d'ordre  m;  si  l'on  a 

c'est-à-dire  si  a  est  racine  multiple  d'ordre  k  de  l'équation  carac- 
téristique, la  transformée  (9)  admettra,  comme  solution  particu- 
lière, un  polynôme  de  la  forme  x*Qto(-2?),  Qm  étant  d'ordre  m  : 
d'où  résulte,  pour  l'équation  eu  y^  la  solution  e'^ x^  C^Tn{x) . 

357.  En  résumé  : 

On  aura  dans  tous  les  cas  une  solution  particulière  de  /'e- 
quation 

oii  a,  . . .,  f^  g  et  (t  sont  des  constantes,  en  posant 

C^m{oc)  étant  un  polynôme  en  x^  de  même  degré  que  le  poly- 
nôme Pto(^),  et  k  étant  V ordre  de  multiplicité  de  la  racine  x 
dans  V équation  caractéristique.  Si  a  n^est  pas  racine  de  cette 
équation,  on  fera  k  =  o. 
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Les  coefficienls  du  polynôme  Qm(^)  se  détermineronl  par  siib- 
stitatioD  de  la  valeur  de  y  dans  Téqualioa  (7);  ajoutant  à  celte 
solution  particulière  la  solution  générale  deTéquation  sans  second 
membre,  on  aura  Tintégrale  générale. 

358.  Exemple.  —  Soit  Téquation 

^4-^  =  cos^. 

Le  second  membre  étant  la  somme  de  deux  exponentielles  de 
la  forme  ^'•^,  e~'^,  et  inéquation  caractéristique  admettant  pour 
racines  dt  1,  une  %Q\\\\\oik  particulière  sera  de  la  forme 

\  et  |JL  étant  des  constantes,  ou  encore,  de  la  forme 

a7(acosar-4-  ^sina:), 

a  et  ^  étant  des  constantes  à  déterminer.  Substituant  à  y  cette 
valeur  dans  Téquation  proposée,  il  reste 

—  2a  sina?  -h  2^  cosa:  =  cosx, 


d'où 


a  =  o,         ?  =  1; 


la  solution  particulière  est  donc  -  :rsinâ;,et  l'intégrale  générale  est 
y=^  ~  X  %Mix  -h  Cl  sinx  -+-  Cj  cosa?. 


9. 


3**  Équations  d'Euler  qui  se  ramènent  aux  équations 
linéaires  à  coefficienls  constants, 

359.  Ce  sont  celles  du  type 

I'  d^  y 

d^-^  Y  dv 

p^  q,  a^  ...,/,  g  étant  des  constantes. 
Posons  d'abord 
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l'équation  devient 

Si  Ton  pose  maintenant 
(i?0  î-^«',  d'où  i-=e-^ 

/  étant  la  nouvelle  variable,  il  viendra 
dy  _^  dy  dl  ^      ^  dy 

di^   "  d^\       dtj"  di  dt\       dt)"  \  dt^         dt  ) 

et  Ton  aura  évidemment,  d'une  manière  générale, 

d'*y  Jd'^Y       ^  d'^-^Y  dy\ 

y,,  ...,}!.  étant  des  constantes.  Portant  ces  valeurs,  et  la  valeur  (12) 
de  ;,  dans  Téquation  (ii),  on  voit  que  les  exponentielles  dispa- 
raissent, car  e"^  provenant  de  S"  détruit  e"  "'  provenant  de  -7^;  il 
reste  alors  une  équation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  con- 
stants, en  y,  -j-7  •••>  -yT;^-?  que  l'on  sait  intégrer.  Désignons  celte 

équation  par  (E). 

Ce  résultat  une  fois  établi,  il  sera  inutile  pour  intégrer  l'équa- 
tion (10)  ou  l'équation  (11),  qui  lui  est  équivalente,  de  passer  par 
l'intermédiaire  de  la  substitution  (12).  En  elTct,  on  a  /i  solutions 
indépendantes  de  l'équation  (E)  par  les  expressions 

5|, ...,  s,i  étant  les  racines  supposées  inégales  de  Téqualion  carac- 
téristique correspondante.  L'équation  (i  i)  admet  donc  les  n  solu- 
tions indépendantes 

Ç   I,  Ç   »,  .  .  .  ,  Ç  », 

et  il  est  aisé  de  déterminer  directement  5< ,  . .  . ,  Sn-  Ecrivons,  pour 
cela,  que  Ç*  est  une  solution  de  (i  i);  nous  avons,  en  divisant  par  $*, 

(  ~h  a/?'*-* 5(5  —  i)...(5  — /n-2)-H.  ..4-/y?s  +  ^  =  0, 
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éqaalion  qui  donne,  pour  Sy  n  valeurs,  qui  sont  5|,  52,  .  • .,  s,,- 
L^équalion  (i3)  est  donc  identique  à  l'équation  caractéristique  de 
Téquation  (E). 

Si  Téquation  caractéristique  de  (E)  a  une  racine  multiple  .v,, 
dWdre  A',  (E)  admet  comme  solution 

^  =  cMPx._,(/); 

Pa-i  désignant  un  polynôme  à  coefiicienls  arbitraires;  donc  l'équa- 
tion (i  i)  aura  la  solution  correspondante 

Ainsi,  pour  intégrer  l'équation  (i  1),  on  formera  l'équation  (i  3); 
soient  5|,  52,  ...  ses  racines,  supposées  d'ordres  K'^,  A'a,  ...  de 
multiplicité  :  l'intégrale  générale  de  (i  i)  sera  donnée  par 

les  P  étant  des  polynômes  en  logç,  d'ordre  égal  à  l'indice,  et  de 
coefficienls  lous  arbitraires. 

Par  suite  enfin,  l'intégrale  générale  de  la  proposée  (10)  sera 
évidemment 


Exemple.  —  Pour  l'équation  du  lype  (10), 

,  d^y  dy 

dx^'  dx       -^  ' 

l'équation  (1 3)  est  5(5  —  i)  —  5+1  =  0,  etadmet  la  racine  double  i. 
L'intégrale  générale  de  la  proposée  est  donc 

j^  =  j7(ciloga?-f-Cî), 
C|  et  Cl  étant  des  constantes  arbitraires. 


III.  —  SYSTÈMES  LINÉAIRES. 


360.  Les  systèmes  linéaires  canoniques  (n"  326)  jouissent  de 
propriétés  analogues  à  celles  des  équations  linéaires  a  une  seule 
inconnue. 
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Leur  type  général  est,  si  l'on  désigne  par  j%  ^,  t^  m,    .  .  •   les 
inconnues, 

(So)  Jg  +  P.r4-Q,--  +  R.f4-S,«H-...^V,, 


le  nombre  des  équations  est  égal  à  celui  des  inconnues,  et  les 
P,  Q,  R,  . . . ,  V  sont  des  fonctions  de  x  seul.  ^ 

Si  V<,  Va»  .  .  •  sont  tous  nuls,  le  système  est  dit  sans  seconds 
membres, 

LMntégration  du  système  (So),  d'ordre  /i,  c'est-à-dire  à  n  in- 
connues, peut  se  ramener  à  celle  d'une  seule  équation  difleren- 
tielle  linéaire  d'ordre  n. 

Dérivons  en  effet  (/i  —  i)  fois  chacune  des  équations  (Sp")  :  nous 
obtenons  en  tout   n -\- n{n  —  i),   ou   n^,  équations  linéaires    en 

dy  d'^Y  dz  d*  z  .       ,  ,, 

'^'di'  '"'dp'*  ^'~dx'  '"'d^^'*'"'  entre  lesquelles  nous  pou- 

....         ,       .  dz  d'^z      ^    dt  .  ^ 

vons  éliminer  les  inconnues  ^»  ^  '•*•*/«  î   ^^  7~'  '  '  ''  4"^  sont 

au  nombre  de  {n  +  i)(/j  —  i),  ou  //- —  i.  On  arrive  ainsi  à  une 
équation  linéaire  en  y^  qui  est  généralement  d'ordre  n.  Celle-ci 
intégrée,  les  équations  précédentes,  en  général,  donnent  linéaire- 
ment les  autres  inconnues  x;,  ^,  . . .  (et  leurs  dérivées),  en  fonc- 
tion dey  et  de  ses  dérivées. 

Celte  marche  est  avantageuse  si  le  nombre  des  inconnues  est 
peu  élevé;  dans  les  autres  cas,  il  vaut  mieux  essayer  d'intégrer 
directement  le  système.  On  va  indiquer,  dans  ce  but,  les  propriétés 
les  plus  importantes  des  systèmes  linéaires  et  de  leurs  solutions. 


Systèmes  linéaires  sans  seconds  membres. 

361.  Considérons  le  système  (Sq)  5a/i.ç  seconds  membres,  c'est- 
à-dire  où  tous  les  V  sont  nuls  :  il  est  clair  que  si  >*,,  ;;,,/,,... 
forment  un  système  de  solutions,  ce  que  l'on  appellera  plus 
brièvement  une  solution,   c^y^.  Ci^,,  C\t\^   ...    sera  une  autre 
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solulion.  De  même, ^'2?  ^2?  ^2, .-.  étant  une  solution,  C\yi-\-  c^y^'i 
C{Zi-\-  c^^'iy  C|  f|  +  C2^2j  •  •  •  en  sera  une  autre. 

Si  Ton  a/>  solutions  (/?< /i)  :  y,,  5|,  /,,  . .  .;^/,,  5^,,  f^,  . . .;  on 
dira  qu'elles  sont  indépendantes  si  l'on  ne  peut  trouver  un 
système  de  constantes,  C|,  C2,  . . .,  c^,  simultanément  dilTérentes 
de  zéro,  telles  qu'on  ait,  quel  que  soit  x, 

Cpyp  =  cyy^  H-  c^yt  -f- . . .  -h  Cp^o'p-i  » 

CpZp=  Cl  3|-H  Cj^i-h.  .  .     -  C;,_t  -,,-i, 

c,,  ^,,  =  ri  ^1  -4-  c*  /*-+-..  .-f-  r?,,__,  f,,_,, 


Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  l'un  au  moins  des  déterminants 
dWdrej9  formés  avec />  colonnes  du  tableau 


* 


^2'        -î»        'il 


ypj    ^/tj    '/M    •  •  •  1 
soit  diflerent  de  zéro. 

362.  Théorème.  —  SI  l'on  connaît  p  solutions  indépendantes 
(Vun  système  d'ordre  n  sans  seconds  membres,  V intégration  de 
celui-ci  se  ramène  à  l'intégration  d'un  système  sans  seconds 
membres  d'ordre  n  — y>,  et  à  p  quadratures. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  /i  1^  5  et  /?  =:=  2.  Le  système  est  alors 

^  4^  -f-  Pi^-  -\-  Qi^  -}-  R,  /  H-  Si u  -i-  Ti r  =  o, 
ax 

^  -^  Pir  -^  Qj  -  -+-  Rî  '  -+-  Sî  n  -h  T,  i^  =  o, 

^  -+-I\r-hQ4^  -I-  ^i.t-'-'è'^n  -f-T^t»  =  0, 
,  ^^  +  Ps7-+-Q5-H-Rô'-+-S5W"hT5r  =  o. 
On  connaît  les  deux  solutions 

yi,    '3|,    /j,    «2.    ij. 
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SI  elles  soDl  indcpendantes,  un  au  moîiis  des  déterminants 
formés  avec  deux  colonnes  de  ce  tableau  n'est  pas  nul  ;  soit 
yi^'2 — -i^2<o-  Posons  alors 


i'i) 


Il  =  Ytii  -h  Z«i-+-  u, 
V  =  Yt'i  -f-  Zpt  -^  Tj7 


Y,  Z,  6,  'j,  ri  étant  les  nouvelles  inconnues.  Si  l'on  substitue  ces 
valeurs  dey,  z^  /,  w,  r,  dans  le  système  proposé  (S),  on  obtient 
cinq  équations  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  Y,  Z,  Ô,  -j,  t, 
et  à  leurs  dérivées;  dans  ces  équations  les  termes  en  Y  et  Z  dispa- 
raissent, car  le  système  est  vérifié  si  l'on  suppose  YelZ  constants 
et  0,  u,  y;  nuls;  il  reste  donc 

;v 

-t-R|0h-S,'J-4-T|T,  =o, 

-4-  RîO-hSj'JH-Tjr,  =  0, 

-HRvO-hSvO-+-T47i  =  o. 

H-  R»0  -+■  Sju  4-  Tjr,  =  o. 

Des  deux  premières  on  peut  tirer  (puisque  j',  :?..» — ^2j'i>o) 

-^  et  -^  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  6,  u,  t,  ;  portant  ces 

valeurs  dans  les  équations  suivantes,  on  obtient  un  système 
linéaire,  sans  second  membre,  aux  trois  inconnues  6,  y,  r,,  et  de 
la  forme 


y 

d\ 

'dx 

-^y 

dr 

'dx 

- 

d\ 

^  dx 

-^  z 

dl. 

dx 

-+-/i 

d\ 

dx 

-^tt 

dZ 

dx 

dj 
dx 

-h  M 

d\ 

'dx 

-H  M 

dZ 

dr, 
dx 

-\-v^ 

d\ 

-hl'j 

dZ 

5? 

(4) 


^  -f-U30-hV3U4-WaY)  =  o. 

i/X 


Ce  système  intégré,  les  deux  premières  relations  (3)  donneront 
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-j—  et  ^;  d'où  Y  et  Z  par  deux  Quadratures,  Enfin  les  équa- 
tions (2^  fourniront  explicitement  les  anciennes  inconnues. 

C.    Q.     F.     D. 

363.  Corollaire.  —  Soit  6,  u,  r\  une  solution  particulière  de  (4)  ; 
les  valeurs  correspondantes  de  Y  et  de  Z  étant  déterminées  par 
deux  quadratures  à  Taide  des  deux  premières  relations  (3),  les 
formules  (2)  fournissent  une  nouvelle  solution  du  système  consi- 
déré :  cette  solution  et  les  deux  solutions  primitives^-,,  3i,  f,, 


''•?    ^'i  ;  J>'2?    ^2j   ^ij   "2>   ^2    sont  indépendantes;   car   si   6, 
exemple,  est^o,  le  déterminant 


par 


yx              -I 

/i 

ri      -V 

yt              -2 

^ 

,     ou     0 

îyi^Zyt     Yj,-hZ5s 

Y/,^z/,-he 

yi   -î 

n^est  pas  nui.  Ainsi,  à  p  solutions  indépendantes  on  peut  en 
ajouter  une  nouvelle,  formant  avec  elles  un  système  de  />  -h  1 
solutions  indépendantes. 

Or  une  solution  r,,  ;;i,  /,,  ...,  forme  à  elle  seule  un  système 
indépendant,  car  j^',,  w|,  ^,,  ...  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  :  donc,  en 
allant  de  proche  en  proche,  on  voit  qu'il  existe  un  système  de  n 
solutions  indépendantes,  n  étant  l'ordre  du  système  proposé. 

364.  Soit  donc  un  système  quelconque  de  n  solutions  indé- 
pendantes {y,  Zx^  t^,  ..  .)^  ...,  (j«,  :;«,/„,  ...);  pour  obtenir  la 
solution  générale,  posons  dans  le  système  proposé  (S) 


(■>) 


cny„, 


C,  C2,  . ..,  Cn  étant  les  n  inconnues  nouvelles.  Le  système  trans- 
formé ne  contiendra  pas  de  termes  en  C|,  r^,  ...,  c„  (n"  362) 
puisque,  si  c,,  ...,  c„  sont  constants,  les  équations  (5)  donnent 
une  solution  du  système.  Il  restera  ainsi 


yi 


dci 
lia: 


-*-7» 


dx 


dCn 


=  ", 
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yt  yi    "•   yn 

Zi       Zi       ...       Zn 


est  supposé  ^  o, 


d^où,  puisque  le  délerminant 

dc\       dci  __       ___  dc„  _ 
dx  ~~   cLr       '  '  '       dx  ' 

c'est-à-dire 

C|  =  consl.,         C8=const.,         .... 
Donc  : 

365.  Théorème.  —  La  solution  la  plus  générale  dUm  sys- 
tème linéaire  sans  seconds  membres  est  fournie  par  les 
formules  (5),  oùct^  C2,  -",  Cn  désignent  des  constantes  arbi- 
traires, e^  (j-,,^,, /|, ...),  ...,  (^',i,  3,,,/,,, ...),  n  solutions  parti- 
culières indépendantes,  quelconques  d^ ailleurs. 

Systèmes  linéaires  à  seconds  membres, 
ÎÎ66.  Soit  par  exemple  le  système  d'ordre  trois 

Tx-^^y- =  ^3. 

Si  Ton  en  connaît  une  solution   particulière  \o,  Zq,  Ta,  on  le 
ramènera  à  un  système  sans  seconds  membres  en  posant 

j-  =  Y  -+-  Yo,        ;;  =  Z  -r-  Z«,      .  /  =  T  -4-  To, 

ce  qui  donne,  en  tenant  compte  de  ce  que  Yj,,  Z^,  To  est  une 
solution, 

g^-PiY  +  Q,Z-4.R,T  =  o, 

fil-     .    p   Y_i- 


-7^-+-P3Y^-. 


'IL 

dx 

C'est  le  système  (S|),  sans  seconds  membres.  L'intégrale  géné- 
rale du  système  à  seconds  membres  est  donc  de  la  forme 

l  r  =  Yo  -+-  c,  r,  -h  c^yt  -^  c^y^, 
(.0;  •    c  =  Zo-+- Cl  5i -4- Cjwj-f-ca^a, 

V      ^  =  To-f-  Cl  <|    -h  Cj /j   -H  C3/3, 
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Vi,  w4,  ^,  ..  .;^3,53,  ^3,  étant  trois  solutions,  indépendantes  entre 
elles,  du  système  sans  seconds  membres.' 
On  établit  comme  au  n**  362  que  : 

367.  Théorème.  —  Si  l'on  connaît  p  solutions  indépendantes 
du  système  sans  seconds  membres,  l'intégration  du  système  à 
seconds  membres  se  ramène  à  l'intégration  d'un  système  à 
seconds  membres  d'ordre  n  — p^et  à  p  quadratures. 

Les  raisonnements  et  les  calculs  sont  exactement  ceux  du  n°  362. 
En  particulier  : 

368.  Corollaire.  —  Si  l'on  connaît  l'intégrale  générale  du 
système  sans  seconds  membres,  on  saura  intégrer  le  système 
avec  seconds  membres,  à  l'aide  de  n  quadratures. 

On  posera  pour  cela,  dans  le  système  d'ordre  /i,  à  inconnues 

J't  ^t  •  •  •  » 

r=  ciyi-hctyi-h...-i-  Cnyni 


y^JZ^^ ;  ...;^,i,;;„,  ...  étant  les  /i  solutious  connues  du  sys- 
tème sans  seconds  membres,  et  C4,  Co, ...,  c,,  étant  les  /i  inconnues 
nouvelles;  le  système  à  seconds  membres  se  réduira  alors  à 

dci  dc„       ., 

dCi  dcn         ,, 


dcx  dc,i        ^    ,, 

on  en   tirera  y- >  •••>   -j-;;   et  Ion   aura  ensuite  Cj,   Cj, 

par  n  quadratures. 


H.  —  Il  26 
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Systèmes  linéaires  à  eoejjicients  constants, 
sans  seconds  membres, 

369.  Ils  sont  de  la  forme  (/i  r:=  3,  par  exemple)  : 


(7) 


dz 

-^-^Pty-^gt^-^rrt^o, 


dt 

dx 


-^p^y-^qi^-^r^t^Q, 


les  p^  (7,  /•  étant  des  constantes.  On  sait  les  intégrer,  ce  qui  est 
évident  a  priori,  puisqu'on  pourrait,  par  dérivations  et  élimina- 
lions,  réduire  le  système  à  une  équation  difierenlielle  ordinaire 
(n°  360)  dont  les  coefficients  seraient  constants. 

Pour  faire   directement  l'intégration,  cherchons  des  solutions 
particulières  de  la  forme 


7  =  Xe*', 


;  =  ^e*^,         t  =  ve^-*", 


X,  UL,  V,  s  étant  des  constantes.  Substituant  dans  (7)  et  divisant 
par  e*-*',  on  trouve 


(8) 


I'  X(5-H/?,)-f- îx<7,  -i-v/-i=o, 

X/>2  H-  [X(5  4-  yi)H- V/'2=  o, 

X/73  -T- [i<73  H-vC^-h/'a): 


Les  constantes  X,  jjl,  v  ne  devant  pas  être  nulles  à  la  fois,  on  aura 


Pr 
Pz 


71 

s-^qi 

73 


=  0, 


équation  du  troisième  ordre  en  s  (en  général  d'ordre  «)  dite  équa- 
tion caractéristique  du  système  (7).  Soient  .ç^,  s-y,  s^  ses  trois 
racines;  pour  s  =  Si,  les  équations  (8)  se  réduisent  à  deux  el 
donnent  des  valeurs  proportionnelles,  Xi  ?  'J^ij  v,,  des  constantes 
\  }JL,  V,  d'où  la  solution 


y  —  Xy  e*ix,         -5  =  (Il  e*.^,         <  =  vj  e'i-'. 
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De  même,  si  5|,  s^^  ^3  sont  distincts,  on  aura  les  deux  autres 
solutions 

r  =  ^3e''^,         ,         ; 

d'où  l'on  déduira  la  solution  générale 

jr  =  ciXic*»^-!-  CîXae^i-^-h  c^Xs^-'j-^, 
z  =^  Cl  [Il  e^i^  ~h  Cï  jij  e-^a^ -f-  C3  jxj  e^i-^, 
t  =  Cl  vi  e*i*-h  C2  vj  e*j^-+-  C3  vj  c^i-»"; 

en  admettant  toutefois  que  les  trois  solutions  sont  indépendantes, 
et  Ton  peut  établir  qu'elles  le  sont  si^i,  .ç^,  ^3  sont  distincts. 

370.  Si  l'équation  caractéristique  a  des  racines  égales,  la  mé- 
thode précédente  ne  donne  pas  n  solutions  distinctes  du  système 
proposé;  on  peut,  en  ce  cas,  trouver  les  solutions  qui  manquent 
par  un  raisonnement  analogue  à  celui  de  d'AIembert  (n"  351). 

Pour  faire  comprendre  la  méthode,  prenons  un  cas  particulier, 
soit  le  système 

(S'J  { 

Les  équations  (8)  sont  ici 

X(5  —  3)-f-  iJ.  =  o, 


(8') 

f   — 4^"  -+■  ^{^  -h  1)  =  o; 

d'où  l'équation  caractéristique 

(5  —  3)(5-t- i)-H  4  =  Oï         c'est-à-dire         (s  —  iy=  o. 

Il  y  a  une  racine  double  5  =  1. 

Modifions  infiniment  peu  les  coefficients  de  la  seconde  équa- 
tion du  système  proposé  de  manière  que  l'équation  caractéristique 
ait  deux  racines  5'  et  5''  inégales,  voisines  de  i;  la  première  des 
équations  (8'),  dont  les  coefficients  dépendent  uniquement  de 
ceux  de  la  première  équation  (S^),  n'a  pas  changé;  elle  donne 
pour  \  et  [X  les  valeurs  proportionnelles 

X  =  i,        |jL=  —  54-3; 
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d'où  les  deux  solutions  du  système 

(9')  y  =  e^'',        5=(— s'-+-3)c*'^ 

et 

y  =  e'"',        45  =  (—  5'  4-  3  )  c*"'. 

On  peut  remplacer  la  seconde  par  la  combinaison 

Y  =  = r->  Z  =  = -, 


si  Ton  fait  tendre  5''  et  s'  vers  i,  celte  solution  devient,  à  la  limite, 

pour  5  :=  1 ,  c'est-à-dire 

jr  =  xe''^,        z  =  e'( — I -+- 207). 
Cette- solution  jointe  à  la  solution  (9'),  où  5'=  i, 

fournit  la  solution  générale 

qu'on  eût  aussi  obtenue  par  la  méthode  du  n^  360. 

En  généra],  si  Téquation  caractéristique  a  une  racine,  s,  multiple 
d'ordre  k^  on  cherchera  des  solutions  de  la  forme 


et  l'on  déterminera  les  coefficients  X/,  jx/,  ...,  par  substitution 
directe.  On  trouvera  ainsi  que  ces  coefficients  dépendent,  d'une 
manière  linéaire  et  homogène,  de  k  constantes  arbitraires;  d'où 
k  solutions  correspondant  à  la  racine  multiple  d'ordre  k, 

371  •  Remarque  I.  —  Les  systèmes  d'équations  différentielles  à 
coefficients  constants,  avec  ou  sans  seconds  membres,  se  ren- 
contrent dans  un  grand  nombre  de  problèmes  de  Mécanique  et  de 
Physique  mathématique,  où  l'on  étudie  de  petits  changements 
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d^état  d'un  système  :  par  exemple,  dans  la  théorie  des  petites 
oscillations,  des  vibrations  élastiques,  des  ondulations  lumineuses, 
des  remous,  etc. 

En  effet,  dans  l'élude  de  ces  phénomènes,  on  regarde  les  corps 
comme  composés  de  molécules  séparées,  dont  chacune  a  un  petit 
mouvement  :  soient  j^,  ^,  /,  . ..  les  distances  de  ces  molécules  à 

leur  position  d'équilibre,  ^le  temps;  les  vitesses  ^>  ;t-»  •  •  •  sont 

supposées  fonctions  du  temps  et  de  la  position  des  molécules  à 
l'instant  considéré,  en  sorte  que  l'on  a 

Les  mouvements  étant  très  petits,  y,  5,  . . .  sont  voisins  de  zéro, 

et  l'on  remplace  /  par  fi{x,  o,  o,  ...)+y^-p  -|- -  .^  4- . . .,  en 

se  bornant  aux  termes  du  premier  degré  en  j^,  s,  ...  ;  les  équations 
du  problème  prennent  alors  la  forme 


les  P,  Q,  . . .,  V  étant  des  fonctions  du  temps  x.  C'est  un  système 
linéaire  à  coefficients  variables. 

Mais,  la  plupart  du  temps,  le  système  matériel  considéré  n'est 
soumis  qu'aux  influences  mutuelles  de  ses  parties,  ou  à  des  actions 
qui  dépendent  uniquement  de  la  position  de  ses  molécules,  de 
sorte  que  le  temps,  x^  ne  figure  pas  explicitement  dans  les  fonc- 
tions/*<, /a  . . .,  ni  par  suite  dans  les  fonctions  P,  Q,  V.  Le  système 
d'équations  différentielles  est  alors  à  coefficients  constants  (géné- 
ralement sans  seconds  membres)  et  de  là  vient  l'importance  des 
systèmes  de  cette  nature. 

372.  Remarque.  —  Il  n'est  pas  nécessaire,  pour  intégrer  un 
système  d'équations  linéaires,  à  coefficients  constants,  sans  seconds 
membres,  de  le  ramener  d'abord  à  la  forme  canonique  comme 
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nous  l'avons  suppose'*.  Soil  par  exemple  le  système 

A  -.-4  -+-  H  -;  -  -i-  C  r  H-  D  -j-^  -f-  E  -r-  -f-  F^  ^  o, 
(ix^  aj'  '  dx'  dr 

OÙ  A,  B,  ...,  F'  sont  des  constantes.  On  rinlégrera  de  suite  en 
cherchant  des  solutions  de  la  forme 

y  —  Xe^-^j        z  =  [le^^. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  proposées,  et  divisant 
par  e^*^,  on  a 

l{\s^  -f-  hs  -f-  C)  -+-  n(Ds^  H-  Es  4-  F)  =  G, 


=  0, 


^''^  ^  X(A'5*-+-B'5-i-C')-i-|JL(D'r--+-E's-hF')  =  o; 

d'où 

A.î5  ^  B5  -4-  G       Dj2  H-  Es  -h  F 

A's^-+-  n's  4-  G'       D'*2+  E'*  -h  F' 


équation  en  s  qui  a  quatre  racines,  ,V|,  ^2,  a's,  5,.  Pour  5  =  5|,  les 
équations  (i  i)  se  réduisent  à  une  seule,  la  première  par  exemple, 
d'où  Ton  tire  les  valeurs  proportionnelles  de  X  et  jx;  ce  qui  donne 
la  solution 

yi  ={Ds]  -i-Esi-+-  F)e*i',        -51  =  —  ( A^î -f-  B5,  +  G)e^i'. 

Les  racines  ^a,  .V3,  .V|  donneraient  de  même  des  solutions  j'2,  z^l 
yzy  -ai  y\^  -^ij  ^^  il  est  clair  que  l'on  aura  une  solution  du 
système  (lo)  en  posant 

A  priori  cette  solution  est  la  solution  générale,  car  elle  renferme 
quatre  constantes  arbitraires,  elle  système  (10),  ramené  à  la  forme 
canonique,  serait  d'ordre  4- 

Si  l'équation  en  s  avait  des  racines  égales,  on  opérerait  comme 
au  n°  370. 
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CHAPITRE  V. 

ÉTUDE  DES  INTÉGRALES  D'UNE  ÉQUATION  LINÉAIRE. 


I.  —  GÉNÉRALITÉS. 


373.  Comme  on  Ta  dit  au  n"  328,  rinlégrale  générale  d'une 
équation  linéaire  (sans  second  membre)  où  le  coefficient  de  la 
plus  haute  dérivée  a  été  ramené  à  Funilé,  n'a  pas  d'autres  points 
critiques  à  distance  finie  que  ceux  des  coefficients  de  l'équation  : 
dès  lors,  pour  connaître  la  nature  analytique  de  l'intégrale  géné- 
rale, il  importe  de  l'étudier  au  voisinage  de  ces  points  critiques; 
nous  ferons  cette  étude  dans  l'hypolhèsc  où  l'équation  est  du 
second  ordre  :  on  verra  aisément  que  la  méthode  et  les  résultats 
sont  généraux. 

374.  Soit  donc  l'équation  du  second  ordre 

où  Pi  et  /?2  sont  des  fonctions  de  x^  dont  l'une  au  moins  admet 
comme  point  critique  le  point  x  ^=i  a  :  on  supposera  que  a  est, 
pour  cette  fonction,  un-  pôle  ou  un  point  sinj^ulier  essentiel,  de 
telle  sorte  que  Pi(x)  el  p2{x)  reprennent  la  même  valeur  quand 
la  variable  x  décrit  un  petit  cercle  aulour  du  point  «  (*  ). 

Cela  posé,  soient  j^^  (a;)  et  jv'a(^)  deux  solutions  particulières, 
indépendantes,  de  l'équation  (i)  :  si  a:  décrit  un  petit  cercle  autour 
de  a  dans  le  sens  positif,  l'équalion  (i)  ne  change  pas,  et  sa  solu- 
tion générale  reste  de  la  forme  c^^i  -{-  c-yy^;  yi(x)  au  contraire 
peut  changer,  et  revenir  au  point  de  départ,  J7,  avec  une  valeur, 


(')  Si  a  était  un  point  de  branchement  pour  p^{x)  ou  p-x{x)^  l'équation  dif- 
férentielle changerait  quand  x  tournerait  autour  de  a,  et  une  théorie  générale 
serait  impossible  :  il  faudrait  une  étude  spéciale  dans  chaque  cas  particulier. 
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Yi(x);  maïs  comme  Yt  (^x)  est  encore  solution  de  (i)  on  a 

(2)  Y,(a:)=  X|^i4-  Xsjj        (lu  ).i=  const.), 

et  de  même,  en  désignant  par  Y2  ce  que  devient  jv'2  quand  x  tourne 
une  fois  autour  de  a, 

(3)  Y,(a7)=  fiij^i-4-  \iiyt'        l>i»  {Xî=  const.). 

D'après  cela,  oLi  et  a2  désignant  des  constantes,  la  solution 
*iJKi  -H  a2j^'2  devient 

a,Yi-f-asY„ 
c'est-à-dire 

(ai X,  H- as fx, ) j-, -f-(ai X,H- a, fi,) j/j ; 

cherchons  à  déterminer  dt  et  a2  de  manière  que  ony^-\-d2y2  ^<? 
reproduise  multiplié  par  un  facteur  constant,  s.  Il  faut  que  : 

(  a,X2-i-ai[i2=  sa,, 
d'où,  par  élimination  du  rapport  ~> 

I'   ^1  —  s  u.|        I 

équation  du  second  degré  en  5,  dont  nous  désignerons  les  racines 
par  ^1  et  ^2* 

375.  Supposons  d'abord  5,^50.  Pour  5  =  5|  ou  .^  =  52,  les 
équations  (4)  en  ai  et  a2  sont  compatibles  et  donnent  des  va- 
leurs proportionnelles  de  ces  constantes,  ce  qui  détermine  deux[^) 
solutions  de  l'équation  différentielle  proposée,  et  deux  seule- 
ment (2)  : 

ai7i-t-aî>'2     ou     Zi{x),         «'iJ^i-h  a'j>'î     ou     ^4(0?), 

qui  se  reproduisent  multipliées  respectivement  par  des  constantes 


(^)  En  regardant  comme  une  seule  solution  s, (a;)  et  c^z^{x)^  où  c,  =  const. 

(')  Les  équations  (4)  en  a,  et  a,  ne  sont  des  identités,  pour  5  =  «,  par 
exemple,  que  si  X,  =  1x3=  s^  et  X2=  jjij=  o.  En  ce  cas  Téquation  en  s  se  réduit  à 
(X,— j)([X2 — 5)  =  0,  c'est-à-dire  (j  — 5^)^=0,  et  elle  a  ses  racines  égales,  cas 
exclu. 


L 
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(5f  els^)  quand  x  tourne  une  fois,  dans  le  sens  positif,  autour  du 
point  x  =  a. 

Je  dis  que  ces  deux  solutions  sont  distinctes,  c'est-à-dire  qu'il 
n^exisle  pas  de  relation  identique  de  la  forme 

(6)  CiZi(x)-h  C2Zf(x)  =  o        (ci,cj=  consl.). 

En  effet,  si  une  pareille  relation  existe  identiquement,  elle 
subsiste  quand  x  décrit  un  cercle  autour  de  a,  c'est-à-dire  qu'on 

a  aussi 

c^SiZ^(x)  -h  Cj5,;:,(a7)  =  o, 

d'où  l'on  conclut,  par  comparaison  avec  (6), 

Si  =  5j, 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

De  là  se  déduit  aisément  la  nature  des  fonctions  z^  et  z^  autour 
du  point  a. 

En  effet,  la  fonction  (x —  a)^,  quand  x  tourne  une  fois  autour 
de  a  dans  le  sens  positif,  se  reproduit  (n**  97)  multipliée  pare^^'^*; 
si  donc  on  choisit^  de  manière  que  e^^^'=  5|,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

la  fonction  se  reproduira  mulliplice  par  5,,  comme  la  fonction 
z,  (x)  :  il  en  résulte  que  le  quotient 

\OgSi 

(x  —  ay^' 

se  reproduit  multiplié  par    -,  ou  i ,  c'est-à-dire  est  uniforme  a«//owr 

du  point  a.  Ce  point  ne  peut  donc  être,  pour  le  quotient,  qu'un 
point  ordinaire,  un  pôle,  ou  un  point  singulier  essentiel.  Donc, 
autour  de  a.  Ton  aura 

\ogs, 

(7)  zi(x}=(x-a)^-^i         G,(:r), 

Gi(x)  étant  une  fonction  uniforme  autour  de  a,  développable  par 
la  série  de  Laurent  (n*'*  121-122)  sous  la  forme  : 


0,(07): 


B«  B| 


(8)      /  {x  —  ay^      '    •       a?  — a 

I  -+- AoH- A,(ar  — a)-l-.  ..-h  A„(a:  — a)"-4-. 
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Les  termes  à  puissances  négatives  en  x  —  a  disparaissent  com- 
plètement, on  ne  sont  qu'en  nombre  limité,  si  a  est  un  point 
ordinaire  ou  un  pôle  de  G(.r).  On  a  de  même 

log.Va 

(9)  ^,(^)  =  (.r-a)«'^'         Gî(x), 

G2(^)    ayant,    autour    du    point    a^    un   développement  de  la 
forme  (8). 

376.  A-insi  : 

U équation  (5)  en  s  ayant  ses  racines  5,  et  s^  distinctes, 
l'équation  différentielle  proposée  (i)  admet  deux  solutions 
indépendantes  (et  deux  seulement)^  ^,  et  ^o?  des  /ormes 

(10)  Zi  =  (a;  —  ay'iGi{x)y         z^— {x  —  rt)'*jGî(ar), 

oit  /•<  =  rr^^^G'^i»  '*2=  — .Iog52,(?^  oii  G^[x)et  G2{^)  sont  des 

fonctions  uni/ormes  aux  environs  de  a,  développables  autour 
de  ce  point  par  la  série  de  Laurent, 

L'inÇégrale  générale  de  la  proposée,  qui  est  C|  z^  -h  c^z^y  est  dès 
lors  d'une  forme  connue  autour  du  point  a. 

377.  Remarque.  —  Si  Ton  était  parti  primitivement  de  deux 
solutions  autres  que  y^  et  j'2,  également  indépendantes  entre 
elles,  on  aurait  été  conduit  à  la  même  équation  (5)  en  s  :  car  il 
n\'  a  que  deux  solutions  de  l'équation  différentielle  (1)  qui, 
lorsque  la  variable  x  tourne  autour  du  point  a,  se  reproduisent 
multipliées  par  dos  constantes,  ainsi  qu'on  Ta  vu  plus  haut.  On 
retrouvera  donc,  pour  les  deux  constantes,  les  mêmes  valeurs  5| 
et  A'o  que  dans  le  premier  calcul.  11  en  résulte  que  les  coefficients 
de  l'équation  en  5,  ou  plutôt  leurs  rapports,  sont  des  in\?ariantSf 
c'est-ù-dire  ne  dépendent  que  de  l'équation  (1),  et  non  des  solu- 
tions^,, Vi  choisies  primitivement. 

378.  Supposons  maintenant  Sx^=s.>.  On  voit,  comme  plus 
haut,  que  l'équation  [)ro|)Oséc  (1)  admet  une  solution  c,,  de  la 

l'orme 

1  , 

(7)  -^==(^_«)27:/         G,(.r), 
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qui  se  reproduit  multipliée  par  ^i  quand  x  tourne  une  fois  autour 
du  point  a  dans  le  sens  positif.  Prenons  maintenant,  pour  solu- 
tions indépendantes  de  Téquation  (i),  ;;,  et  une  autre  solution  j^i  ; 
quand  x  tourne  une  fois  autour  de  a  dans  le  sens  positif,  y^ 
devient  Y,  : 

et,  comme  ^i  devient  s^  z^ ,  l'équation  en  s  est 

j   p,  — .ç         o 

Pour  qu'elle  admette  la  racine  double  s^ ,  il  faut  que  pi  =  ^i . 
Donc  on  a 

ou 

Yi    ^  Zl  _^  ps . 

SiZi  Zi  Si 

Or  la  fonction  ^t  lorsque  x  décrit  un  cercle  autour  de  a  dans 

.  .  .  Y  . 

le  sens  positif,  devient — ^;  la  relation  précédente  montre  par  suite 

qu'elle  se  reproduit,  à  la  constante  additive  près  —  • 

La  fonction —^V- lofffx  —  a)    jouit   évidemment   de   la   même 

propriété,  de  sorte  que  la  différence 

Zi  'iTZlSi        ''^  ^ 

est  une  fonction,  K(j^),  uniforme  autour  du  point  a,  c'est-à-dire 
une  fonction  développable  autour  de  ce  point  par  la  série  de  Lau- 
rent (n°  121). 
On  a  donc 

yi  =  ^1  ^]-  log(  j:  —  a)  -h  w,  K(x), 
c'est-à-dire,  en  remplaçant  ^i  par  sa  valeur  (;;), 

y^  =  (x-  ay-^i         [Ki(.r)  -+-  h  Gi(jr)  iog(r  -  a)], 

K,(x),  égal  à  K(jc)G,(.r),  étant  une  fonction  de  même  nature 
que  K  et  G|,  et  h  désignant  une  constante. 
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379.  Ainsi  : 

L^ équation  (5)  en  s  ayant  ses  racines  égales  à  s^,  Véqua-- 
tion  différentielle  proposée  admet  deux  solutions,  z^  etyx,  des 
formes 

(  <zi  =  (a?  — a)''tGi(a:), 
\yx-={x-aY^{K,{x)^hG,{x)\o<r{x-a)], 

oii  r^  est  égala  — vlog^i,  h  une  constante,  et  où  G^  et  K|  sont 

des  fonctions   uniformes    aux  empirons  de  a,  déi^eloppables 
autour  de  ce  point  par  la  série  de  Laurent. 

L'intégrale  générale,  C|Iî|  -{-  c\y^,  est  dès  lors  de  la  même  forme 
que  y^  autour  du  point  a. 

380.  Il  résulte  de  cette  étude  que  les  propriétés  de  l'intégrale 
aux  environs  du  point  a  sont  liées  à  l'équation  en  s  qui  correspond 
à  ce  point;  mais  on  ne  sait  pas  former  facilement  et  directement 
cette  équation  dans  le  cas  général,  parce  que  les  coefficients 
^1)  5^2»  [J^ij  ,"-2  qui  y  figurent  sont  inconnus  a  priori {*).  Il  serait 
également  très  difficile  de  calculer  les  coefficients  des  développe- 
ments en  séries  de  Laurent  des  fonctions  Gi,  G^  ou  K|. 

On  se  bornera  donc,  dans  ce  qui  suit,  à  l'étude  d'un  cas  parti- 
culier très  étendu,  qui  est  d'ailleurs  le  plus  intéressant. 

381.  Ce  cas  est  celui  où  les  fonctions  G|,  G^  et  Kj  admettent 
le  point  a  comme  pôle  ou  point  ordinaire  :  leurs  développements 
en  série  de  Laurent  sont  alors  limités  du  côté  des  puissances  néga- 
tives, et  l'on  dit  que  l'intégrale  générale  est  régulière  autour  du 
point  a.  Nous  particulariserons  encore  le  cas  en  supposant  que  le 
terme  en  log(a:  —  a)  disparaît  dans  la  solution  générale  :  ce  terme 
n'existe  pas  si  5,^52  [équations  (lo)];  pour  Si  =  ^a,  il  disparaîtra 
lorsque  h  sera  nul  [équation  (i  i)]. 

En  vertu  de  ces  hypothèses  et  des  formules  (lo)  ou  (i  i),  l'équa- 
tion différentielle  aura  deux  solutions  indépendantes  des  formes 


(')  Pour  les  obtenir  il  faudrait  suivre,  par  la  méthode  du  n«  330,  la  variation 
des  deux  solutions  ^j  et  y^  de  la  proposée,  quand  la  variable  a:  tourne  autour  du 
point  a. 


CHAPITRE  V.   —   ÉTUDE   DES   INTÉGRALES   D*UNB   ÉQUATION   LINÉAIRE.      4l3 

Zf  =  (x  —  ayiG^{x);  Z2=  (x  —  a)'"«G2(:r),  G^  et  G2  admettant 
le  point  a  comme  pôle  ou  comme  point  ordinaire,  et  r^  pouvant 
être  égal  à  r^.  D^ailleurs,  si  a  est  un  pôle  d'ordre  a  de  Gi(x), 
{a:  —  a)*  G^  (x)  sera  une  fonction  holomorphe  autour  du  pointa  ; 
désignant  cette  fonction  par  H|(j?),  on  a  la  solution 

z,  =  (ar  — a)''.-aHi(a:), 

c^est-à-dire  que  la  proposée  admettra  deux  solutions  distinctes  des 
formes  {x  —  a)^''H|(x);  {x  —  a)'*«H2(:r),  Hj  et  H2  étant  holo- 
morphes  autour  du  point  a. 

La  première  question  qui  se  pose  est  de  reconnaître,  sur 
Téquation  diflerentielle  proposée,  dans  quel  cas  il  en  sera  effecti- 
vement ainsi;  de  là  le  problème  suivant,  qu'on  va  chercher  à 
résoudre. 

382.  Énoncé  du  problème.  —  Étant  donnée  Véquation  li- 
néaire 

d^y  dy 

trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  que  doivent 
remplir  les  fonctions  p\{x)  et  p2{^)  pour  que,  autour  d'un 
point  x=ia  du  plan,  l'équation  admette  deux  solutions  dis- 
tinctes de  la  forme 

H|(j?)  et  H2(x)  étant  holomorphes  autour  du  point  a  (*). 

Remarques,  —  1°  On  pourra  supposer  H|(a)  et  H2(a)^o; 
sinon  H,  (j?),  par  exemple,  développé  par  la  formule  de  ïaylor  : 

Hi(a7)  =  Hi (a)  -{-{x-a)  \\\  (a)  H-. . ., 

contiendrait  en  facteur  une  certaine  puissance  de  x  —  a,  qu'on 
pourrait  réunir  k  {x  —  a)'*i,  ce  qui  ne  ferait  que  changer  la  valeur 
de  la  constante  r^ . 

Par  suite,  en  multipliant  'R^  et  H2  par  des  facteurs  constants 


(*)  Dans  tout  ce  qui  suit,  la  lettre  H  désignera  une  fonction  holomorphe  au- 
tour du  point  a. 
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convenables,  on  pourra  supposer  H|  (a)  =  H2(r/.)  =  i,  de  sorte 
que,  si  l'on  développe  K|  (x)  et  H2(j:)  par  la  formule  de  Taylor, 
l'équation  proposée  doit  admettre  les  deux  solutions 

Zi-=  {X  —  ay>-¥-  c\ix  —  «)''a-^»-i-  c'^(x  —  a )'■*+* H-. . ., 

les  deux  séries  étant  convergentes  autour  du  point  x  =  a. 

2°  Observons  que,  si  /-^  =  7-2,  l'équation  diflercntielle  admet 
la  solution 

qui  commence  par  un  terme  en  (x  —  a)''i+^,  h  étant  entier  et  ^i. 
On  aura  donc  toujours  le  droit  de  supposer  7'2</'i,  puisque  si 
/'a  était  égal  à  /'i,  on  remplacerait  ^2  par  la  solution  :;,  —  z^^  qui 
correspond  à  l'exposant  r^  -j-  h. 

383.  Théorème.  —  Pour  que  r équation 

admette  deux  solutions  distinctes  des  formes 

x^  =  (j- -.aY^  II, (.r),         z^^^x—  ay.  H j(.r), 

H,  et  H2  étant  holomorphes  autour  du  point  a,  il  est  nécessaire 
(mais  non  suffisant)  que  a  soit  un  point  ordinaire  ou  un  pôle 
d'ordre  i  au  plus  pour  la  fonction  pi^  de  x[i^=^\  ^1).    * 

En  effet,  en  exprimant  que  {x  —  a)'"»  H,  (,r)  est  une  solution  de 
Téquation,  on  obtient,  après  division  par  (x  —  ayi~', 

o  =  [/.,(r,_i)H,(x)4-'2r,(jr—  a)U\(x)  -i-  {x  —  ay  H\{r}] 
-h  (X  —  a)[rilli^  (x  —  a)U\  ipi(x)  -h  (x  —  ay-Uiptix). 

De  même,  en  écrivant  que  (x  —  ay^H^  est  une  solution  : 

-     o  =  [ri(r2—i)  Ui(x)  -+-  •2/'s(.r  —  a)  H',  (a:)  -h  {x  —  ay  H;  (r)J 
-{-(x  —  a)  \r2ll2-hix  —  a)H'^]pi(x)-\-{x  —  ayiiiPi{.r). 

On  tire  de  là,  pour  (x  —  «)/>i  cl  (x  —  û)V^27  deux  valeurs 
dont  le  dénominateur  commun  est  la  fonction  holomorplie  autour 
du  pointa,  (/',  — /'a)  H|  (x)  H2(j?)  4- (:r  —  a)[H2H',  —  H.H..], 
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eldonl  le  numérateur  est  aussi  une  fonction  holomorplic  de  x  au\ 
environs  de  x  =  a.  Or  le  dénominaleur  ne  s'annule  pas  pour 
x  =  a,  car  il  se  réduit  à  (/'i  —  /'a)  H^  («)  H2(<^i),  quantité  non 
Diille,  puisque  ili{a)  =  ll2{a)  =■  i  et  que  r,^/*2  :  on  en  conclut 
que  {x  —  a)/)i(x)  et  {x  —  ci)^ P2{'^)  sont  liolomorphes  autour  du 
point  «,  c'est-à-dire  que  /)^(x)  admet  a  comme  point  ordinaire  ou 
comme  pôle  d'ordre  un  au  plus,  et  que  p-^i-J^)  Tadmct  comme 
point  ordinaire  ou  comme  pôle  d'ordre  deux  au  plus. 

c.    Q.    F.    D. 

D^ailleurs,  si  a  est  point  ordinaire  pour  les  deux  fonctions 
P\{x)  et  p2[x).  rintégralc  générale  de  l'équation  proposée  est 
liolomorphe  autour  de  a^  d'après  le  n"  328,  sans  qu'il  y  ait  d'autre 
condition  à  vérifier;  il  suffit  donc  d'étudier  le  cas  où  a  est  un 
pôle  de  l'une  au  moins  des  deux  fonctions. 

384.  Soit  donc  a  un  pôle  d'ordre  un,  au  plus,  poury>,(.r), 
et  deux,  au  plus,  pour p^ix);  on  a  autour  de  ce  point 


•^) 


(.r  —  a)*        x  —  a 


les  coefficients  A,  B,  C  pouvant  être  nuls,  mais  non  simultané- 
ment, car  a  est  un  pôle  pour  l'une  au  moins  des  deux  fonctions. 
Exprimons  maintenant  que  l'équation   différentielle  proposée 
admet  une  solution  de  la  forme 

c'est-à-dire 

z  =  {x  ~  ay -*-  Ci(x  —  a)''^^  -h  Ci(x  —  a]'' "-'-',-. . . 

Nous  avons,  en  remplaçant  dans  l'équation  />,  (x)  et  p-iix)  par 
leurs  valeurs  (12), 

.  0=  r{r  —  i)(x— a)''-2H-Ci(r4-  i)/'(.r  —  a/'-» 

I  -k- Ci{r -\- i){r -{- \){x  —  ay-r-, .  . 

-^[r{x — a)'■-*-^c,(^-h  î)(.r  — ^«)''-h. .  .]     — i-aj  \-%y{x  —  a  )-\' , 
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Egalons  mainlenant  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puis- 
sances de  {x  —  a)  dans  le  second  membre. 

Le  terme  de  moindre  degré  est  celui  en  {x  —  aY"^,  qui  donne 

(i4)  r(r  —  i)-h  ArH-  B  =  0. 

De  même  le  terme  suivant,  en  {x  —  ût)'""*,  donne 

(i5)  Ci[(r-hi)rH-A(/'-+-i)-i-B]  -+- «or -4- G  =  o, 

et,  en  général,  le  terme  en  {x  —  a)''+'"~2  donne 

{  H- <?,„-,(    )-¥c,n-i{    )-+-...=  o. 

L^équation  (i4)  ne  contient,  comme  quantité  inconnue,  quer; 
elle  détermine  donc  r,  et  donne  pour  /•  deux  valeurs,  que  nous 
désignerons  par  r<  et  r^.  Elle  s'appelle  Yéquation  déterminante 
relative  au  point  a;  nous  représenterons  son  premier  membre 
par  F(r),  en  posant 

F(r)  =  r(r  — i)-i-Ar-+-n. 

L'équation  (i5),  qui  s'écrit 

CiF(r-{-i)-i-aor-hC  =  o, 

donne  c,,  pourvu  qu'on  ait  F(r-f-i)^o;  de  même,  en  général, 
l'équation  (i6),  où  le  coefficient  de  Cm  est  F(r-|-7n),  donnera 
c,n  en  fonction  des  coefficients  précédents,  pourvu  qu'on  ait 

F(r-}-  m)$o. 
Il  y  a  dès  lors  deux  cas  à  distinguer. 

38S.  Premier  cas.  —  Les  racines  /-,  et  r.  de  l'équation  déter- 
minante ont  une  différence  qui  n'est  pas  un  nombre  entier. 

Dans  ce  cas,  en  faisant  r  =  ;*,  dans  les  équations  (id)  et  (i6), 
on  détermine  successivement,  sans  ambiguïté  ni  impossibilité,  les 

coefficients  c,,  <?2>  •••?  ^w?  Fn  effet,  aucune  des  quantités 

F(/-ï-hi),  F(/'i4-2),  ...,  F(r4-hm),  ...  n'est  nulle,  puisque 
F(/)  ne  s'annule  que  pour  r  =  r^,  r=  r.2  et  que  r^  n'est  pas  de 
la  forme  Ti  +  m,  par  hypothèse.  On  obtient  ainsi  le  développement 
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d^une  solutioD  Zi  : 

5,r=  (a7--a)'*i[i-t-Ci(a:  —  a) -+- Cj(ar  —  a)«-t-. .  .J, 

et  il  ne  resterait,  pour  compléler  le  raisonnement,  qu'à  établir  la 
convergence  de  la  série,  tout  au  moins  pour  les  valeurs  de 
iïiod(j7  —  a)  assez  petites,  point  que  nous  admettrons  sans 
dé  nions  Iration  (Théorème  de  Fuchs). 

On  fait  le  même  raisonnement  avec  la  racine  Ta,  et  Ton  détermine 
de  même  une  solution  correspondante  ^2.  Donc  enfin  : 

Si  a  est  un  pôle  d^ ordre  un  au  plus  pour  p\{x)j  deux  au 
plus  pour  p2{x)^  et  si  V équation  déterminante,  relati\^e  au 
point  a,  a  pour  racines  deux  quantités  r^  et  r^^  dont  la  diffé- 

rence  n^  est  pas  entière,  l'équation  -,^  "^  P\{^)-^  -\-Pt{x)y  =  o 

admet  deux  solutions  {évidemment  distinctes)^  Zx  et  z^^  des 
formes 

«I  =  (a:  —  a)'-.  Hj (ar),        ;5,  =  (ar  —  aY»  H,(a?), 

H,(j:)  et  H2(x)  étant  holomorphes  autour  du  point  a,  et  non 
nuls  pour  x  =  a. 

386.  Deuxième  cas.  —  Les  racines  Ti  et  r^  de  V équation  dé- 
terminante ont  pour  différence  un  nombre  entier, 

I®  Si  ce  nombre  est  nul,  c'est-à-dire  si  ri  =  r2,  il  est  impos- 
sible que  Téquation  admette  deux  so\ui\ons  distinctes,  des  formes 
{x  —  a)^iHi  (x)  et  (x  —  rt)^sH2(j?)  :  en  effet,  si  ces  solutions 
existaient,  d'après  les  calculs  du  n°  38i,^i  et  q^  seraient  racines 
de  l'équation  déterminanle,  c'est-à-dire  que,  nécessairement,  on 
aurait  ^r,  =  y2=ri;  mais  on  a  vu  qu'on  avait  le  droit  de  sup- 
poser q\^q2  (n**  382,  Remarque  a")  :  les  deux  solutions  ne 
peuvent  donc  exister.  On  reconnaît,  comme  au  numéro  précédent, 
qu'il  existe  une  solution  de  la  forme  {x  —  a)'*i  H,  [x), 

a"  Si  la  différence  r^ — /^  est  entière  et  non  nulle,  soit  r^  la 
plus  petite  des  deux  racines;  on  aura 

7-1=  ri-+-/i, 
n  étant  entier  et  au  moins  égal  à  i . 

H.  —  II.  27 
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En  ce  cas,  il  y  a  toujours  une  solution  de  la  forme 

(x  —  ay»  Ui{T); 

F(r),  en  effet,  n^admeltantpasde  racine  supérieure  à  7*2,  les  quan- 
tités F(r2-|- i),  F(r2-|- 2),  ...,  F(r2-i-m),  ...  sont  toutes  diffé- 
rentes de  zéro,  et  le  calcul  des  coefficients  c'  du  développement 

se  fait,  sans  ambiguïté  ni  impossibilité,  comme  on  Ta  vu  aux  nu- 
méros précédents. 

Reste  à  voir  s'il  existe  une  solution  de  la  forme  (x  —  rt)'*iH,(j:), 
c'est-à-dire 

Zi  =  {x  —  a)'*i[n-  Cl  (a:—  a)  -{-  Ct{x  '-  a)*-^, . .], 

Le  calcul  des  coefficients  c  se  fait  sans  difficulté  jusqu'au  coef- 
ficient Cfit  n  étant  l'entier  défini  ci-dessus;  car  F(ri  +  i), 
I'X''2-i-  2),  . . .,  F{ri  -\-  n  —  1)  sont  différents  de  zéro. 

Au  contraire,  l'équation  (16),  qui  doit  donner  c,,,  est 

(16  6w}  c,iF(/'i-+-n)  4-c„-i(    )-l-c„-2(    )-+-...  =  0, 

et  le  coefficient  de  c,,,  c'est-à-dire  F(/'i  -f-  n)  ou  F(r2),  est  nul.  Il 
reste  alors  une  équation  entre  les  quantités  c„_i,  c„_n,  ...,  Ci, 
précédemment  déterminées,  et,  si  l'on  remplace  ces  quantités  par 
leurs  valeurs  trouvées,  on  obtient  une  relation  entre  /•,  et  les 
coefficients  des  développements  (12)  depi(x)  elp2{x)  autour  du 
point  X  =:a. 

Si  cette  relation  n'est  pas  vérifiée,  et  cest  le  cas  général,  le 
calcul  des  coefficients  c  est  impossible,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe 
certainement  pas  de  solution  de  la  forme  {x  —  a)'*»  H,  {x). 

Si  elle  est  vérifiée,  l'équation  qui  suit  celle  qui  devait  donner  c» 
fournira  c«^4  en  fonction  de  Cw,  Cn-\j  . . .,  C|  ;  la  suivante  donnera 
C;,^2,  et  ainsi  de  suite,  sans  impossibilité  :  le  coefficierrt  c,,  restera 
donc  indéterminé.  Il  y  aura  dès  lors  une  infinité  de  solutions  de  la 
forme  {x  —  a)''t  H,  (x),  ayant  les  mêmes  termes  en  (x  —  a)  jus- 
qu'au terme  Cn{x  —  a)'*»'^"  exclusivement  :  ce  résultat  pouvait 
être  prévu,  car  s'il  existe  une  solution  (x  —  a)'*iH|(j7)  et  une 
solution  {x  —  a)'*»  Il2(x),  il  y  aura,  puisque  /•«=  /'i  -H  /i,  la  solu- 
tion 

{x  -  ayt  [Hi(a:)  -j-  X (x  —  a)"  H,(ar)], 
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X  étant  une  constante  arbitraire;  le  crochet  est  encore  une  fonc- 
lion  holomorphe  de  x  autour  du  point  a,  puisque  n  est  entier,  et 
le  coefficient  du  terme  en  (x  —  a)"  y  est  indéterminé. 

De  là  résultent,  en  admettant  toujours  la  convergence  des  déve- 
loppements obtenus,  ces  propositions  : 

Si  a  est  un  pôle  d'ordre  un  au  plus  pour  p\{x)^  deux  au 
plus  pour  p2{x),  et  si  les  racines  /'i,  /-^  de  l'équation  détermi- 
nante sont  égales,  l'équation  différentielle  proposée  admettra 
une  solution  de  la  forme  [x  —  a)''»  H,  {x),  mais  n'en  admettra 
jamais  une  seconde. 

Dans  les  mêmes  conditions,  si  la  différence  rj  —  r^  est  en- 
tière, et  si  r2>  ''d  Hy  aura  toujours  une  solution  de  la  forme 
{x  —  ay^  H2(x)  ;  pour  qu'il  y  ait  aussi  une  solution  de  la  forme 
{x  —  aY*lli{x)y  il  faut  et'  il  suffit  qu'une  certaine  condition 
auxiliaire  (*)  soit  'vérifiée  par  les  coefficients  de  V équation 
différentielle. 

Dans  ces  énoncés,  les  II(^)  dt'signent  toujours  des  fonctions 
holomorphes  autour  du  point  a,  non  nulles  pour  x  =  a. 

387.  Résumé.  —  En  résumé,  pour  que  l'équation 

admette  deux  solutions  distinctes,  des  formes 

{x  —  ayt  H, (a;),     (x  —  ay*  \\t{x), 

Hi  et  Ha  élant  holomorphes  autour  du  point  a,  il  faut  et  il 
suffit  : 

1°  Que  a  soit  pour  pi{x)  un  point  ordinaire  ou  un  pôle 
d'ordre  i,  au  plus. 


(^)  La  condition  auxiliaire  se  forme  aisément.  En  eflct,  si  l'on  se  reporte  au 
n*  386  2%  les  équations  successives  qui  donnent  Cp  e,,  . ..,  c„_j  sont  Hnéairp.s  par 
rapport  à  ces  quantités;  Téquation  (i6  bis)  l'est  également,  et,  par  suite,  l'élimina- 
tion de  c,,  C],  ...,  c„_i  entre  ces  relations  conduite  égaler  à  zéro  un  déterminant. 
Les  éléments  du  déterminant  sont  les  coefficients  des  quantités  c,,  c'est-à-dire  des 
fonctions  connues  de  f\  et  des  coefficients  (connus)  A,  B,  C,  a^,  ...,  a.,  ..., 
?•)  '-M  ?if  •••  <iu^  figurent  dans  les  développements  {ti)  de Pi{x)  et p^{x)  au- 
tour du  point  x  ~  a. 
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Si  c'est  un  point  ordinaire  pour  les  deux  fonctions  /?/,  toutes 
les  solutions  de  l'équation  proposée  sont  holoroorphes  autour  de 
ce  point  sans  qu'il  y  ait  d'autres  conditions  à  vérifier  (u*^  3i28).  Si 
c'est  un  pôle  de  l'une  au  moins  des  deux  fonctions,  il  faut  et  il 
suffit  en  outre  : 

2®  Que  Inéquation  déterminante  relative  au  point  a  ait  ses 
racines  distinctes:  ces  racines  sont  alors  les  quantités  r^  et  r^; 

3"  Que,  si  la  différence  /'a  —  r^  est  entière^  une  condition 
auxiliaire,  facile  à  former,  soit  satisfaite. 

Si  ces  conditions  sont  satisfaites,  l'intégrale  générale  de  Téqua- 
tion  proposée  estC|(j:  —  a)'*iH|(j?)  4- <?a(^  —  «)''«H2(ar),  C|  etCj 
étant  deux  constantes  arbitraires,  et  cette  formule  montre  comment 
l'intégrale  se  comporte  aux  environs  du  point  a. 


II.  —  APPLICATIONS. 


388.  Problème.  —  I.  Reconnaître  si  r intégrale  générale  de 
réquation  y -^ pi{x)y -^ P2{x)y  =  o  est  méromorphe  dans 
tout  le  plan  {à  distance  finie). 

Il  faut  et  il  suffit,  pour  que  l'intégrale  soit  méromorphe  dans  tout 
le  plan,  qu'elle  n'ait  comme  points  critiques  à  distance  finie  que 
des  pôles.  Les  points  critiques  ne  peuvent  être  que  ceux  de ^^«(j?) 
et  p2{x)y  d'après  le  n**  328;  soit  a  l'un  d'eux.  Pour  que  l'inté- 
grale générale  soit  méromorplie  autour  de  a,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'équation  admette  autour  de  a  deux  solutions  distinctes,  niéro- 
morphes  ou  holomorphes,  c'est-à-dire  des  formes  (x  —  a)''iH,  (x) 
et  {x  —  a)''«H2(oF),  r,  et  /'a  étant  des  entiers  négatifs  ou  positifs; 
donc,  en  vertu  de  la  théorie  générale  précédente  :  i"a  devra  être 
pour  pi(x)  un  point  ordinaire  ou  un  pôle  d'ordre  i  au  plus; 
2"  l'équation  déterminante  correspondante  devra  avoir  ses  racines 
distinctes  et  entières  ;  et  S""  la  condition  auxiliaire  devra  être 
satisfaite.  Il  devra  en  être  de  même  pour  tous  les  points  critiques 
de/?i  {x)  eip2{x).  Voici  donc  le  résultat. 
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Pour  que  P intégrale  générale  soit  méromorplie  dans  tout  le 
plan  il  faut  et  il  suffit  : 

I®  Que  pi{x)  etp2{x)  niaient  comme  points  critiques  que  des 
pôles  d'ordres  respectifs  un  et  deux,  au  plus  (ce  qui  entraîne 
que  pt(x)  et  p2{x)  soient  méromorphes  dans  tout  le  plan)] 

2®  Qu'en  chacun  de  ces  pôles,  a,  l'équation  déterminante 
ait  ses  deux  racines  distinctes  et  entières  ; 

3  •  Que  la  condition  auxiliaire  correspondante  y  soit  vérifiée. 

Soit  alors  r^  la  plus  pelile  racine  de  Téquation  déterminanle 
relative  an  point  a;  le  point  a  est  pour  Tinlégrale  générale, 
c,(j:—  ayiïli{x)-{-  C2{x  —  a)'"tH2(x),  un  zéro  d'ordre  r,  (point 
ordinaire)  ou  un  pôle  d'ordre  — /'i,  selon  que  r^  est  positif  ou 
négatif  [car  H,  (a)  ^  o]. 

On  connaît  ainsi  les  pôles  de  l'intégrale  générale,  dans  le  cas 
où  elle  est  méromorphe,  et  Tordre  de  multi|)licité  de  chacun 
d'eux. 

389.  Problème.  —  II.  Reconnaître  si  l'intégrale  générale 
de  l'équation  y^ -¥ p%  {^)y  -^ P2{^)y=  o  est  holomorphe  dans 
tout  le  plan  {à  distance  finie)^  c'est-à-dire  si  c'est  une  fonction 
entière. 

Le  raisonnement  est  le  même  que  ci-dessus,  seulement  a  ne 
pourra  plus  être  un  pôle  pour  l'intégrale  générale;  ce  devra  être 
uu  point  ordinaire,  c'est-à-dire  qu'en  outre  des  conditions  du 
n**  388,  /'i  et  Ta  ne  pourront  être  négatifs.  Donc  : 

Pour  que  l'intégrale  générale  soit  holomorphe  dans  tout  le 
plan,  il  faut  et  il  suffit: 

1°  Que  p^{x)  et  p2(x)  soient  des  fonctions  méromorphes 
dans  tout  le  plan,  avec  des  pôles  respectifs  d'ordre  un  et  deux 
au  plus  ; 

2*^  Qu'en  chacun  de  ces  pôles  l'équation  déterminante  ait 
ses  deux  racines  distinctes^  entières  et  non  négatives; 

3**  Que  la  condition  auxiliaire  correspondante  y  soit  vérifiée. 

Dans  le  cas  oùp^^x)  et  p2{x)  sont  holomorphes  dans  tout  le 
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plan  {à  distance  Jinie)^  l'intégrale  générale  l'est  également, 
sans  autres  conditions,  d'après  le  théorème  général  du  n°  328; 
c'est  ce  qui  se  produit,  par  exemple,  dans  le  cas  des  équations 
linéaires  à  coefficienls  constants,  dont  l'intégrale  est  une  somme 
de  termes  de  la  forme  e*^P,«(j7). 

390.  Remarque.  —  On  peut  également  reconnaître  si  Tinlé- 
grale  générale  a  un  point  critique  à  U infini.  Il  suffit  pour  cela 
de  faire  dans  l'équation  différentielle  le  changement  de  variable 

indépendante  ^  =  -  :  on  ohtient  ainsi  une  équation  linéaire  nou- 
velle en  y  et  w,  et  l'on  étudie,  par  les  méthodes  précédentes,  la 
nature  du  point  u^^o  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation 
transformée. 

391.  Problème  III.  —  Reconnaître  si  U intégrale  générale 
de  Véquation  y" -\-p\{x)y -{- p2{oc)y  ^=o  est  une  fonction 
rationnelle  de  x. 

Une  fonction  rationnelle  n'est  autre  chose  (n°  136,  3**)  qu'une 
fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan,  pour  laquelle  le  pointa 
rinfini  est  un  point  ordinaire  ou  un  pôle.  Donc  : 

Pour  que  V intégrale  générale  soit  une  fonction  rationnelle j 
il  faut  et  il  suffit  : 

a.  Que  les  conditions  du  n^  388  soient  satisfaites; 

b.  Que,  si  Von  pose  x=  -  y  pour  obtenir  l'équation  trans- 
formée 

I®  Le  point  u  =  o  soit  un  point  ordinaire  ou  un  pôle  d'ordre  i 
au  plus  pour  mi{u)] 

2"*  Et  si  c'est  un  pôle  pour  w,(a)  ou  rs^iu)^  que  l'équation 
déterminante  relati^^e  à  ce  point  ait  ses  racines  distinctes  et 
entières,  et  que  la  condition  auxiliaire  correspondante  soit 
vérifiée. 

Remarque  L  —  Si  l'inlégrale  générale  est  rationnelle,  p\{jc) 
ti  p^{x)  seront  nécessairement  des  fonctions  rationnelles  de -c; 
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car,   sî  jKi  et  ya  sont  deux  solutions  rationnelles  distinctes,  les 
équations 

donnent/^i'et  7^2  en  fonction  rationnelle  de  jk«>  J^aj  •••jJKo»  c'est- 
à-dire  en  fonction  rationnelle  de  x. 

Remarque  II.  —  Il  est  aisé  de  calculer  l'intégrale  générale, 
dans  le  cas  où  elle  est  rationnelle. 

Soient  a',  a",  . ..,  les  pùles  àe ps{x)  ou  Pii^)  pour  lesquels  la 
pins  petite  racine,  /*{ ,  de  Téquation  déterminante,  est  positive  ou 
nulle,  z-',  /^',  ...  les  valeurs  correspondantes  de  Vy,  Soient,  de 
même,  6',  b'\  . . .  les  pôles  de  /?|  {x)  ou/?2(.2?)  pour  lesquels  Vi  est 
négative,  et  —  5',  —  5",  ...  les  valeurs  correspondantes  de  r^ . 

D'après  le  n"  388,  l'intégrale  générale,  f{x)^  admettra  comme 
pôles  d'ordres  5',  /,  ...  les  points  6',  b"^  ...,  et  n'en  aura  pas 
d'autres  à  distance  finie;  quant  à  a',  a!\  . . .,  ce  seront,  poury(x), 
des  zéros  d'ordres  /',  /•",  '. ..,  de  sorte  qu'on  aura 

P(j;)  désignant  un  polynôme  entier,  dont  le  degré  se  calcule  aisé- 
ment. 

Soient,  en  effet,  d^  et  d  les  degrés  respectifs  du  numérateur 

et  du  dénominateur  dey*( \r );  si  Ton  pose  j:  ==  -  on  aura 


u 


•^(^^"^^(i)  =  """'^"("^' 


H(m)  étant  holomorphe  autour  du  point  w=o  et  ne  s'annulant 
pas  en  ce  point.  Il  en  résulte  immédiatement  que  t/ — d^  est  la 
plus  petite  racine  de  l'équation  déterminante  de  la  transformée  (1 7) 
relative  au  point  u  =  o\  si  donc  pi  désigne  cette  plus  petite 
racine,  qu'on  sait  calculer  directement,  on  aura 

d  —  di  =  pi, 
d'où,  pour  le  degré,  S,  de  P(^), 


ou 


0  =  (5' -4-  /-}-...)_( r'-H  /•»_:-. . .)  _  p,  =—  pi  —  V  r,. 
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On  remplacera  dès  lors  P(x),  dans  l'expression  (i8)  Ae  f{x\ 
par  un  polj'nome  de  degré  8,  à  coefficients  tous  indéterminés, 
qu'on  calculera  ensuite  en  substituant  cette  valeur  At  f{x)  k  y 
dans  Téquation  difTérentieile  proposée  :  on  trouvera  nécessairement 
que  P(^)  renferme  deux  constantes  arbitraires,  et  est  de  la  forme 
ÀA(jr)  +  [jLB(:r),  A  et  B  étant  deux  polynômes  déterminés.  On 
aura  ainsi,  par  (18),  Tinlégraie  générale  cherchée. 

392.  Exemple.  —  Soit  Téquation 
d^  V  dy 

on  demande  de   reconnaître  si  son  intégrale   générale  est 
méromorphe  dans  tout  le  plan. 


On 


^*~'  x{x—\)'         ^^^         ar(a7  — i)        ' 


les  seuls  points  critiques  de  p^  ei p^  sont  des  pôles  or  =  o,  J?  =  i. 
d'ordre  un  pour  les  deux  fonctions.  Les  conditions  i**  du  n"  388 
sont  donc  satisfaites. 

L'équation  déterminante  relative  au  point  j?  =  o  est,  puisque 

/^' (^)  =  ï +•  •  •  î /^=»(^)  =  Ji  +  ^ +•  •  •' 

/'(/•  — i)  H-  3/  =0; 

ses  racines  sont  r=o,  /•  =  —  a  ;  elles  sont  distinctes  et  entières, 
c'est-à-dire  que  les  conditions  2"  sont  satisfaites,  pour  le  point 
X  =  o. 

Reste  la  condition  auxiliaire  ;  pour  la  former,  puisque  —  2  est  la 
plus  petite  racine  de  Téquation  déterminante,  substituons  à  7, 
dans  (i),  selon  la  méthode  générale,  le  développement 

•^  ""  F»  "^  ï  "*" ''*"*' '''^"^•••*' 
il  vient 

=  (x«-a-)(Jf  +  lV-H.c,+...)+(aT-3)(-i-^+c,+...) 
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I         I 


elTon  a,  en  égalanl  à  o  les  coefficients  des  termes  en  -j>  -  j»  -  * 


—  6     H-6 

=  0, 

6  — ar,  — 4     -+-3ci- 

-î  =  0, 

d'où 

Cj  =  0, 

Ci — xci  —  ici-ha 

=  o, 

d'où 

2 

Ces  deux  dernières  équations  ne  sont  compatibles  que  si  a  =  o  ; 
c'est  la  condition  auxiliaire  pour  le  point  x  =  o. 

Il  faut  former  de  môme  l'équation  déterminante  relative  au 
point  x=i.  Pour  cela  développons /?«(j:)  et  p2{x)  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x  —  i  =  /.  On  a 

2/  — I  —1  — 2  -f.  p(^H-l)î  o  --2-t-P 

/'i=7(TT7y  =  -r^-'  ^'= — ï^^TT) —  =  ïï^ — } — ^•••• 

L^équation  déterminante  est  donc 

/•(/•  — i)  —  r=:o, 

ses  racines  sont  r  =  o,  r  =  2  ;  elles  sont  encore  distinctes  et  en- 
tières, et  il  suffit  maintenant  de  former  la  condition  auxiliaire. 
Remplaçons,  dans  Téquation  proposée,  pour  simplifier  les  calculs, 

dy       d*y   t     .  dy       d*  y 

X  par  /  H-  I  ;  -^  et  -^  deviennent  --:-  et  ~~^ ;  posons  ensuite 

nous  avons  : 

0=(/*-h^)(2Cj-+-...)-+-(a^  —  l)(C|-h2C,/-i-...) 

et,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  termes  en  /",  /', 

—  Cl  —  u  -4-  3  =  o, 
acj  —  aciH-  acj  —  2Ci-+-  CiP  -h  2p  =  0, 

équations  en  C|  qui  ne  sont  compatibles  que  si  -j  =  o. 

Ainsi  :  Pour  que  l'équation  proposée  ait  son  intégrale  géné- 
rale méromorphe  dans  tout  le  plan,  il  faut  et  il  suffit  que 
a  =  o,  e/  ^  =  o. 

On  reconnaît  sans  difficulté  que  Tintégrale  générale  est  alors 
rationnelle. 
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III.  -  ÉQUATION  DE  LAMÉ. 


C'est  Téquatlon  diiTérenlielle 

d*y 
(i)  -^^^  =  n(n  -f-  i)(pu  +  X)j', 

011  u  est  la  variable  indépendante,  pu  la  ronction  elliptique  clas- 
sique, X  une  constante,  n  un  entier  positif. 

393.  Théorème.  —  L'intégrale  générale  de  l'équation  de 
Lamé  est  niéromorplie  dans  tout  le  plan. 

Les  coefficients  de  réquation  étant  des  (onctions  elliptiques,  il 
suffit  évidemment  d^établir  la  proposition  à  Tintérieur  d^un  paral- 
lélogramme des  périodes.  Or,  dans  un  tel  parallélogramme,  pu  n'a 
qu'un  pôle,  w=  o,  qui  est  double]  donc  les  conditions  i°  du 
n"  388,  sont  satisfaites. 

L'équation  déterminante  relative  au  point  «  =  o  est,  puisque 

pu=  ^  -i-a2w2+..., 

F(/-)  =  r(r--i)--/i(/i-hi)  =  o, 

ses  racines  sont  /•  =  —  /i,  r=  /i  -h  i  ;  elles  sont  entières  et  dis- 
tinctes, c'est-à-dire  que  les  conditions  2"  sont  satisfaites. 

Reste  la  condition  auxiliaire,  relative  au  point  m  =  o.  Pour 
reconnaître  si  elle  est  vérifiée,  il  faut  substituer  à  j',  dans  la  pro- 
posée (i),  le  développement 

On  remplace  en  même  temps  p;/  par  son  développement  autour 
du  pôle  w  =  o,  à  savoir 

p  M  =  —  -T-  «î  w*  -H  a*  a*  -i- . . . , 

qui  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  w. 

En  égalant  les  coefficients  de  a~""*"*~^  dans  les  deux  membres 
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de  (i),  on  trouve  une  équation  de  la  forme 

{—n^k){n-^k  —  i)ck=  /i(n-+- i)cA--h  c^-î(     )-\- Ck-^{    )-t-..., 

linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  c,  car  on  a  introduit,  pour 
la  symétrie,  un  premier  coeHicient  Cu< 
On  l'écrit 

(2)  Ck¥(k  —  n)  =  Ck-t{    )-hCA-*(     )-i-..., 

tous  les  coefficients  c  du  second  membre  ayant  leurs  indices 
respectifs  de  même  parité  que  k  :  cela  lient  à  ce  que  le  dévelop- 
pement de  pu  ne  contient  que  des  puissances  paires. 

Or  F(r)  ne  s'annule  que  pour  /•  =  —  n  et  r  =  /i  +  i  ;  si  donc 
on  fait  successivement,  dans  cette  équation  (2), 

k  =  2,  4,  6,  ...,  277,  ..., 

on  détermine  successivement  c^,  C4,  . .  .,  c^^,,  . ..,  sans  ambiguïté 
ni  impossibilité  en  fonction  de  Cq  :  en  efl'et,  F (2/^  —  n)  ne  s'an- 
nule jamais  pour  /?  ^  1 ,  puisque  2/?  —  n  ne  peut  être  égal  à  /i  -j-  i 
pour  n  ei  p  entiers. 

Si  maintenant,  dans  (2),  on  fait  A'  =  i ,  il  vient 

CiF(i  — /i)  =  o;         d'où         Cl  =  o. 

De  même  A*  =  3  donne 

C3F(3  —  /i)-hC|(     )=o        d'où        C3=o, 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  k  =  2n  -{-  i^  qui  donne 

Cî«+|F(/l-i-l)-i-C,„_,(      )-HC,«_3(      )-H-...H-Ci(      )  =  0, 

relation  vérifiée  identiquement,  puisque  F(/i-|-i)  =  o,  et 
Ci  =  C3  =  ...=  C2„_,  =  o. 

C'est  précisément  la  vérification  de  cette  équation  qui  constitue 
ia  condition  auxiliaire;  celle-ci  est  donc  satisfaite. 

394.  Cela  étant,  on  peut  trouver  a  priori  la  forme  d'une  inté- 
grale (au  moins)  de  l'équation  de  Lamé;  la  méthode  suivante  est 
due  à  M.  Picard  :  elle  s'applique  à  toutes  les  équations  différen- 
tielles linéaires,  à  coefficients  elliptiques,  dont  l'intégrale  géné- 
rale est  méromorphe  dans  le  plan. 
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393.  Soient  j^i  cljKa  deux:  intégrales  distinctes  de  l'éqnalion  de 
Lamé;  si  Ton  change  u  en  {/-f-scoi,  20)1  étant  une  période 
de  piij  l'équation  de  Lamé  ne  ciwinge  pas,  c'est-à-dire  que 
yi{u  -h  2(i)«)  etj'.2(w-|-  2(0,)  sont  encore  des  solutions.  Par  suite  : 

les  X  et  |ji  étant  des  constantes. 

Cherchons  s'il  existe  une  solution,  a^'i  H- jî^a,  qui  se  repro- 
duise multipliée  par  un  facteur  constant  lorsqu'on  change  u 
en  w  -|-  2(0,.  Il  faut  pour  cela  que  l'on  ait 

«rif" -^  2Uii) -+- 3j^,(a -4- 2(0,)  =  5[a^,(M) -H  ?r*(")L 

5  étant  une  constante. 

Remplaçant  j^,(w-|- 2(0,)  et  jK2(w -h  2(o,)  par  leurs  valeurs 
ci-dessus,  on  a 

^i(a)(aXi-h  ?[x,)-h7j(w)(aX,-h  ?fA,)  =  s[xyi(u)-h?yt(u)]. 

Comme  y,  (w)  etjK2(")  sont  supposés  linéairement  distincts,  la 
relation  précédente  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  coefficients  de 
yi  ^^y-À  sont  les  mêmes  dans  les  deux  membres,  ce  qui  donne 

(3)  aX,-t-pfXi  =  af;         aX,-+- ?fjL,=  ?*; 

et,  en  éliminant  a  et  ^,  on  obtient  l'équation  en  s  : 

X,  — 5  [X, 


fil  — 5 


=  0, 


qui  est  du  second  ordre  et  qui  a  deux  racines,  distinctes  ou  cob- 
fbndues,  mais  non  infinies,  puisque  le  premier  terme  est  s-.  Soit5< 
une  de  ces  racines;  les  relations  (3)  sont  compatibles  pour  5  =  5,, 
et  donnent  des  valeurs  proportionnelles  de  a  et  ^;  il  y  a  donc  an 
moins  une  solution,  aj^i  H-  pj'2?  q"i  se  reproduit  multipliée  par 5, 
quand  l'on  change  m  en  w  -j-  2  (o, . 

Désignons  cette  solution  par  Z\(u), 

Si  2  0)2  est  la  seconde  période  dep//,  les  fonctions  2,  (u  -H  awj). 
Zt(u  -^  4^2)  sont  encore  des  solutions  de  Téquation  de  Lamé, 
comme  Zi(u);  et  par  suite  il  y  a  entre  ces  trois  solutions  une 


CHAPITRE  V.    —   ÉTUDE   DES   INTÉGRALES  D*UNB   ÉQUATION   LINÉAIRE.      4^9 

relation  linéaire  et  homogène 

«1  (  w  -f-  4  («)2  )  =  a,  5i  (  i£ )  4-  a, 5,  (  M  -f-  a  wj  ), 

a,  et  a2  étant  des  constantes. 
Dès  lors,  si  l'on  pose 

(4)  «?(w)  =  3,(a-H2toi)H-X'3,(tt)        (X'=  const.), 

^(w)  sera  nne  solution  de  l'équatîon  de  Lamé  et  Ton  aura 

«p(  a -+- 2  toj )  =  ^,  ( a -4- 4  a>j ) -h  X'^i  (  a -4- 2 (I),  ) 
=  ai  .sj  (  tt  )  H- (  X' -4- aj  )  «1  (  a -t- 2  u)j) 

Choisissons  la  constante  X'  de  manière  queX'=  r-r^ — ,  ce  qui 

^  A' -h  a,  » 

est  toujours  possible,  au  moins  d'une  manière;  il  vient 

<p(M-i-2eu,)=  pi<p(a), 

pi  désignant  la  constante  (X'-|-a2)*  D'ailleurs  on  a,  d'après  la 
définition  même  de  z^(u)^ 

>Si(tt-f-2(«>i)=*|Z|(a),  d'où  Zi(tt4-2tO,-f-2Wi)=  5i5i(a-h2Wi), 

et  par  suite  en  vertu  de  (4), 

Ç(a-|-  2(D|)=  8i^{u). 

396.  Ainsi  : 

L'équation  de  Lamé  admet  toujours  au  moins  une  solution 
particulière,  ©(«),  vérifiant  les  relations    • 

<p(wH-2(i),)  =  *,ç(a), 


(5) 

(  (p(a-t-2uj,)  =  pi?(«), 

pi  et  Sx  désignant  certaines  constantes  ;  cette  solution  est  méro- 
morphe  dans  tout  le  plan,  puisque  V intégrale  générale  l'est 
elle-même  (*). 


(*}  L*équation  de  Lamé  ne  changeant  pas  quand  on  y  change  u  tn  — </, 
9(—  u)  est  aussi  une  solution;  si  donc  on  peut  calculer  9 (a),  on  obtiendra  ainsi 
deux  solutions,  généralement  distinctes,  de  l'équation,  et  celle-ci  sera  dès  lors 
intégrée. 
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397.  II  est  aisé  de  trouver  la  forme  générale  des  fondions, 
méromorphes  dans  tout  le  plan,  qui  vérifient  les  relations  (5), 
sans  être  assujetties  à  d'autres  conditions. 

Uune  d'elles  est  la  fonction 

h  et  m  désignant  des  constantes  convenablement  choisies.  En 
effet,  d'après  la  formule  <i{u-\-  2(0ûi)  =  —  e-^'«^"+'^«^3'(«),  on  a 

et  il  suffit  de  déterminer  h  et  m  de  manière  que  l'on  ait 
—  2rj  A -i- amtoi  =  log5i,         —  arjj/i -h  amwj  =  logpi, 

ce  qui  est  toujours  possible,  puisque  irj,(02  —  irj203|  =  ±  -^  (n**232). 

Dès  lors,  si  ©(w)  est  la  fonction  méromorphe  la  plus  générale 
vérifiant  les  relations  (5),  il  résulte  de  ces  relations  que  la  fonc- 
tion ^TT— --  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  u  par  «-r2w,, 

2/  -f-  2a>2  ;  comme  elle  est  méromorphe  dans  tout  le  plan,  puisque 
o{u)  et/(w)  le  sont,  c'est  donc  une  fonction  elliptique,  E{u)^ 
aux  périodes  2w«,  2CO2,  de  sorte  qu'on  a 

(6)  ç(^)=?lii;zA)^;««E(a). 

398.  Dans  le  cas  où  o{u)  est  une  fonction  vérifiant,  non  seule- 
ment les  relations  (5),  mais  l'équation  de  Lamé,  on  peut  préciser 
singulièrement  la  forme  de  la  fonction  elliptique  E(«).  En  effet, 
l'intégrale  ^^e/ieVafc  de  l'équation  de  Lamé  n'a,  dans  un  parallé- 
logramme, que  le  seul  pôle  w  =  o,  qui  est  d'ordre  n,  puisque  la 
plus  petite  racine  de  l'équation  déterminante  correspondante 
est  —  n  :  donc  o(w),  solution  particulière  de  l'équation  de  Lamé, 
admet  le  point  w  =  o  comme  pôle  d'ordre  n,  au  plus  (')  et  n'en 


(  ^  )  En  eiïcti  autour  du  point  u  =  0,  une  solution  de  Féqualion  de  Lamé  a  uo 
développement  de  la  forme  —  H — J^^  4-.. .  ;  une  autre  a  un  développement  de 
la  forme  m'^*+  c'i  u'*^'  +  . . .  :  car  les  racines  de  l'équation  déterminante  sont  —n 
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a  pas  d^aulre.  Il  en  résulte  immédialemenl,  d'après  (6),  que  £({/) 
admet  ce  même  poiot  comme  pôle  d'ordre  n  —  i^  au  plus,  et  ne 
peut  admettre  d'autre  pôle,  sauf  peut-être  u  =  h,  comme  pôle 
simple. 
Donc,  en  exprimant  E(m)  par  les  d  (n°  188),  on  a 

une  ou  plusieurs  des  constantes,  a^,  ...,  a,,,  pouvant  être  o  ou  //, 
et  «ï  -h  «2  4-  •  •  •  -H  ^«  étant  égal  à  A  +  Période.  On  a  ainsi 

,    ,  (^(u  —  ai)a'(w  —  aj)...a'(w  —  a») 

?(«)=«'"» -^ tf«J — ^ -' 

et  il  est  certain  que  Téquation  de  Lamé  admet  une  solution 
particulière  de  cette  forme.  Il  ne  reste  qu'à  substituer  ©(a)  dans 
cette  équation,  et  à  déterminer  m,  a«,  «a»  •••>  ^/i?  en  donnant 
à  u  des  valeurs  particulières,  ou  par  toute  autre  méthode.  La  solu- 
tion ç(m)  étant  ainsi  connue,  ©( —  u)  sera  une  seconde  solution, 
comme  on  l'a  observé  plus  haut;  et  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion de  Lamé  sera  y  =  C|  ç(w)  -H  C2^{ —  u). 

399.  Intégration  de  l'équation  de  Lamé  pour  n  —  i.  —  L'éq na- 
tion de  Lamé  est  alors 

(7)  g  =  a(pu  +  X)r. 

On  a  dans  ce  cas  : 

^(a  — a) 


ç(a)  =  c""*  ■ 


<^u 


d'où  Ton  tire 


et  A  +  i.  Pour  une  solution  quelconque,  on  a  donc  le  développement 

X'(-^  H-  _£»-  +.. .  )4-  jx'(M'»+»^-  c' a"+'+...  )        {V  et  jx'=  const. arbitraires), 

et  Ton  voit  que  si  >i'  ^  o,  a  =  o  est  un  pôle  d'ordre  n  pour  celte  solution  ;  si  X'  =  o, 
t'est  un  zéro  d'ordre  n-t- 1. 
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et,  en  dérivant, 


<?(")        L?(«)J 
ou 

r_^^  =[m4-î(tt  — a)  — Çtt]»  — p(M-a)-t-jia. 

Il  faut  écrire  que  <f{u)  vérifie  Téquation  (7)  de  Lamé,  à  savoir 

5-iiiZ  =  2(0^^-+- X),  ce  qui  donne 

[/n-4-Ç(ii  —  a)— Çi^]* —  ji(a  —  a)  —  pu  —  2X==o. 

Il  s^agit  de  déterminer  les  constantes  a,  fr,  m  de  manière  que 
celte  équation  soit  satisfaite  quel  que  soit  </,  et  Mon  est  certain, 
a  priori,  que  cela  est  possible,  , 

En  employant  la  formule  X^{u  —  v)  du  n°  197,  on  écrit  la  rela- 
tion précédente 

/  „  I  p'u-^p'aX^      r    /  X  1  > 

[m  —  Ça  -♦-  - =- —  )  — rp(w  — a)-f-pa-hpaj-hpa  —  aX=o, 

\  ^  1    pu  —  pa  J         *^^^  i       r  r     1       r  i 

ou,  d*après  la  formule  qui  donne  p{u  ±  v)  (n**  198), 

(m  — Ça-t--î- i — )   —71=- =-— 1   -hpa  — 2X=o. 

Développons  le  premier  carré  et  réduisons,  nous  avons 

pu^pa)'^^^~'  ' 

Le  premier  membre,  qui  doit  être  nul  identiquement,  est  une 
fonction  rationnelle  de  pu  et  p^u^  qu'on  peut  mettre  sous  la 
forme  M(pu)-h p' u^{pu),  M  et  N  étant  rationnels  en  pu.  Pour 
qu'une  telle  fonction  soit  nulle  identiquement,  il  faut  et  il  suffit 
que  M  et  N  soient  nuls  identiquement:  sinon  on  aurait 

M(pu) 

p  U  = rr; r  » 

quel  que  soit  u,  ce  qui  est  impossible,  carie  second  membre  est 
une  fonction  monodrome /?rt£/'e  de  w,  et  le  premier,  p'i/,  est  une 
fonction  impaire.  On  a  donc  d'abord  N  =  o,  c'esl-à-dire  /?i=  Ça: 
il  reste  ensuilo,  dans  (8),  2X  =  pa. 


L 
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Si  doac  a  est  une  solution  quelconque  de  Téquation  pa  =  2À<, 
Inéquation  (7)  de  Lamé  aura  comme  intégrale  la  fonction 


r    ar(w  —  a) 

(SU         ' 


une  autre  intégrale  s^obliendra  par  le  cliangemeot  de  a  en  —  a^ 
puisque  p( — a)=  pa,  et  sera 


c'a 


elle  se  déduit  d'ailleurs  de  la  précédente  par  le  changement  de  // 
CD  —  «. 

L'intégrale  générale  de  la  proposée  (7)  sera  dès  lors 

•^  Ca  c'a 


H.  —  II.  a« 


434  TROISIÈME   PARTIS.    —   ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 

CHAPITUE  VI. 

ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PAHTIELLKS. 


GÉNÉRALITÉS. 


400.  On  nomme  équation  aux  dérivées  partielles  une  relation 
entre  une  fonction,  z^  de  plusieurs  variables  indépendantes, 
ces  variables  x^y,  ..•,  et  les  dérivées  partielles  des  divers  ordres 
de  z  par  rapport  à  j;,  y,  . . ..  Uéquation  est  d'ordre  n  si  la  dérivée 
partielle  de  l'ordre  le  plus  élevé  qui  y  Hgure  est  elle-même 
d'ordre  n.  Ainsi  Téquation 

./  Oz     dz      O^z  \ 

est  du  second  ordre. 

401.  L'intégrale  générale  d'une  équation  difll'érentielle  ordi- 
naire d'ordre  n  contient  n  constantes  arbitraires;  de  même  l'inté- 
grale générale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  n 
contient  n  fonctions  arbitraires.  On  peut  s'en  rendre  compte 
comme  il  suit,  en  se  bornant  à  l'équation  du  premier  ordre,  à  deux 
variables  indépendantes. 

Soit  l'équation 

-  /  dz     Oz  \ 

résolvons-la  par  rapport  à  l'une  des  dérivées  partielles  : 

Oz  /  dz\ 

Je  dis  que  l'équation  (i)  admettra  une  solution  5,  qui, 
pour  j:  =  o,  se  réduira  à  une  fonction  arbitraire  dey,  à(y).  En 
cflTet,  en  développant  z  par  la  formule  de  Maclaurin,  suivant  les 


CHAPITRE  VI.   —   EQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES   PARTIELLES.  4^^ 

puissances  croissanles  de  x,  on  aura 

Or  Téqualion  dilTërenlielle  (i)  permet  de  calculer  la  valeur, 
pour  j;  =  o,  de  tous  les  coefficients  de  ce  développement. 

Le  premier  terme  en  effet,  ^(o,  ^),  est  égal,  d'après  rhjrpothèse, 

Or  je  dis  que  si   Ton  connaît  les  n  premiers  coefficients 

on  pourra  calculer   le   suivant,    c'est-à-dire   (-7-^)      •  En  effet, 

Téquation  proposée  (1),  dérivée  (/i  —  i)  fois   par  rapport  à  x, 
donne 

.ov     <>'*^       ri/  ^^  f)»-^z     Os      O^Z  o»z      \ 

(3)     -r— -  =  foiict. de (  X,  K,  Zj  -r->  •••>  — — — ,  >  --  >  -; — -•>  •••»  —  -,--7    • 

Faisons  dans  cette  relation  a;  ==  o  :  les  valeurs  de 

sont  des  fonctions  de  y  supposées  connues;  soit 

on  en  déduit,  en  dérivant  par  rapport  ky^ 

et  par  suite,    toutes  les   quantités  qui  figurent  dans  le  second 
membre  de  (3),  où  Ton  fait  «r  =  o,  sont  connues,  ce  qui  donne  la 

valeur  cherchée  de  ( -; — j 

Le  premier  terme  du  développement  (2)  étant  connu,  on 
pourra  ainsi,  de  proche  en  proche,  calculer  [tous  les  autres,  et  ce 
développement  donnera  une  fonction  ^,  de  x^  y^  satisfaisant  à 
l'équation  proposée  (1),  et  prenant,  pour  a:  =  o,  la  valeur  i^i^y)^ 
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Il  resterait  à  démontrer  que  le  développement  est  convergeni, 
ce  qui  a  été  établi  par  Cauchj  :  admettant  cette  convergence  sous 
certaines  conditions,  on  voit  que  la  solution  z  obtenue  conlienl, 
dans  son  expression,  Idi  fonction  arbitraire  ^(y). 

402.  Remarque.  —  Géométriquement,  cette  proposition 
s^énonce  ainsi  :  Téquation  difTérentielle 


j,/  dz     dz\ 


admet  une  ^lution,  z  =  o(^,  ^),  telle  que  la  surface  représentée 
par  Téquation 

passe  par  une  courbe  donnée,  z  =  '}(j^),  du  plan  x  =  o, 

403.  Plus  généralement,  on  peut  dire  que  Téqualion  differen- 
lielle  admet  une  solution,  z  =  ^i(Xj  y)y  telle  que  la  surface 
z  —  ^1  (x^  y)  =  o  passe  une  courbe  donnée  de  l'espace. 

Soient  en  effet 

x  =  F(y),        z  =  ^{jr), 

les  équations  de  cette  courbe;  prenons  pour  variables  indépen- 
dantes, à  la  place  de  x  et  de  y^  les  quantités  i  et  t)  définies  par 

Nous  aurons 

dz  ^  dz  d^        dz  dri  ^  dz 
dx  '^  d\  dx       drr\  dx''  d\^ 

dy'"  dX'dy'^  dy^dy"      d\^  ^^^^  &i{ 

L'équation  différentielle  proposée  deviendra,  si  Ton  y  remplace 
j",  j)^  --^>  T- 1  par  leurs  valeurs  ci-dessus. 


■^•0' '='*'!' 5^)  =**î 


elle  est  toujours  du  premier  ordre;  elle  admet  donc  une  solution 
'3  =  o($,  Tj),  telle  que  la  surface  Js  — o(Ç,  ti)=o  passe  parla 
courbe  Ç  =  o,  5  =  6(7^);  ce  qui  revient  à  dire  que  l'équation 
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différenlielle  primitive  admet  une  solution,  z  =  ©[a?  —  F(^),  y]t 
telle  que  la  surface  correspondante,  z  —  0  =  0,  passe  par  Ja 
courbe  x  =  F(j^),  3  =  à{y). 

40i.  Le  raisonnement  du  n°  401  s^étend  à  une  équation  d'ordre 
quelconque  ;  par  exemple,  étant  donnée  une  équation  du  second 
ordre,  à  deux  variables  indépendantes, 

-/  dz     dz     d^z      d^z      diz\ 

(4)  f[x,  y,  z,  -,  -,  —,  ^^,  —J  =  o, 

on  pourra  trouver  une  solution,  ^,  telle  que,  pour  J7  =  o,  on  ait 

'i  et  '^1  étant  deux  fonctions  arbitrairement  choisies  dey. 

Géométriquement,  cela  signifie  que  Féquation  (4)  admet  une 
surface  intégrale,  z  =  o(x,  y),  passant  par  une  courbe  donnée 
2  =  '|(^),  du  planx^o,  et  ayant,  en  chaque  point  de  cette 
courbe,  un  plan  tangent  déterminé  :  car  le  plan  tangent  en  un 

point  est  déterminé  si  l'on  connaît  les  valeurs  de  ^  et  r^  en  ce 

point;  or  la  seconde  équation  (5)  fait  connaître  -p  tout  le  long  de 
la  courbe  considérée,  et  la  première  équation  (5),  dérivée  par 
rapport  à  y,  donne  de  même  -^  • 

40o.  Plus  généralement,  on  verrait,  comme  au  n®  403,  que 
l'équation (4)  admet  une  solution  z  =  ^(Xjy)^  telle  que  la  surface 
intégrale  correspondante, .:;  —  ç(j7,^)  =  o,  passe  par  une  courbe  C 
de  l'espace  arbitrairement  choisie,  et  touche  tout  le  long  de  cette 
courbe  une  surface  donnée  quelconque,  passant  également  par  C. 

406.  Nous  allons  maintenant  indiquer  les  procédés  connus 
pour  intégrer  les  équations  aux  dérivées  partielles^  ou  plutôt /7our 
les  ramener  à  des  systèmes  d^équations  différentielles  ordi- 
naires (à  une  seule  variable)  ;  nous  nous  bornerons  au  cas  des 
équations  du  premier  ordre,  et  même,  dans  le   champ   ainsi 
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restreint,  à  des  cas  particuliers:  i**  celui  des  équations  linéaires 
par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  la  fonction  inconnue; 
'2^  celui  des  équations  à  deux  variables  indépendantes  : 


II.  -  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  DU  PREMIER  ORDRE 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 


1**  Équations  linéaires  et  homogènes. 

407.  Considérons  d'abord  Téquation,  linéaire  et  homogène 
par  rapport  aux  dérivées, 

,  ^     dz        ^    dz  ^r     àz 

(i)  X,-^ hXî-- U...-4-X,,— -  =o, 

OXx  OXf  ÔXn 

entre  les  dérivées  d'une  fonction  inconnue  5,  et  les  n  variables 
indépendantes,  Xi,  œ^^  ••»,  Xn-  On  suppose  essentiellement  que 
X,,  Xa,  . . .,  X,|  sont  des  fonctions  de  X|,  x^^  ...,  Xn  seuls,  c'esl- 
à-dire  ne  contiennent  pas  V inconnue  z. 

408.  Solution.  —  Pour  intégrer  Téquation  (i)  on  intégrera  le 
système  auxiliaire  d^ équations  différentielles  ordinaires, 
d'ordre  n  —  i , 

K'i)  -y  y  —  .   .   .  y  • 

Al  Aj  A,t 

Son  intégrale  générale  renfermera  (n  —  i)  constantes  arbitraires, 
c'est-à-dire  que,  entre  X| ,  . . .,  x„j  il  y  aura  (n —  i)  relations  con- 
tenant les  {n  —  i)  constantes'Ci,  C2,  .. .,  C/i_|.  Résolvant  ces  rela- 
tions par  rapport  aux  constantes,  on  aura 

I       Cï  =  9,(j-i,  a?,,  ...,a:«), 
(3)  
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les  fonctions  Çi,  02,  . ..,  ^n-t  étant,  (n®  329),  (n  —  1)  intégrales 
premières  distinctes  du  système  (2). 

Cela  posé,  la  solution  générale  de  V équation*  aux  dérivées 
partielles  (i)  est 

y  étant  une  fonction  arbitraire^  et  toutes  les  solutions  sont  com- 
prises dans  cette  formule. 

Démonstration,  —  Je  dis  d'abord  que  tes  fonctions  ©i,  Ça,  .. ., 
0/,_i,  et  plus  généralement  une  intégrale  première  quelconque,  f, 
du  système  (2),  sont  des  solutions  de  Téqualion  (1).  En  eifet,  si 
Ton  a,  pour  les  valeurs  de  J^i,  Xj,  ...,  Xn  qni  satisfont  au  sys- 
tème (2),  la  relation 

on  aura,  en  diiTérentiant, 

ÙX^         *  ^  dXt        ^  ^  dXa         '  ' 

équation  qui  a  lieu  pour  les  mêmes  valeurs  de  ^1,  x^i  . . .,  x„;  en 
y  remplaçant  dxt,  dx2,  .  • .,  dx„  par  leurs  valeurs  proportionnelles 
tirées  de  (2),  on  a 

(4)  x,iSL+x, -??-+... +  X„^-=o. 

^  dXi  OXt  OXn 

Cette  équation  (4)  a  encore  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de 
Xi,  X21  ' . .,  x,i  vérifiant  le  système  (2);  elle  est  satisfaite,  en  par- 
ticulier, pour  les  valeurs  initiales,  lesquelles  sont  arbitraires 
(n^  324)  :  elle  a  donc  lieu  quels  que  soient  Xi,  X2^  ...,  ^m  c^est- 
à-dire  que  ^{xiyX2,  •-•;  x„)  est  une  solution  de  Téquation  pro- 
posée (1). 

Cela  posé,  il  est  aisé  de  trouver  la  solution  la  plus  générale  de 
cette  équation  (1). 

Observons  à  cet  eflet,  qu'une  au  moins  des  fonctions  X|,  ...  Xn 
n'est  pas  nulle;  soit  par  exemple  X/j^o.  Prenons  alors  pour 
variables   indépendantes  à  la  place  de  x^j  X2,  ...,  Xn^t,  Xa  les 
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fondions  o,,  ©3,  ...,  ©/,«.!,  et  J7„(');  la  solution  générale  cher- 
chée, 3,  sera  de  la  forme 

Ecrivons  qu'elle  vérifie  (1),  et  à  cet  effet  formons  r-^»  •••,  -r-^  • 
On  a 


Oxi  ""  do,  da:, 
dz    _  dF   dçi 
da:,  ""  dç,  do:, 

du*«_,     dxt 

ds         dF   do, 
dar„        doi  ôx„ 

ÔF     ôon-i         àF 

do„-.t      OXn            dXa 

-r —  étant  la  dérivée  partielle  de  F  par  rapport  à  j:„,  en  lant  qiio 

cette  variable  figure  explicitement  dans  F.  Portant  ces  valeurs 
dans  (1),  on  obtient,  en  tenant  compte  des  équations  telles  (|uc  (4) 
qui  expriment  que  'f,,  'fs,  ...,  O/i.,  sont  des  solutions  de  (1), 

^"di:  =  ^î 

d'où,  puisque  X„  n'est  pas  nul,  - —  =  o.  Ainsi,  il  faut  et  il  suflît 

OXn. 

que  la  fonction  F(çp,,  çp2,  ..•,  ©«-n  ^u)  ne  contienne  pas  explicite- 
ment Xn^  c'est-à-dire  soit  une  fonction  de  o,,  ©21  •••?  ©w-uet  l'on 
a  dès  lors,  pour  la  solution  la  plus  générale  de  la  proposée  (1), 

«  =  F(9,,  o,,   ...,  (p;^-,), 

F  étant  une  fonction  d'ailleurs  arbitraire. 

L'intégration  de  l'équation  (4)  est  ainsi  ramenée  à  celle  du 
système  (2);  on  voit  que  la  solution  la  plus  générale  de  (1)  est 
donnée  par  l'intégrale  première  la  plus  générale  de  (2),  et  que 
l'intégration  de  l'équation  (1)  et  celle  du  sjsttme  (2)  sont  deux 
problèmes  absolument  équivalents. 

(')  Ainsi,  nous  prenons  pour  variables  indépendantes  Çp  ç„  ...,  »„_,  ctar«: 
ce  cliangement  de  variables  est  possible,  c'est-à-dire' qu'il  n'y  a  pas  de  relation 
entre  9,,  Çj,  . . . ,  ©^,  et  x„.  Car  :  !•  il  n'y  a  pas  de  relation  entre  9,,  o,,  . . . ,  ?._ii 
intégrales  premières  d'un  système  dilTérentiel  canonique  d'ordre  (/i  —  1)  (n«32U); 
2»  il  n'y  a  pas  de  relation  de  la  forme  x^=  fonct.  de  (9,,  Çj,  ...,  »^i),  car  une 
telle  relation  exprimerait  que  j;„=const.  est  une  intégrale  première  du  système  (i)t 
ce  qui  entraînerait,  dans  (2),  dx^=  o,  et  par  suite  X„=  0,  hypothèse  écartée. 
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i09.  Exemple.  —  Soit  l'équation 

dz  dz 

ôx      '^  dy 

qui  rentre  bien  dans  le  type  (i).  Le  système  auxiliaire  (2)  est 

dx       dy 
X   "  y^ 

et  rinlégralion  donne 

y  =.  CxX\         d'où         Ci=-î^- 

X 

La  solution  la  plus  générale  de  la  proposée  est  donc 
F  étant  une  fonction  arbitraire. 


2"  Équations  linéaires  à  second  membre. 
ilO.  Soit  iTiaintenant  l'équation 

(5)  x,-;^-t-x.ii+...+  x„il=z, 

^  Oxi  dxx  dx,t         ' 

où  non  seulement  il  y  a  un  second  membre,  Z,  mais  où  les 
X|,  X2,  ...,  X/^  et  Z  sont  des  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes, J7|,  . . .,  Xft^  et  de  la  fonction  inconnue  z.  . 

Supposons   que    Tinconnue   z  soit   définie  par  une  équation 
implicite 

(6)  <I>(J71,  Xi,    ...,  T,„  5)=0, 

et  cherchons  à  déterminer  la  fonction  ^  de  telle  sorte  que  z 
vérifie  la  proposée  (5).  On  tire  de  (6),  en  dérivant  successivement 
par  rapport  à  chacune  des  variables  indépendantes  Xiy  x^,  ...,  Xt^ 

c/4>       d^   dz  _ 

'  dxi        dz  dxi  ""    ' 

—       ^  ^  — 
drj        dz  àXf  "~    ' 
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équations  qui  donnent -r-^>  ^ — >  •••»  sous  la  forme 

âz  (M»  ^  d^ 

dxi  ~~      dxi  '  em- 
portons ces  valeurs  dans  (5),  nous  avons 

(7)  X,;r--    M-X,  — -H-...-4-X„— -   -+-Z~    =0, 

OX\  OXf  Ot„  oz 

équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonc- 
tion <I>.  Pour  que  la  fonction  5,  définie  par  ^{x^^ ...,  Xa-x^  3)  =  o, 
soit  une  solution  de  la  proposée  (5),  il  n'est  pas  nécessaire  que 
Téqualion  (7)  d\l\\ex\  identiquement,  c*est-à-dire  quels  que  soient 
oTi,  x^^  ...,  Xn^  z\  il  suffit  qu^elle  ait  lieu  pour  les  valeurs  de 
;r,,  .. .,  Xnt  z  qui  vérifient  ^(:ri,  ...,  .!:„,  5)=  o.  Si  donc  nous 
déterminons  0  en  regardant  Téqualion  (7)  comme  ayant  lieu 
identiquement,  nous  obtiendrons  ainsi  des  solutions,  2,  de  Téqua- 
tion  proposée,  mais  nous  ne  serons  pas  sûrs  d'obtenir  toutes\es 
solutions.  Suivons  néanmoins  cette  marche. 

L'équation  (7),  quand  on  la  suppose  vérifiée  quels  que  soient 
Xx^  Xi^  . . .,  x„,  z,  est  une  équation  aux  dérivées  partielles  en  4^, 
les  variables  indépendantes  étant  Xi^  ...,  Xnj  z;  elle  est  du  type 
que  nous  savons  intégrer  (n"*  408  et  409).  Ou  considère  à  cet  effet 
le  système  auxiliaire  de  n  équations  : 

dxi       dxt  ffxa       dz 

que  l'on  intègre  sous  la  forme 

et  l'on  obtient  la  solution  générale  de  (7)  par  la  formule 

y  étant  une  fonction  arbitraire.  Donc  une  solution,  s,  de  réqualion 
proposée  (5),  sera  définie  par  la  relation  implicite 

(9)  /(?!,  ?j,  .-.,  ?/«)  =  o. 

m.  A  priori,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  on  ne  doit 
pas  s'attendre  à  avoir  ainsi  la  solution  la  plus  générale  :  mais  on 
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peut  établir  que  la  solution  (9)  lîe  laisse  échapper  que  des  solutions 
exceptionnelles,  ne  renfermant  pas  de  constante  arbitraire. 

Soit  en  effet  ^{x^^  X2f  ...,  x„,  z)=c  une  solution  de  la  pro- 
posée (5)  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  c  (*);  en  tirant 

de  cette  relation  -r — ,  -r-^>  •••  comme  on  Ta  fait  plus  haut,  et 
dxi    djTf  ^  ' 

portant  dans  (5),  on  retombe  sur  Téquation  (7),  à  savoir 

équation  où  a  ne  figure  pas  explicitement,  et  qui  doi^avoir  lieu 
pour  les  valeurs  de  Xi,  x.*,  . . .,  J?»,  s  vérifiant  la  relation 

4>(x,,a™,,  ,..,x„,z)=:c. 

Or,  c  étant  une  constante  arbitraire,  cette  dernière  relation  est 
vérifiée  par  des  valeurs  initiales  simultanément  arbitraires  de 
x,,  —  x„,  5,  c'est-à-dire  que  (7)  doit  avoir  lieu  identiquement, 
quels  que  soient  x, ,  . . .,  x»,  z. 

Par  suite,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  ^  est  une  fonction  de 
Oi,  02,  ...,  Ort,  et  dès  lors  la  solution  ^{x^.  ...,  x,ij  z)=c  est 
comprise  dans  la  solution  (9)  : 

/(o,,o,,  ...,o„)  =  o, 

où /est  une  fonction  arbitraire. 

Donc,  comme  nous  Tavons  annoncé,  s*il  existe  d*autres  solu- 
tions que  la  solution  (9),  ce  sont  des  solutions  ne  renfermant 
pas  de  constante  arbitraire,  qu'on  nomme  solutions  singulières, 

412.  Règle.  —  Voici  donc  l'énoncé  de  la  règle  d'intégration  qui 
comprend,  comme  cas  particulier,  celle  du  n**  408  : 

Soit  l'équation 

/-v  V    àz        _.    Oz  -.     dz        r, 

OÙ  z  est  l'inconnue,  x^ ,  x^j  . . .,  Xn  les  variables  indépendantes, 


(')  On  suppose  Téquation  entre  ar,,  a?,'  •  •  •»  ^«>  ^  et  c  résolue  par  rapporta  la 
constante  c,  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralité. 
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et  Xi,  Xo,  ...,  Z  des  fonctions  de  x^^  x^,  ...,  Xn,  z.  Pour  l'in- 
tégrer, on  intégrera  le  système  auxiliaire  d'équations  diffé- 
rentielles ordinaires  {d'ordre  n)  : 

dxi        dJTt  dxa       dz 

ce  qui  donnera  n  relations  qu'on  résoudra  par  rapport  aux 
n  constantes  arbitraires  : 

La  solution  générale  z  de  l'équation  proposée  sera  donnée 
par  la  relation  implicite 

/  étant  une  fonction  arbitraire  :  mais  certaines  solutions  {sin- 
gulières, ne  renfermant  pas  de  constante  arbitraire)  pourront 
échapper  à  cette  formule. 

413.  Exemples. —  i°  Équation  des  cylindres.  —  C'est  Téqua- 
tion  aux  dérivées  partielles  (Tome  I,  n°  120) 

àz       ,  ()z  ,         , 

a  - — h  «  ,     =1,        (a  cl  o:=const.)« 
àx  Oy 

Le  syslème  auxiliaire  (8)  est  ici 

dx       dy  __  dz 
a    ~   b    ~~    \ 
d'où  FoQ  lire 

x  —  az~cx,        y-^bz  —  Cu 

et  la  solution  générale  de  la  proposée  est  donnée  par 
fix  —  az,  y  —  bz)  =  a, 

f  étant  une  fonction  arbitraire.  Celte  équation  représente  un 
cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  a,  b,  i. 

2"  Équation  des  fonctions  homogènes.   —   Soit  à  intégrer 

Téquation 

dz  ôz 


CHAPITBB  VI.   —    ÉQVATI0:^8  AUX   DÉBIVKES  PARTIELLES.  44 > 

Le  système  auxiliaire  (8)  est  ici 

«  I  .  V  dx       dy        dz 

X         y        mz 

d'où  Ton  lire 

y  —  cxx,  .  ^»=^' 

ou 

z 

L'intégrale  générale  de  la  proposée  est  donc 

o  étant  une  fonction  arbitraire.  L'inconnue  z  est  donc  une  fonc- 
tion homogène  quelconque  de  x  et^,  d'ordre  m, 

3**  Equation  des  surfaces  de  rés^olution,  —  Soit  à  intégrer 
ay  —  bx-^--^  {cy  —  bx)  -h  — •  {az  —  ex)  —  o. 

Le  système  auxiliaire  (8)  est 

dx  dy  dz 


(8  ter) 


cy  —  bz       az  —  ex       bx  —  ay 

On  en  lire 

adx-^  bdy-+-  cdz  =  o, 

X  dx  -{-  y  dy  -i-  z  dz  =^  Oj 

relations  qui  s'intègrent  de  suite  et  donnent 

Cl  =  ax-i-  by  -^cz, 
c,  =  a:*  -h y*  -H**; 

c'est  l'intégrale  générale  du  système  diflférentiel  (8  ter)»  La  solu- 
lion  de  la  proposée  est  donc  fournie  par  l'équation  implicite 

/(ax-i-  by-hcz,  ar'-4-j'*-+-z*)  =  o, 

qui  représente  une  surface  de  révolution  autour  de  la  droite 

^  _  ^'  —  ^ 
a  ~^  b  "^  c 
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4**  Soit  à  intégrer  l'équation 

Os  àz 

-r h   3  —    =  O. 

Le  système  auxiliaire  est 

do:  __  ^y  _  ^^ 

l  Z  i) 

Le  dernier  rapport  entraîne  dz  =  o,  cl'oîi 

Ci  =  Z. 

Portant  cette  valeur  de  z  dans 

CfX  =    —y 

on  en  conclut 

d'où 

ci  =  ^,        Ci=y~zx, 

Cl  l'intégrale  générale  de  la  proposée  est  donnée  par  Téquation 

/étant  une  fonction  arbitraire. 

41  i.  Interprétation  géométrique  de  la  méthode  d'intégration. 
—  Soit  l'équation  diflerentielle  à  deux  variables  indépendantes,  x 

(lO)  P  ^-Q  =  R 

qui  est  l'équation  (5)  dans  le  cas  de  /i  =  a  :  P,  Q,   R  sont  des 
fonctions  de  x,  y,  z. 

Considérons  la  droite  D  qui  a  pour  équations 

\—xY—v7.~z 

(D)  „^_=_^   =  ^_; 

à  chaque  point  x,  y,  z  de  l'espace  correspond  ainsi  une  droite  D, 
passant  par  ce  point. 

Soit  z  =  ©(j;,y)  une  intégrale  de  Téquation  (lo)  :  cette  équa- 
tion (lo)  exprime  que  le  plan  tangent  à  la  sur/ace 
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ciu  point  {xj  y^  5),  contient  la  droite  D  relative  à  ce  point,  car 
ce  plan  langent  esl 

Cela  posé,  appelons  courbe  caractéristique  une  courbe  qui,  en 
chacun  de  ses  points  Xj  y^  z^  admet  pour  tangente  la  droite  D 
correspondant  à  ce  point  :  les  courbes  caractéristiques  seront  défi- 
nies  analjtiquement  par  le  système  diflerenliei 

dx       dy  _dz 

dont  rinlégrale  générale,  qui  renferme  deux  constantes  arbitraires, 
est  de  la  forme 

(il)  Ci=  «,(ar,^,  z),         ct=  Oi(J7, 7,  5). 

Ces  deux  équations  (1 1)  sont  celles  des  courbes  caractéristiques; 
celles-ci  sont  en  nombre  doublement  infini  (*). 

Or  toute  surface  engendrée  par  des  caractéristiques,  associées 
suivant  une  loi  quelconque,  est  une  intégrale  de  Téquation  pro- 
posée (10):  car,  en  chaque  point  {x^y^z)  de  cette  surface,  le 
plan  tangent  contient  la  tangente  à  la  caractéristique  qui  passe 
en  x^  y^  5,  c'est-à-dire  la  droite  D  relative  à  ce  point. 

Réciproquement,  sur  toute  surface  intégrale  de  Téquation  (10), 
il  y  a  une  infinité  de  caractéristiques.  En  efiet,  on  peut  tracer  sur 
une  surface  quelconque,  S,  une  série  simplement  infinie  de  lignes 
définies  par  la  condition  de  toucher,  en  tout  point  de  S,  une  droite 
déterminée  située  dans  le  plan  tangent  :  ainsi  les  lignes  de  cour- 
bure sont  celles  qui  touchent,  en  chaque  point,  un  des  axes  de 
rindicatrice.  Or,  pour  une  surface  intégrale  de  (10),  en  tout 
point  M,  la  droite  D  relative  à  M  est  dans  le  plan  tangent,  puisque 
Téquation  (10)  exprime  précisément  cette  propriété  :  on  en  con- 
clut qu'il  y  a  bien,  sur  la  surface,  une  série  simplement  infinie  de 


(*)  Les  équations  (11)  donnent  la  solution  générale  du  système  dilTéren- 
liel  (C);  elles  ne  donnent  pas  toutes  les  solutions.  Les  solutions  singulières  du 
système,  s'il  en  existe,  ne  sont  pas  nécessairement  comprises  dans  les  for- 
mules (11). 


lignes  touchanl,  en  cliacun  de  leurs  points,  la  droite  D  correspon- 
dante, c'esl-à-dire  une  série  de  caractéristUiues  (*). 

L'intégrale  générale  de  (lo)  est  donc  une  surface  quelconque, 
engendrée  par  les  caractéristiques  :  or,  pour  que  la  caractéris- 
tique (i  i), 

^1  =  ?i  (^,  r,  ^),      ct  =  ?t(^,  r»  ^)- 

engendre  une  surface,  il  suffit  d*étab1ir  une  relation,  quelconque 
d'ailleurs,  entre  C\  et  c^t 

/(ci,c,)  =  o, 

de  sorte  que  les  surfaces  intégrales  cherchées  sont  données  par 
l'équation 

f  étant  une  fonction  arbitraire.  On  retrouve  ainsi,  par  une  voie 
géométrique,  les  résultats  analytiques  du  n**  412. 

415.  Remarque.  —  Si  Ton  veut  trouver  la  surface  intégrale  qui 
contient  une  courbe  donnée,  on  prendra  les  caractéristiques  qui 
passent  par  les  divers  points  de  cette  courbe  :  leur  lieu  sera  la  sur- 
face cherchée.  De  même,  on  obtiendra  une  surface  intégrale  cir- 
conscrite à  une  surface  donnée  en  prenant  les  caractéristiques  qui 
touchent  cette  surface. 

416.  Exemples.  —  i**  Dans  l'intégration  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  des  surfaces  de  révolution,  on  a  trouvé  pour 
les  caractéristiques 

les  caractéristiques  sont  donc  des  cercles,  situés  dans  des  plans 


(^)  Ce  raisonnement  peut  souffrir  des  exceptions.  En  effet,  les  courbes  qui 
touchent  en  chacun  de  leurs  points  la  droite  D  correspondante  ne  sont  pas  né- 
cessairement des  caractéristiques,  parce  que  le  système  différentiel  (C)  peut 
admettre  comme  solutions  (singulières)  d^aulrcs  courbes  que  les  caractéris- 
tiques. Mais  si  de  telles  courbes  existent,  elle  ne  peuvent  dépendre  que  d'une 
constante  arbitraire,  au  plus,  puisqu'elles  ne  constituent  pas  la  solution  géné- 
rale du  système  (C);  elles  ne  peuvent  dès  lors  engendrer  qu'une  seule  surface, 
dont  Téquation  ne  renferme  aucune  constante  arbitraire.  Cette  surface  est  d'ail- 
leurs, quand  elle  existe,  une  solution  singulière  de  Téquation  proposée  (lo);  on 
démontre  qu'elle  est  l'enveloppe  des  caractéristiques. 
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perpendiculaires  àl*axe  —  =:  ^  =  -,  et  ajant  leurs  centres  sur  cel 
axe  (parallèles). 

2°  Déterminer  une  surface  telle  que  le  plan  tangent  en  un 
quelconque  de  ses  points,  M,  rencontre  Oz  en  un  point  qui 
soit  équidistant  du  point  M  et  de  V origine. 

Le  plan  langent  en  M,  [x^  ^j  s),  étant 
à. 


Ox 


(X-^)+jp(Y-r), 


Téquation  du  problème  est 

,     /   dz        dzy    i         àz        dzy 

ou,  après  réductions, 

(12) 


dz  dz       z^  —  ar^  —  y' 

2X- h  2  V  T—  =  • 

dx         '^  ây  z 


dz 


dz 


C'est  une  équation  linéaire  par  rapport  à  t-  et  —  »  qu'on  intégre- 
rait aisément  par  la  méthode  analytique  générale  ;  il  sera  plus  inté- 
ressant de  l'intégrer  géométriquement. 

Soit  M  un  point  quelconque  d'une  surface  intégrale;  désignons 
par  T  le  point  de  O^  équidistant  de  M  et  de  O  {fig^  90)  :  le  plan 


Fig.  90. 


tangent  à  la  surface  intégrale  en  M  doit  passer  par  1\  c'est-à-dire 
contenir  la  droite  MT.  C'est  là  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
que  doivent  vérifier  les  surfaces  intégrales;  c'est  celle  qu'exprime- 
rait analytiquement  Téquation  (12). 

Il  en  résulte  que  Mï  est  la  droite  D  qui  correspond  au  point  M. 
H.  —  II.  29 
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Cherchons  maintenant  les  caractéristiques,  c'est-à-dire  les 
courbes  qui  admettent  pour  tangente,  en  un  point  quelconque  M,  la 
droite  D  (c'est-à-dire  MT)  relative  à  ce  point.  L'égalité  TO  =  TM 
montre  que  la  droite  MT  est  tangente,  en  M,  au  cercle  qui  passe 
par  M  et  qui  touche  Oz  au  point  O;  par  suite  les  cercles  (eu 
nombre  doublement  infini)  qui  passent  par  l'origine  O  et  touchent 
en  ce  point  l'axe  Oz  sont  les  caractéristiques. 

La  surface  intégrale  est  donc  une  surface  quelconque  engendrée 
par  des  cercles  touchant  0;5  en  O;  un  tel  cercle  est  situé  : 
1*^  dans  un  plan  mené  par  Os  5  2®  sur  une  sphère  passant  par  l'ori- 
gine O,  et  touchant  en  ce  point  un  plan  arbitrairement  choisi 
mené  par  O:;,  le  plan  x  =  o,  par  exemple.  Les  caractéristiques 
ont  donc  pour  équations 

d'où,  pour  l'équation  d'une  surface  engendrée  par  ces  lignes, 

ou 


x^-hy^-^z*=x<^(^jf         et         z  =4/— a?»— j^*-h  jr<|;(-^), 

^  étant  une  fonction  arbitraire.  On  a  ainsi  trouvé  les  surfaces 
cherchées  sans  même  se  servir  de  Téquation  (12)  qui  les  définit 
analytiquement.  En  intégrant  celle-ci  on  arriverait  aux  mêmes 
résultats. 


IIL  —  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 


417.  Généralités.   —  Les   équations  (linéaires)  aux  différen- 
tielles totales  sont  du  tjpe 

(1)  dz  =  \(x,jr,  z)dx-^\\x,j^,  z)dy, 

où  X  et  Y  sont  des  fonctions  données  de  x^  y,  3.  Exîste-t-il  une 
fonction  z  (x,  y),  de  x  ety,  telle  que,  si  l'on  forme  dz,  c'est-à-dire 

ôz   ,  dz   , 

dx  éI^ 
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celle  différentielle  soit  identique  au  second  membre  de  (i),  où 
l'on  a  remplacé  z  par  z{x^y)?  Éviden/mentil  faut  et  il  suffît  pour 
cela  que  la  fonction  z{x,  y)  vérifie  les  deux  équations  difl^éren- 
liellcs 

(2)  ^=\(x,y,z),  '^=\(x,y,z). 

Le  problème  de  chercher,  si  elles  existent,  les  solutions  z  de 
J'équation  (i),  revient  donc  à  chercher  les  solutions  5  communes 
aux  deux  équations  aux  dérivées  partielles  (2). 

Pour  reconnaître  si  le  système  (a)  admet  une  solution  z,  déri- 
vons la  première  équation  (2)  par  rapport  k  y^  la  seconde  par 
rapport  à  x.  Nous  trouvons,  en  tenant  compte  des  équations  (2) 
elles-mêmes, 

f)^Z 


Ox  Oy 
O^z 


c)X    0\   dz 
Oy         dz  dy 

Oy^  dz  ^' 

d\        d\   dz 
Ox        Oz   Ox 

dx         dz 

Oy  Ox 
Si  la  fonction  z  existe,  on  aura  donc 

dy        dz  dx        dz     * 

égalité  qui  doit  avoir  lieu  quand  on  remplace,  dans  les  deux 
membres,  z  par  la  fonction  z{x,  y),  solution  du  système  (2). 
Deux  cas  sont  alors  possibles  :  i«  la  relation  (3)  est  une  identilé 
en  X,  y^z\  2°  dans  le  cas  contraire  elle  définit  une  fonction  z,  de 
xeiy^  qui  ne  renferme  pas  de  constante  arbitraire,  et  qui  seu/e 
peut  satisfaire  au  système  (2)  :  il  suffira  d'examiner  si  elle  y 
satisfait  effectivement,  et,  suivant  le  résultat  du  calcul,  le  sys- 
tème (  2)  aura  ou  n'aura  pas  de  solution. 

Par  suite,  le  système  (2)  ne  pourra  admettre  de  solution, 
^{^}  y)î  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  que  si  l'équation  (3), 
que  nous  appellerons  la  condition  d'intégrabilité,  est  satisfaite 
identiquement.  Si  elle  ne  l'est  pas,  il  est  possible  qu'il  existe  une 
solution,  sans  constante  arbitraire,  qu'on  obtiendra  comme  il  vient 
d'être  dit. 

418.  Intégration.  —  Supposons  donc  la  condition  d'intégrabi- 
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lilé  (3)  satisfaite  identiquement,  quels  que  soient  j?,  y^  z;  je  dis 
que  le  sj^stème  (2)  admet  une  solution,  et  que  celle-ci  renferme 
une  constante  arbitraire. 

Considérons,  en  effet,  la  première  équation  (2), 

C'est  une  équation  aux  dérivées  partielles,  linéaire  en  --  et  j^i  et 

à  second  membre;  son  intégrale  générale  s'obtient  (n"  412),  par 
rintégration  du  système  auxiliaire 

.^^        dit       dv        dz  dy  dz       ^  . 

dont  une  intégrale  première  estj^  =  Ct.  So\lf{x^  y^  :;)=C2  une 
autre  intégrale  première;   l'intégrale  générale,   z^  de  l'équalion 

— -  =X  sera  donnée  (n°  412)  par  la  relation 

(5)  /(^,7,  5)  =  *(7)> 

^  désignant  une  fonction  arbitraire.  Observons,  avant  d'aller  plus 
loin,  que  la  fonction /(;r,  y,  5),  intégrale  première  du  système  (4), 
vérifie  (n®  408),  quels  que  soient  j7,  y^  z^  la  relation 

(6)  ?-X^  =  o. 
^    ^  âx  ôz 

Cela  posé,  la  question  de  reconnaître  si  les  deux  équations  (2) 
sont  satisfaites  par  une  même  fonction  z  revient  à  examiner  si  la 
fonctions,  définie  par  (5),  et  qui  est  la  solution  générale  de  la 
première  des  équations  (2),  peut  aussi  vérifier  la  seconde,  à  savoir 

^=Y(x,y,z), 
Or  la  relation  (5)  donne,  par  dérivation  par  rapport  à  j^, 

fi"  /î» 

d'où  l'on  tire  -r^;  si  nous  exprimons  que  cette  valeur  de  -r^  est 
égale  à  Y,  nous  avons  l'équation 
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qui  doit  être  satisfaite  quand  on  y  remplace  z  par  la  fonction 
z{Xjy)  définie  par  (5). 

Ainsi,  tout  revient  à  voir  si  Ton  peut  déterminer  la  fonction 
arbitraire  ^(y),  de  telle  manière  qu'en  tirant  ^  de  (5)  et  portant 
dans  (8),  on  obtienne  une  identité  en  x  ety. 

Or  (5)  donne  pour  z  une  expression  de  la  forme 

et,  après  substitution  de  cette  valeur  dans  (8),  le  premier  membre 
de  (8)  devient  une  fonction  de  x^y^  ^{y)]  '^  second  membre  est 
une  fonction  de^  seul,  ^'(y)  :  on  n'arrivera  donc  à  une  identité 
que  si  le  premier  membre  nouveau  ne  contient  pas  x;  alors  l'équa- 
tion (8)  se  réduira  à  une  relation  entre  y^  ^{y)j  ^  Cx)>  c'est- 
à-dire  à  une  équation  différenlielle  du  premier  ordre  en  ^(y)- 
Elle  deviendra  une  identité  si  l'on  prend  pour  ^(y)  l'intégrale 
générale  de  cette  équation  différentielle,  intégrale  qui  contient 
une  constante  arbitraire. 

Donc  enfin,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
fonction  5,  définie  par  (5),  vérifie  (8)  est  que,  en  remplaçant  z  par 
sa  valeur  tirée  de  (5)  dans  le  premier  membre  de  (8),  on  obtienne 
un  résultat  indépendant  de  x.  Cela  revient  à  dire  que  le  premier 
membre  de  (8),  où  z  est  défini  par  (5),  a  une  dérivée  nulle  par 
rapport  à  x\  c'est-à-dire  que  l'on  a,  quels  que  soient  x  ely, 

^^      dy  dx       dy  ùz  ùx  \ùz  ôx       ôz^  dxj       dz\âx        dz  dx  ) 

Or,  pour  la  fonction  z  définie  par  (5),  y^  est  égal  à  X  puisque 
l'équation  (5)  est  l'intégrale  générale  de-r^  =  X;  d'ailleurs,  en 

vertu  de  Videntité  (6),  -p  = —  -^^^  ^"  ^  identiquement,  quels 
que  soient  a?,  y  et  5, 

ôx  dy  "   dz  ôy        dy  dz  dx  dz  dz"^        dz  dz 

Portons  les  valeurs  prccédeutes  de  ^t    /  •;    >  ---4- dans  l'équa- 

^  dx     dx  dy     dx  dz  * 

tion  (9);  celle-ci  devient,  après  réductions, 

dz  \dx        dz  dy        dz     J         ' 
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et  se  trouve  satisfaite  idenliquement,  en  vertu  même  de  l'hypo- 
thèse faite  sur  la  condition  dUntégrabililé  (3). 

Il  résulte  de  toule  celte  analyse  que,  si  la  condition  d'iniégra- 
bîlité  (3)  est  satisfaite  identiquement,  on  pourra  trouver  une 
fonction  ^{y)^  renfermant  une  constante  arbitraire,  telle  que  la 
fonction  z  définie  par  (5)  vérifie  le  système  (a);  en  d'autres 
termes,  l'équation  aux  différentielles  totales  (i)  admettra  alors  une 
solution,  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  et  qu'on  obtiendra 
comme  il  vient  d'être  expliqué  :  on  aura,  pour  déterminer  ^{y)^  à 
intégrer  une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 

419.  Exemple.  —  Soit  l'équation  aux  différentielles  totales 

z  z 

( lo)  dz  =  n^dx-h  m  —  dy^ 

X  y 

n  et  m  désignant  des  constantes;  elle  revient  au  système 

,     .  dz  z  ùz  z 

ôx  X  dy  y 

La  condition  d'intégrabilité  est  ici 

^y  \^/  y  àz\  X  J  dx  \yj        X    ôz\  y  J 

Comme  r—  (  —  j  =  o,  et  que  de  même  —  f  —  j  =  o,  il  reste 

mn  —  (  -  )  =  nm  —  (  —  )  > 
y\xj  x\y] 

cl  la  condition  d'intégrabilité  est  vérifiée  identiquement. 

Intégrons  maintenant  la  première  équation  (ii);  le  système 
auxiliaire  est 

dx       dy        X    ,  ,  dx       dz 

—  =  -*^-  =  —  dz.        ou        dy  =  o,        n =  o, 

i  o         nz      '  J         '»  X         z  ' 

ce  qui  donne 

L'intégrale   générale  z  de    la  première  équation  (ii)  est  donc 
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donnée  par 

(il)  5  =  ar«4>(^), 

d'où,  par  dérivation  par  rapport  à  y^ 

àz 

et,  puisque  z  doit  satisfaire  à  la  seconde  équation  (i  i), 

Il  faut  déterminer  ^{y)  de  manière  que  z^  défini  par  (12), 
vérifie  (i3),  ce  qui  donne 

—  <ï>(v)  =  4>(v),  ou  ^  •    '  =  —  > 

et,  par  intégration, 

log  *(^)  =  m  \o%y  -4-  logat, 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  La  solution  z  de  Téqua- 
tion(io),  ou  du  système  (i  i),  est  donc  donnée  par  Inéquation  (12), 
où  Ton  remplace  ^{y)  par  sa  valeur  précédente;  on  trouve  ainsi 

^  =  a  a?"  V"*. 

420.  Remarque.  —  La  méthode  des  n**"  417-418  permet  de 
trouver,  si  elle  existe,  la  solution,  ^,  d'un  système  de  deux  équa- 
tions du  type 

/>  et  çr  désignant  3-  et  -r^  • 

Car  en  résolvant  ces  deux  équations  en/?  et  y,  on  a 

/?  =  X(a7,  y,  z),         q  =  Y(ar,  y,  z), 

et  Ton  est  ramené  au  système  (2)  traité  plus  haut. 

Si  les  deux  équations  (i4)  ne  pouvaient  être  résolues  en/?  et  q^ 
c^est  qu'en  tirant  p  de  la  première  et  portant  dans  la  seconde, 
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on  réduirait  celle-ci  à  une  équation 

indépendanle  de  q.  On  examinera  alors  si  la  fonction  z,  définie 
par  cette  équation,  vérifie  le  système  (i4))  ^t,  selon  le  résultat  du 
calcul,  le  système  aura  ou  n'aura  pas  de  solution. 


IV.  -  ËQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
A  DEUX  VARIABLES  INDÉPENDANTES. 


421,  Ce  sont  les  équations  de  la  forme 

en  posant,  pour  simplifier  Técriture, 

dz  ùz 

^       Ox  ^        Oy 

Lagrange  a  donné,  pour  intégrer  Téqualion  (i),  une  méthode 
extrêmement  remarquable. 

On  suppose  connue,  et  nous  verrons  plus  loin  le  moyen  de 
l'obtenir,  ce  qu'on  appelle  une  solution  ou  intégrale  complèir, 
c'est-à-dire  une  relation  entre  x^  y^  z  et  deux  constantes  arbi- 
traires, a  et  p, 

(•2)  *(^,  r>    -»   «1    ?)  =  0> 

telle  que  la  fonction  z  définie  par  cette  relation  soit  une  solution 
de  la  proposée  (i),  quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes 
a  et  p. 

Une  telle  fonction  <E>  étant  connue,  on  peut  en  déduire  l'équa- 
tion différentielle  (i):  car  on  a,  en  dérivant  (2)  par  rapport  aux 
variables  indépendantes  x^y^ 
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et,  en  éliminant  a  et  ^  entre  (2),  (3)  et  (4),  on  arrive  à  une  rela- 
tion 

(5)  F{^,  j-,  z,p,  q)=o, 

que  je  dis  être  identique  à  la  proposée  (i).  Car,  s'il  en  était 
autrement,  entre  les  relations  (i)  et  (5),  que  vérifie  la  fonction  5, 
de  07, y,  définie  par  (2),  éliminons  q  :  nous  obtenons  une  rela- 
tion 

vérifiée  par  celle  même  fonction.  Or,  en  choisissant  conve- 
nablement a  et  p  dans  (2),  on  peut   faire  en  sorte  que,   pour 

jjety  donnés, -5  et  y»  ou/?,  aient  des  valeurs  arbitraires  (')  :  il  ne 


(')  Voici  comment  on  peut  rendre  ce  point  rigoureux.  Résolvons  Péquation  (a) 
par  rapport  à  ^ 


{2  bis)  f  =  ^{x,y,Zy  a) 

Je  dis  d'abord  que  Tui 
Car  on  a  identiquement 


d'-o    d®    do 
Je  dis  d'abord  que  l'une  au  moins  des  dérivées  partielles  3^  »  7^»  3r  contient  «. 


,         0:9   ,  ôo   ,         â'o   ,         ào   , 

^       Ox  Oy    '^        Oz  03L 


d'où  (Tome  I,  n»  328), 


-râ-r(i)/.*x'(S)./-/"^^^^^^— -. 


.   09     ô"^    d^  .  .  t-  A  f 

et  si  -r-y  -H-»  — î-   ne  contiennent  pas  a,  on  voit  que  a  ne  figure  dans  o  qu  au 
Ox    ây    dz  ri 

dernier  terme,  de  sorte  que  ç  =  fonct.  (j?,  Xj  s)-^  "^i^)'  L'équation  (2  bis)  s'écrit 

alors 

p  — ^/(a)=  fonct.(j?,  ^,  z); 

et  clic  ne  renferme  en  réalité  qu'une  seule  constante,  ?  —  <{/(«),  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse. 

Cela  posé  supposons  que  -r^  ou  '  contienne  a;  je  dis  qu  en  choisissant  con- 
venablement a  et  p  dans  (a  bis)  on  peut  faire  en  sorte  que,  pour  x  et  y  donnés, 
z  et  p  aient  des  valeurs  arbitraires.  Dérivons  en  effet  (a  bis)  par  rapport  à  x;  il 
vient 

do  do 

Ox      ^  ôz 
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saurait  donc  exister  de  relation  entre  x^y^  ^,/>;  d'où  la  nécessité 
que  les  équations  (i)  et  (5)  soient  les  mêmes. 

422.  Mode  d'intégration.  —  Voici  maintenant  comment  La- 
grange  déduit  de  l'intégrale  complète  4>=:o  toutes  les  solutions  de 
la  proposée  (i). 

L'équation  (i)  étant,  comme  on  vient  de  le  voir,  le  résultat  de 
l'élimination  de  a,  p  entre  (2),  (3)  et  (4),  peut  être  remplacée 
par  le  système  des  trois  équations  (2),  (3)  et  (4),  où  les  inconnues 
sont^,  a  et  p  :  en  d'autres  termes,  intégrer  (i)  revient  à  trouver 
trois  fonctions,  z,  a,  p,  de  x  ety,  vérifiant  (2),  (3)  et  (4).  Or  si 
l'on  dérive  (2)  par  rapport  k  x  et y^  et  en  considérant  a  et  (3 
comme  des  fonctions  de  x  et  y,  il  vient 

\  dx  "^^  dz  '^  art  dx"^  '&S  dx  ""  ^' 

\  dy"^^  dz"^  09.  dy"^  d^  dy  "  ^' 
équations  qui,  si  l'on  tient  compte  de  (3)  et  (4))  deviennent 

^'^  doL  dy'^  d^   ôy  "^^ 

et  le  système  des  équations  (2),  (6)  et  (7)  est  évidemment  équi- 
valent au  système  (2),  (3)  et  (4)  dont  on  l'a  tiré  :  car  (2) 
entraîne  (2')  qui,  si  l'on  tient  compte  de  (6)  et  de  (7),  donne 
(3)  et  (4). 

Or  les  relations  (6)  et  (7)  sont  linéaires  et  homogènes  en  -r- 

et  -tk',  deux  cas  sont  donc  à  distinguer  : 

équation  d'où  l'oa  peut  tirer  a  en  fonction  de  x,  y^  z  et  /?,  puisque  a  y  figure 
par  hypothèse.  L'équalion  (2  bis)  donne  ensuite  p. 

Si  a  ne  figure  ni  dans  —■  ni  dans  -p»  il  figure  dans  -r^;  alors  c'est  p  qu'il  faut 
éliminer  entre  (i)  et  (5);  on  obtient  ainsi  une  relation 

8^(07,  yy  z,  ^)=o, 
dont  on  démontre  l'impossibilité  comme  ci-dessus. 
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i"  Le  déterminant  -7^  -r^  —  -^  -r-  n'est  pas  nul  :  les  relations 
dx  dy        ùx  dy  * 

(6)  et  (7)  donnent  alors 

^=0,        ^=0, 

équations  qui,  jointes  à  (2),  déterminent  Zy  a  et  p,  et,  par  élimi- 
nation de  a  et  ^,  Tinconnue  principale  z. 

On  obtient  ainsi  une  solution,  ;3,  de  Téquation  proposée,  qui 
ne  contient  rien  d*arbitraire;  c'est  ce  que  Lagrange  appelle  la 
solution  ou  intégrale  singulière. 

2°  Si  le  déterminant  (Jacobien)  -r^  -r^ —  -r^ -r-  est  nul,  cela 
^  ^   dx  dy        dx  dy  ' 

exprime  (Cours  de    i"  année,  n**  51)  qu'il  existe  une  relation 

entre  a  et  p, 

(8)  ?  =  ?(«)» 

f  étant  une  fonction  de  a,  quelconque  d'ailleurs.  Introduisons 
cette  hypothèse  dans  les  équations  (6)  et  (7),  celles-ci  deviennent 

di  Vd^       ()*    „     1 
dT.  Vd^       d^    ,,   r\ 

auxquelles  on  peut  satisfaire  de  deux  manières  : 

a.  En  posant 

dr        di  ,.   , 

-r—  =  -;-=o,        dou        a  =  const. 

dx       dy 

et,  en  vertu  de  (8),  p  =  const.;  on  retrouve  ainsi  l'intégrale  com- 
plète ^{x^y,  -S,  a,  P)=:o,  dont  on  est  parti. 

b.  En  posant 

(9)  -  +  ^ç'(a)=o. 

Les  inconnues  z,  a,  ^  sont  alors  déterminées  par  les  trois  équa- 
tions (a),  (8),  (9) 

*  =  o.       "51  ■^- dp- ?(«>  =  <>'        M?(«), 


46o  TROISIÈME   PAHTIE.   —   EQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 

OÙ  o  désigne  une  fonction  arbitraire.  L'élimination  théorique 
de  a  et  p  donnerait  une  solution,  5,  dépendant  d^ une  fonction 
arbitraire;  c'est  cette  solution  que  Lagrange  appelle  solution  ou 
intégrale  générale. 

Le  problème  de  déduire  d'une  intégrale  complète  toutes  les 
autres  intégrales  est  ainsi  complètement  résolu. 

423.  Interprétation  géométrique.  —  L'intégrale  complète 

*(ar,^,  ^,  a,  P)=o, 

OÙ  a  et  ^  sont  des  constantes,  représente,  en  x^y,  s,  une  surface; 
en  faisant  varier  a  et  p,  on  obtient  une  double  infinité  de  surfaces, 
qui  sont  toutes,  par  hypothèse,  des  surfaces  intégrales  de  l'équa- 
tion proposée  (i). 

L'intégrale  singulière,  surface  obtenue  en  éliminant  a  et  p  entre 

*=^'        7hr=^'         d?=^' 

est  V enveloppe  de  ces  surfaces,  chaque  enveloppée  touchant 
l'enveloppe  en  un  nombre  limité  de  points  (Tome  I,  n**  363).  Par 
exemple  si  les  surfaces  4>  =  o  sont  des  plans,  l'intégrale  singulière 
est  la  surface.  S,  que  touchent  tous  ces  plans,  chaque  plan  tou- 
chant l'enveloppe  en  un  seul  point. 

On  obtient  l'intégrale  générale  en  considérant  dans  la  série 
doublement  infinie  des  surfaces  4>  =  o  une  série  quelconque, 
simplement  infinie  [ce  qu'on  fait  en  établissant  entre  a  et  ^  une 
relation  quelconque,  p.-=o(a)J  et  en  prenant  l'enveloppe  des 
surfaces  (à  un  paramètre)  ainsi  déterminées.  £n  elTet  les  équa- 
tions qui  définissent  l'intégrale  générale 

<^{x,y,z,  a,  P)=:o,  P  =  ?(«)»         -^  "+"^?'(^)=^' 

donnent,  par  l'élimination  de  ^, 

*[a-,  J',  ^,  a,  ?(a)]=o,  —  4-— ç'(a)=o. 

Or  la  seconde  équation  a  pour  premier  membre  la  dérivée  de 
<l>[x,  j-,  ^,  a,  'f  (a)]  par  rapport  à  a;  l'élimination  de  a  entre  les 
deux  dernières  relations  donne  donc   l'enveloppe  des   surfaces 
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4>[x,  ^,  i;,  a,  <p(a)]=  o,  ce  qui  démontre  la  proposilion.  Les 
enveloppées  considérées  touchent  alors  leur  enveloppe  tout  le 
long  d^une  ligne  (caractéristique). 

424.  Exemple.  —  Si  les  surfaces  4>  sont  les  plans  tangents 
d'une  surface  S,  l'intégrale  générale  est  l'enveloppe  d'une  série 
simplement  infinie  de  ces  plans,  c'esl-à-dire  une  surface  dévelop- 
pable,  quelconque  d'ailleurs,  circonscrite  à  S. 

Autre  exemple.  —  Les  surfaces  <[>  =  o  sont  des  sphères  de 
rayon  donné  11,  ayant  leurs  centres  dans  un  plan  II  :  l'intégrale 
singulière,  enveloppe  de  toutes  ces  surfaces,  est  l'ensemble  des 
deux  plans  parallèles  au  plan  II,  situés  à  une  distance  R  de 
celui-ci;  l'intégrale  générale  est  une  surface-canal,  enveloppe  des 
sphères  de  la  série  dont  les  centres  décrivent  une  ligne  quel- 
conque du  plan  II;  chacune  des  sphères  de  la  série  touche  cette 
enveloppe  le  long  d'un  grand  cercle. 

423.  En  résumé,  l'intégrale  singulière  est  l'enveloppe  des  sur- 
faces, en  nombre  doublement  infini,  représentées  par  l'intégrale 
complète,  chaque  surface  touchant  l'enveloppe  en  un  nombre 
limité  de  points;  Tintégrale  générale  est  l'enveloppe  d'une  série 
simplement  infinie  de  ces  surfaces,  chacune  de  ces  enveloppées 
touchant  l'enveloppe  le  long  d'une  ligne.  C'est  le  choix  arbitraire 
de  la  série  simplement  infinie  qui  introduit,  dans  l'intégrale  géné- 
rale, une  fonction  arbitraire. 

426.  Remarques.  —  i**  11  était  évident  a  priori  que  l'enve- 
loppe de  toutes  les  surfaces  4>  =  o,  ou  d'une  infinité  simple 
d'enlre  elles,  serait  une  solution  de  la  proposée/(a:,^,;î,/?,  y)  =  o, 
car,  en  un  quelconque  de  ses  points,  l'une  ou  l'autre  enveloppe 
touche  une  des  surfaces  <E>,  de  sorte  qu'en  ce  point  x^y^  ^j  Pt  Ç 
sont  les  mêmes  pour  l'enveloppe  et  pour  la  surface  4>  :  celle-ci 
vérifiant  la  proposée,  il  en  est  de  même  de  l'enveloppe. 

2"*  L'intégrale  singulière  est  l'enveloppe,  non  seulement  des 
surlaces  4>  =  o,  qui  répondent  à  l'intégrale  complète  considérée, 
mais  de  toutes  les  surfaces  données  par  l'intégrale  générale.  Cela 
résulte  de  ce  théorème  de  Géométrie  facile  à  établir:  Soit  une 
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infinité  simple  de  surfaces  0',  dont  chacune  touche,  en  un  ou 
plusieurs  points,  ai,  a.>y  .  . . ,  une  surface  S;  Tenveloppe  des  sur- 
faces <ï>'  touche  S  le  long  d'une  ligne  qui  est  le  lieu  des  poiiiLs 

Cl\  y     CI2  )       •    a    •   • 

3®  11  y  a  une  infinité  d'intégrales  complètes;  on  les  obtient  en 
prenant  pour  'f  (a)  une  fonction  renfermant  deux  constantes  arbi- 
traires. Elles  sont  donc  comprises,  comme  cas  particuliers,  dans 
rintégrale  générale. 

4°  La  solution  singulière,  S,  reste  la  même  quelle  que  soii 
rintégrale  complète  dont  on  parte  :  car,  d'après  2°,  elle  est  aussi 
l'enveloppe  des  surfaces  correspondant  à  Tinlégrale  générale,  ce 
qui  la  définit  complètement. 

427.  Au  point  de  vue  analytique,  la  solution,  5,  de  l'équation 
différentielle  ne  peut  être  efi*ectivement  obtenue  sous  sa  forme 
générale,  puisqu'il  faudrait,  pour  l'obtenir,  éliminer  a  et  ^  entre 

*  =  o,  P  =  ?(a),  -+_ç'(a)=o, 

ou,  encore,  éliminer  a  entre 

(10)  *[a7,  j^,  5,  a,  ç(a)]  =  o        et        *'^=o, 

ce  qui  est  impossible  tant  que  Ton  ne  particularise  pas  la  fonction 
arbitraire  ç.  On  ne  peut  donc  représenter  l'intégrale  générale 
par  une  seule  équation;  il  faut  les  deux  équations  (10),  qui 
définissent  à  la  fois  l'inconnue  cherchée  5,  et  une  inconnue  auxi- 
liaire a. 

Mais,  au  point  de  vue  géométrique,  on  peut  représenter  para- 
métriquement  la  surface  intégrale  générale,  et  cela  d'une  manière 
explicite.  Tirons  en  efi*et  des  deux  équations  (10)  les  valeurs  de 
deux  des  coordonnées  x^  y,  z;  par  exemple  de  ^  et  de  5  :  ce 
calcul  est  possible  théoriquement,  puisque  ni  x,  ni^,  ni  z  ne  sont 
engagés  sous  le  signe  de  la  fonction  arbitraire  <p.  On  aura  ainsi 

y  =  Fi[a7,  a,  ç(a),  (?'(a)],         z  =  F,[^,  a,  (p(a),  <p'(«)], 

et,  en  y  joignant  l'équalion  x  =  x,  on  aura  a:,y  eiz  exprimés  en 
fonction  de  deux  paramètres,  x  et  a,  ce  qui  définit  la  surface  inté- 
grale générale.  Nous  verrons  une  application  de  cette  remarque 
au  n°  437, 
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428.  Remarques.  —  On  peut  aisément,  quand  on  connaît  une 
intégrale  générale  complète,  <E>  =  o,  obtenir  la  surface  intégrale 
qui  passe  par  une  courbe  donnée;  il  suffit  pour  cela  de  prendre 
les  surfaces  ^{x^ y^  z,  a,  j3)=  o  qui  touchent  cette  courbe;  elles 
sont  en  nombre  simplement  infini,  et  leur  enveloppe  est  une  sur- 
face intégrale  qui,  évidemment,  contient  la  courbe  (*). 

De  même  l'enveloppe  des  surfaces  4>(ar,  ^,  <g,  a,  [3)=:o  qui 
touchent  une  surface  donnée.  S,  est  une  sur/ace  intégrale  cir- 
conscrite à  S. 

429.  Détermination  d'une  intégrale  complète  de  f{x,  y,  z,p,  q)=  o. 
—  D'après  la  théorie  qui  précède,  Tintégratien  de  Téquation 

(0  /(^>r>  ^»Pfq)  =  o 

se  ramène  à  la  détermination  d'une  intégrale  complète,  c'est- 
à-dire  contenant  deux  constantes  arbitraires. 

A  cet  effet,  cherchons  à  adjoindre  à  l'équation  (i)  une  équation 
du  même  type,  renfermant  une  constante  arbitraire,  a, 

(a)  ?(^,J^,  «j/>,  ^)=o, 

et  telle  que  le  système  des  deux  équations  (i)  et  (2)  admette 
une  solution  z^  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  p  :  cette 


(*)  Je  dis  en  elTet  que  si  des  surfaces  <I>,  en  nombre  simplement  infini,  touchent 
une  courbe  C,  leur  enveloppe  contient  cette  courbe.  Car,  dire  qu'une  surface  «ï» 
touche  C,  c^cst  dire  qu'elle  coupe  C  en  deux  points  infiniment  voisins  m  et  m'; 
de  même,  une  surface  <!>',  voisine  de  4>,  coupe  C  en  m'  {fig,  gi),  et  en  un  point 

Fig.  9'- 


voisin,  m".  Le  point  m'  est  donc  commun  à  <!>  et  à  <!>',  et,  en  passant  à  la  limite, 
on  voit  que  la  surface  4>  est  coupée  parla  surface  infiniment  voisine  suivant  une 
ligne  qui  passe  par  m.  Or  l'enveloppe  des  surfaces  4>  est  le  lieu  des  lignes  suivant 
lesquelles  chacune  d'elles  est  coupée  par  la  surface  infiniment  voisine  de  la  série; 
ce  lieu  contient  donc  le  lieu  du  point  m,  c'est-à-dire  la  courbe  C. 
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fonction  z,  contenant  les  constantes  a  et  p,  sera  dès  lors  une  inté- 
grale complète  de  (i). 

Or,  pour  que  le  système  (i),  (2)  admette  une  solution  ^,  ren- 
fermant une  constante,  il  faut  et  il  suffit  (n°*420  et  417)  que, 
p  ei  q  étant  tirés  de  (1)  et  (2)  sous  la  forme 

p  =  X(a7,  y,  Z),         q  =  Y(ar,  y,  z\ 

les  fonctions  X  et  Y  vérifient  identiquement  la  condition  d^inté- 
grabilité  du  n°417,  qui  est,  en  écrivant/?  et  ^  à  la  place  de  X  et  Y, 

^^  dy^dz^       dx       dz^ 

Formons,  en  partant  des  équations  (i)  et  (2),  qui  définissent 

p  et  q^  les  dérivées  -p  »  ^1  j-y  j-  qui  figurent  dans  (3)  :  ce  sont, 

par  définition,  les  dérivées  partielles  de  p  el  àe  q  quand  on 
regarde  ces  quantités  comme  fonctions  des  variables  x^y^  5,  sup- 
posées indépendantes. 

En  dérivant  par  rapport  à  x  les  deux  équations  (i)  et  (2),  on  a 

dx        dp  dx        dq  dx  * 

d^        dtf  dp         d(f  dq  ^ 
dx        dp  dx        dq  dx  "    ' 

^  ^  _  ^  ^ 
dq  dx  Op  dp  dx 
Ox  ~  df    d^        df   f>9 

dp  dq        dq  dp 

On  trouverait  de  même,  en  dérivant  (i)  et  (2)  par  rapport  à  y, 
puis  par  rapport  à  z^ 

d£d^_df  d^ 
dp  __       dy  dq        dq  ôy 


d'où  l'on  tire 


"y 

dp  dq 

_dfd^- 
dq  dp 

Os 

dz  dq 
d£d^^ 
dp  dq 

df  d^ 

dq  dz 

_d£d^' 

dq  dp 

dfà^_ 
dq        dz  dp 
dz   "  ^d^^ 

dp  dq 

d^d^ 
dp  dz 
df  dj_ 
dq  dp 

et,  si  Ton  porte  ces  valeurs  dans  la  condition  d'intégrabilité  (3), 
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celle-cî  devient 


(4) 


dp  dx       ùq  dy       v   ^P       ^9  )  ^^ 

l-(g--i)l-(l-i)g-»- 

Elle  doit  être  (n***  417-418)  identiquement  vérifiée  en  x^  y,  :; 
quand  on  y  a  remplacé/?  et  q  par  leurs  valeurs  en  x,  y,  z  tirées 
de  (i)  et  (2).  A  fortiori,  la  condition  d'inlégrabilité  sera  satisfaite 
si  l'équalioD  (4)  est  une  identité  en  a?,  y,  Zj  /?,  q.  A  ce  point  de 
vue  cette  équation  est  une  équation  linéaire  sans  second  membre, 
par  rapport  aux  dérivées  de  la  fonction  inconnue  o,  les  variables 
indépendantes  étant  x,  y^  z,  p^  q;  et  il  résulte  de  notre  analyse 
que,  si  o  est  une  solution  quelconque  de  (4),  le  système 
/(j?,y,  >3, /?,  q)  =  Oj  o(Xjy,  z^  py  q)=o  admettra  une  solution:;, 
dépendant  d'une  constante  arbitraire,  p  (n"  418). 

Pour  obtenir  ainsi  une  intégrale  complète  de /(ar,^,  ^,/?,y)=o, 
il  suffira  donc  de  trouver  une  solution,  o,  de  (4),  contenant  une 
constante  arbitraire,  a.  Or  l'intégration  de  Téquation  (4)»  011  les 
variables  indépendantes  sont  x,yj  2,  p,  q,  se  ramène  à  celle  du 
système  auxiliaire  d^ ordre  quatre 

\ôpj       \dqj       ^  dp       ^  dq       dx      ^dz       dy      ^  dz 

et,  si  0|,  ^2)  ?S)  74  sont  quatre  intégrales  premières  distinctes  de 
ce  système,  l'intégrale  générale,  ç,  de  l'équation  (4)  est 

(6)  ?  =  ^(?i,  ?i,  ?3,  ?*), 

F  étant  une  fonction  arbitraire.  Si  donc  on  a  trouvé  une  seule 
intégrale  première  du  système  (5),  çj  {x^  y  y  z,  /?,  y)=  const.,  une 
solution  particulière  o,  de  (4),  sera,  en  vertu  de  (6), 

©  =  9, 4- a, 

a  désignant  une  constante  arbitraire. 

A-vec  cette  valeur  de  o,  le  système  (i),  (2)  sera 

(7)  f{^^y,^^P^  9)=o,        ç),(.r,^,  5,  ;?,  7)-f-a  =  o, 

et  admettra,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  une  solution  z,  qu'on 
H.  —  II.  3o 
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trouvera  par  la  méthode  du  n"*  418,  qui  reofermera  une  nouvelle 
constante,  ^,  et  sera  dès  lors  une  intégrale  complète  deTéquatlon 
proposée  (i). 

430.  Remarque.  —  On  peut  observer  que  o  =/(a:, y^  -s,/?,  q} 
vérifie  identiquement  l'équation  (4),  ce  qui  prouve  (n**408),  que 
y=coDSt.  est  une  intégrale  première  du  système  (5).  C'est  une 
autre  intégrale  première  de  ce  système  qu'il  faut  trouver,  car 
l'hypothèse  Çj  =/inlroduile  dans  (7)  conduirait  à  une  absurdité, 
si  a^o,  ou  à  une  indétermination,  si  a  =  o.  Toutefois  la  con- 
naissance de  l'intégrale  première  /==  o  permet  d'abaisser  d'une 
unité  l'ordre  du  système  (5),  (n"  329),  c'est-à-dire  de  le  ramener 
au  troisième  ordre.  Cette  remarque  donne  la  mesure  de  la 
dij/iculté  du  problème;  on  voit  ainsi  que  l'intégration  de  l'équa- 
tion/(j7,  y,  s,  /?,  y)=  o  se  ramène  à  la  recherche  d'une  intégrale 
première  d'un  système  canonique  d'ordre  trois,  qu'on  fera  suivre 
de  l'intégration  d'une  équation  difTérenlielle  du  premier  ordre 
(n**  428)  pour  déterminer  la  solution  du  système  (7). 

431.  Cas  de  l'équation  f{x,y^p^  q).    —    Si  l'équation    pro- 
posée (  i)  ne  contient  pas  l'inconnue  z,  c'est-à-dire  si  elle  est  du  type 

on  cherchera  une  fonction  o,  de  même  forme,  telle  que  les  deux 
équations 

(8)  A^yy,py  ç)  =  o,      9{^,y,p,q)  =  o 

donnent,  pour  p  et  q,  deux  fonctions  de  x  et  de  y  pouvant  être 
les  dérivées  partielles,  par  rapport  k  x  ely^  d'une  même  fonc- 
tion x;.  Il  faut  pour  cela  (Tome  l,  n'*327)  que  ^  =  -?,  c'est-à-dire^ 
en  tirant  ^  et  -p  des  équations  (8),  qu'on  ait 

^^  dp  dx        dq  ây        ôx  dp        dy  dq 

Si  donc  ©1  (^,  j^, /?,  y)=  const.  est  une  intégrale  première  du 
système 


\àp)        \àq)        \àr)        \dy) 
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les  deux  équations 

définiront  deux  fonctions,  p  et  g^  de  x  et  y,  telles  que  -p  =  -r^.. 

La  fonction  Zj  dont  les  dérivées  partielles  sont/?  et  g,  vérifiera 
d'après  cela  Téquation  proposée /(a?,  j-,  /?,  g)=  o,  et  sera  donnée 
par  la  formule  (Tome  I,  n°  327) 

(II)  ^=7    pi^iy)^^-^  I    g(^^yy)dy-^?î 

ce  sera  donc  une  intégrale  complète  de  /(^,  y, /?,  y)=  o, 
puisqu'elle  dépend  des  deux  constantes  arbitraires  a  et  ^. 

Le  cas  particulier  examiné  ici  est  plus  simple  que  le  cas  général 
en  ce  que,  la  fonction  ^i  étant  obtenue,  on  n'a,  pour  trouver  ^, 
qu'à  effectuer  les  deux  quadratures  (i  i),  au  lieu  d'avoir  à  intégrer 
une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 

D'ailleurs  les  équations  (9)  et  (10)  sont  comprises  dans  les 
équations  (4)  et  (5)  du  cas  général. 

432.  Exemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

Les  deux  dernières  équations  du  système  (10)  donnent 
dp       dq  ,,  , 

p       q 

ce  qui  est  une  intégrale  première  de  (10).  Portant  la  valeur  g  z=çf.p 
dans  la  proposée,  on  en  tirera  p  en  fonction  de  ^,  ^,  a;  on  en 
déduii-a  g^  qui  est  égal  à  a/?,  puis  une  intégrale  complète  ;j,  par 
le  procédé  ci-dessus. 

Si  par  exemple  la  proposée  est 


on  aura 


px-^-qy^pq, 

/>  =  ^  (^  -^  «r  )»         q  =  x-^ay, 

=    /     -{X'\-aLy)dX'\-  I     oLydy-^-^, 
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c'est-à-dire,  tous  calculs  faits, 

intégrale  complète  de  la  proposée. 

433.  Cas  particuliers  divers.  —  Dans  quelques  cas,  il  est 
possible  de  découvrir  directement,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'ap- 
pliquer les  méthodes  générales,  une  intégrale  complète  de  Téqua- 
tion  f{x^y^  ^y  Pi  Ç)=^'  Voici  des  exemples  : 

i'^  L'inconnue  z  et  l'une  des  variables  x^  ou  y,  manquent  dans 
l'équation  :  si  y  manque,  résolvons  l'équation  par  rapport  à/>, 

on  voit  de  suite  que  si  l'on  pose  ^  =  a  (a  étant  une  constante),  d'où 
pz=f!^(^x,  a),  la  condition  d^intégrabilité,  -p  =  ~^>  sera  satis- 
faite, ses  deux  membres  étant  nuls.  On  a  donc  une  intégrale 
complète  par  la  formule 


=    /  'Ka?,  a)  rfj?-4- a^ -4- p. 


2®  Si  l'équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/i(^>/>)=/i(.r»  q\ 

on  posera 

a  étant  une  constante  arbitraire,  d'où  l'on  tirera 

/>  =  ?i(^)  a),       q  =  ^i(y,cL)] 

p  étant  une  fonction  de  x  seul,  et  7  de  y  seul,  la  condition  ~  =  -? 

^  '       -'       "^  '  dy        Ojc 

est  encore  satisfaite  (ses  deux  membres  étant  nuls)  et  une  intégrale 
complète  de  la  proposée  est 

-  =    /  ?i(^,  (i)dx-\-  j  Oj(j/,  a)rf7-t-p. 
On  peut  appliquer  ce  procédé  aux  équations 

Pq  =  -^yy  /?«  H-  gr2  =  a?2  -H  J^î, 
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CD  les  écrivant 

3**  Parfois  on  peut  apercevoir  immédiatement  une  intégrale 
complète;  par  exemple^  dans  le  cas  de  V équation  de  Clairaut 
généralisée 

on  a  une  intégrale  complète  en  prenant 

a  et  ^  étant  deux  constantes;  car  cette  relation  donne  p  =  u^ 
q  =  Pj  et  ces  valeurs  de  «,  y>,  q  vérifient  bien  la  proposée.  Les 
surfaces  représentées  par  l'intégrale  complète  sont  des  plans,  dont 
Tenveloppe  s'obtient  par  l'élimination  de  a  et  ^  entre 

cette  enveloppe  est  l'intégrale  singulière;  l'intégrale  générale  est 
une  surface  développable  quelconque  circonscrite  à  la  précé- 
dente (no  423). 

4®  Une  équation  du  type /{x^  z^  p,  q)=i  o^  qui  ne  renferme 
pas  l'une  des  variables  indépendantes,  ici  y,  se  ramène  au  type 
f{Xjy,p^  çr)  =  o  du  n®  431,  sil'onprend  j^  pour  inconnue,  x  el  z 
pour  variables  indépendantes. 

La  relation 

dz  =  p  dx-\-  q  dy^        ou         dy  ^  —  ^dx  -\ dz. 

donne  en  eOTet 

^=-P,         ^  =  1;         d'où         -P  =  )^,         9=^i 

la  proposée  devient  donc 


m 


\dz)     \dz), 
et  ne  contient  pas  l'inconnue  jk- 
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V.  —  ÉQUATIONS  AUX  DËRIYËES  PARTIELLES  D'ORDRE  SUPÉRIEUR 

AU  PREMIER. 


434.  On  se  bornera  à  donner  quelques  exemples  dMntégratîon 
d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  :  Tintégrale 
générale  d*une  telle  équation  contient  (n^  405)  deux  fonctions 
arbitraires. 

435.  Il  peut  arriver  que  tous  les  termes  de  l'équalion  soient 
des  dérivées  exactes  par  rapport  à  Tune  des  variables  ;  soit  par 
exemple  Téquation 

dxdjr  "^  dx* 

on  en  tirera  de  suite,  en  intégrant  les  deux  membres  par  rapport 
à  x^ 

?(y)  étant  une  fonction  arbitraire  de  y  (car  la  constante  d'inté- 
gration ne  doit  être  constante  que  par  rapport  à  x^.  On  est  ainsi 
ramené  n  une  équation  du  premier  ordre  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  partielles,  et  à  laquelle  s'applique  la  méthode  générale 
du  n«  412. 

436.  Si,  dans  l'équation  différentielle  proposée,  il  n'entre  que 
des  dérivées  prises  par  rapporta  l'une  des  variables,  on  regardera 
les  autres  variables  comme  des  constantes  et  l'on  aura  à  intégrer 
une  équation  différentielle  ordinaire  à  une  inconnue  et  à  une 
variable;  seulement  on  aura  soin  de  remplacer  les  constantes 
introduites  dans  l'intégration  par  des  fonctions  arbitraire^  des 
variables  regardées  comme  constantes.  Soit,  par  exemple,  l'équa- 
tion 

-—r  —  ix- — h  ix^z  =  o; 
ày^  ày 

en  y  regardant  x  pomme  constant,  c'est  une  équation  linéaire,  à 
coefficients  constants,  sans  second  membre.  L'équatîon  caraclé- 
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rislique  (n®  3S0)  est  ici 

5* — 3XS  -4-  23?*  =  O, 

ses  racines  sont  s=-x  et  5  =  20:*  L'inlégrale  générale  est  donc 

Ci  et  C2  étant  des  fonctions  arbitraires  de  x. 

437.  Donnons  une  application  géométrique  de  ces  considéra- 
tions* 

Problème.  —  Trouver  les  surfaces  sur  lesquelles  les  lignes  de 
courbure  d'un  système  sont  situées  dans  des  plans  parallèles. 

Soit  z=f(x, y)  la  surface  cherchée;  posons  comme  d'ordi- 
naire ^  =/>,  •  •  -j  j-i  =  ''i  •  •  •  ;  Téquation  différentielle  des  lignes 
de  courbure  est  (Tome  I,  n^  iM) 

Si  nous  prenons  pour  plan  des  xz  un  plan  parallèle  à  ceux  des 
lignes  de  courbure  du  système  considéré,  l'équation  ci-dessns 
devra  être  vérifiée  pour  j^  =  const.,  dy  =  o^  c'est-à-dire  que  l'on 
aura,  pour  déterminer  z,  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre 

(I)  s{i-hp^)—pqr  =  Oy 

qu'on  peut  écrire 


pr  s 

-£- —  =  —,         ou 


Kl)  _  (S) 


f-t-/?*         ^  i-f-/?*  q 

car  r  =  -^ ,  5  =  ^ .  Sous  cette  dernière  forme  les  deux  membres 
ox  ox 

de  l'équation  différentielle  sont  des  dérivées  exactes  par  rapport 

à  X  (n"*  43o);  intégrons,  il  vient 

-  log(i  -4-/?*)  -4-  const.=  log^r, 
la  constante  étant  une  fonction  arbitraire  dej^,  que  nous  désigne- 
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rons  par  log©'(^).  On  a  ainsi 

(2)  y  =/i -+-/?*  ?'(^), 


équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  ne  renferme 
ni  z  ni  x.  On  aura  donc  une  intégrale  complète  (n**  433,  i'*)  en 
posant 

p  —  iy       d*oii       q—y/\  -t-a*9'(j^), 

a  étant  une  constante,  ce  qui  donne 

intégrale  complète  avec  les  deux  constantes  arbitraires  a  et  ^. 

L'intégrale  générale  de  (a),  c'est-à-dire  la  surface  cherchée, 
s'obtiendra  donc,  suivant  la  méthode  de  Lagrange,  par  réliinî- 
nation  du  paramètre  a  entre  les  deux  équations 


z  =  aa7H-/i-i-a*çp(j^)-+-  i^a), 

o=  a:  -t--_L=^(7)-t-f(a), 
V^i-t-a* 

'}(a)  étant  une  fonction  arbitraire  du  paramètre  a.  On  peut,  pour 
obtenir  une  représentation  paramétrique  de  la  surface  cherchée 
(n°  427),  résoudre  ces  deux  équations  par  rapport  k  x  eik  z^  ce 
qui  donne 

X  =—  -p^=r-  f(j^)—  f  (a), 


/i  +  a 
En  y  joignant 


r  =  ri 


on  a  trois  équations  qui  définissent  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  surface  cherchée  en  fonction  de  deux  paramètres  a  et  j^,  et 
où  cp  et  ^  sont  deux  fonctions  arbitraires. 

On  peut  simplifier  cette  représentation  paramétrique  en  posant 

?(r)="»        «ï'où        ^  =  F(m), 

F  étant  évidemment  une  fonction  arbitraire,  puisque  ^  Test. 
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On  a  aiosi 

/l-4-a* 
7  =  F(a), 

u 


>/i 


.^;(a)-a^;'(a); 


les  deux  paramètres  sont  mainlenant  a  et  //;  F  et  <{/  sont  les  deux 
fonctions  arbitraires  qui  doivent  figurer  dans  Téqualion  générale 
des  surfaces  cherchées,  puisque  celles-ci  dépendent  d'une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  (i)  du  second  ordre. 


EXERCICES 

SUR  LA.  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES 
ET  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Exercice  I.  —  La  fonction  o(s)  étant  méromorphe  dans  tout  le 
plan,  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
V intégrale  l(-s), 

I(^)=   f\{u)du, 


soit  fonction  uniforme  de  z  dans  tout  le  plan, 

La  valeur  la  plus  générale  de  1(2),  quand  on  déforme  la  ligne  d'in- 
tégralion,  est  obtenue  (n®*  151-152)  en  ajoutant  à  Tintégrale  U,  prise 
le  long  du  segment  rectiligne  z^z,  la  valeur  de  l'intégrale  prise  le 
long  d'un  nombre  quelconque  de  lacets.  Or  (n°»  153-154-)  l'intégrale 
le  long  du  lacet  relatif  à  un  pôle  a  de  ^{z)  est  égale  (dans  le  sens 
positif)  à  27t/A,  A  désignant  le  résidu  correspondant;  on  a  donc  fina- 
lement 

I(z)  =  U  H-  airiC^i  Ai-4-  /njAj-f-.. .), 

A/  étant  le  résidu  de  ^{z)  relatif  au  pôle  a/,  et  m/  un  entier  ^«e/- 
conque,  positif,  négatif  ou  nul.  Donc,  pour  que  1(5)  n'ait  qu'une 
valeur  pour  une  valeur  donnée  de  5,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les 
résidus,  ki^  de  <p(s)  soient  nuls. 

Cela  exige,  en  particulier,  que  tous  les  pôles  de  o{z)  soient  d'un 
ordre  de  multiplicité  supérieur  à  i. 

Si  les  conditions  précédentes  sont  vérifiées,  l{z)  est  non  seulement 
uniforme,  mais  méromorphe  dans  tout  le  plan.  £n  effet  ses  seuls  points 
critiques  possibles  sont  (n°  110)  les  pôles  de  ^{z);  autour  de  l'un 
d'eux,  a,  on  a  d'ailleurs  (n°  131),  puisque  le  résidu  est  nul, 
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<{/(c)  étant  holomorphe  aux  environs  de  a,  et  Ton  en  conclut 

\{z)= -__—... hconst.-i-   /      ^{z)dz, 

ce  qui  montre  que  a,  pôle  d'ordre  n  de  o(^),  est,  pour  l(^),  un  pdfe 
d'ordre  ai  —  i, 

J/*  *    //#/ 
f      -r— —  est  fonction  uniforme  de  s, 
•*• 
En  efTet,  les  pôles  de  9(3)  sont  les  zéros  de  sin^,  c'est-à-dire  les 

points -5  =  Xr-n:.  Pouravoir  le  résidu  correspondant,  posons  ^=: Ai: -h /: 
il  vient 


sin-(A"7c  -4-  t)       s'in^t 


car  le  développement  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  /.  Le 
résidu  est  donc  nul,  ce  qui  établit  la  proposition.  On  a  d'ailleurs 
directement 

du 

= (cot-5  —  COtZo). 


2°  L'intégrale    /     p"^udu  est  aussi  une  fonction   uniforme  de  z 

{n  entier  positif);  car  autour  du  pôle  a  =  o,  par  exemple,  le  dévelop- 
pement de  p^Uj  fonction  paire,  ne  renferme  pas  de  puissances  im- 
paires de  Uy  donc  pas  de  terme  en  -  »  et  le  résidu  correspondant  est 
nul.  {Voir  à  ce  sujet  l'Exercice  IX.) 

Exercice  II.  —  Dans  les  mêmes  hypothèses,  quelles  sont  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  fonction  F(5), 

F(;î)  =  e^--o 
soit  fonction  uniforme  de  z  dans  tout  le  plan? 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  on  a,  pour  la  valeur  la  plus  générale 

deF(5), 

F(5)  =  gU-4-ï7:i(/»,Ai  +  m,Ai-t-...» 


KXERCICES.  477 

et,  pour  que  le  second  membre  ait  une  valeur  unique,  il  faut  et  il 
suffit  évidemment  que  tous  les  résiduSy  ki^  det^{z)  soient  des  entiers 
positifs,  négatifs  ou  nuis. 

S'il  en  est  ainsi,  on  reconnaît,  comme  plus  haut,  qu'autour  d'un 
pôle  a,  d'ordre  n,  de  9{z),  on  sl 


i 


ç(it)  du-=  -, -— ;  — ... 1-  A  log(x  —  «)-!-  i/{z). 


d'où 

et  il  en  résulte  (n®  100,  3°)  que  le  point  a  est,  pour  F(5),  un  point 
singulier  essentiel  lorsque  n  est  supérieur  à  i.  Si  /z  -^r  i,  c'est  un  pôle 
ou  un  zéro,  selon  que  le  résidu  A  est  négatif  ou  positif. 

Dès  lors,  si  l'on  veut  que  F(<3)  soit  non  seulement  uniforme,  mais 
méromorphe,  il  faut  et  il  suffît  que  tous  les  pôles  de  ^{z)  soient 
simples  et  que  les  résidus  correspondants  soient  entiers.  Pour  que 
F(s)  soit  holomorphe,  il  faut  et  il  suffit  de  plus  que  ces  entiers  soient 
positifs. 

Exemples.  —  i*>  Soit  cf(5)  = r,  h  étant  une  constante  : 

peut-on  déterminer  h  de  manière  que  F(3)  soit  uniforme  dans  tout  le 
plan? 

Soit  a  un  pôle  de  ?(5);  le  résidu  correspondant  est : —  ou 

y  puisque  cosa  4-^  =  0.  En  exprimant  qu'il  est  égal  à  un 


di  /i  —  A» 

entier  /i,  nous  avons 


/„=,_'  ou  /*  =  db^ 

/i*  n 


relation  indépendante  du  pôle  considéré.  Donc,  si  A  a  une  valeur  de 
cette  forme,  la  fonction  F(;;)  est  uniforme;  elle  est  de  plus  méro- 
morphe, car  (étant  exclu  le  cas  de  /i==t:i,  c'est-à-dire  /i=:oc)  les 
pôles  de  <p(s)  sont  simples. 

1^  Soit  0(5)  =^pz\  les  pôles  sont  doubles  et  les  résidus  nuls  :  donc 
¥{z)  est,  dans  tout  le  plan,  une  fonction  uniforme  de  c,  qui  admet 
les  pôles  de  pz  comme  points  singuliers  essentiels. 

Exercice  III —  La  fonction  o{z)  étant  méromorphe  dans  tout  le 
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plan,  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
y/cp(5)  soit  uniforme? 

Les  seuls  points  critiques  possibles  de  \/<p(5)  sont  (n°  100,  Re- 
marque) les  zéros  et  les  pôles  de  <p(5);  autour  de  IVun  d*eux,  a,  on  a 

o(-î)  =  (^-a)"«|(^), 
t];(^)  n^étanl  ni  nul  ni  infini  pour  2  r=  a.  Donc 

m         


et,  comme  V'4'('^)  ^^^  holomorphe  autour  de  a,  il  faut  et  il  suffît,  pour 


Trigonométrie  montre  que  celte  fonction  est  égale  à  y^  sin  - 


que  v/cp(5)  soit  uniforme  autour  de  ce  point,  que  —  soit  entier,  c'est- 
à-dire  que  m  soit  pair. 

Donc,  tous  les  zéros  et  tous  les  pôles  de  f  (5)  doivent  être  d'ordre 
pair.  S'il  en  est  ainsi,  il  est  clair  que  y/©  (5)  est  méromorphe  dans  tout 
le  plan. 

Exemples.  —  1°  Soit  ff{z)  =  j  —  cos^  :  celle  fonction  n'a  pas  de 
pôles;  ses  zéros  sont  z  =  2kTz\  chacun  d'eux  est  double,  car  la  déri- 
vée sin^  s'y  annule,  et  la  dérivée  seconde  cos^  ne  s'y  annule  pas. 
Donc  y/i  —  cos5  est  une  fonction  uniforme  dans  tout  le  plan  :  c'est 
une  fonction  holomorphe,  car  elle  n'a  pas  de  pôles.  EfTectivement,  la 

z 
•2 

2®  Soit  <^{z)=pz  -^  h]  peul-on  déterminer  la  constante  h  de  ma- 
nière que  ^^(2)  soit  uniforme  dans  tout  le  plan? 

Les  pôles  de  pz  -^  h  sont  ceux  de  pz  et  sont  doubles;  il  suffit  donc 
que  les  zéros  soient  aussi  d'ordre  pair.  Soit  a  l'un  d'eux  :  s'il  est 
multiple,  il  ne  peut  être  que  double,  puisque  pz-^h  est  une  fonction 
elliptique  d'ordre  deux;  il  doit  donc  annuler  simultanément  pz  +  A 
et  p'zj  c'est-à-dire  qu'on  a 

p'a  =  o,        d'où        a  =  Wa 4- période 
et 

h  =  —  pa  =  —  60.' 

Les  valeurs  cherchées  de  h  sont  donc  les  quantités  —  e,,  —  e,,  —  e,. 
On  a  d'ailleurs  reconnu  directement  (n°*  200-201)  que  les  radicaux 
^pz  —  Cfx  sont  bien  des  fonctions  méromorphes  de  s  dans  tout  le 
plan. 
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Exercice  IV.  —  Calculer  Vintégrale  réelle 

1=  f      — ^^-—        (A  réel  et  >i). 

Faisons  le  changement  de  variable 

e''=  u\ 

lorsque  x  va,  par  valeurs  réelles,  de  o  à  aie,  le  point  u  décrit  évidem- 
ment,  dans  son  plan,  une  circonférence  C,  ayant  pour  centre  Torigine 

et  pour  rayon  i.  On  a  donc,  puisque  dx-^-r  — » 

ri  du  _  ^'    /*  flfg 

Le  trinôme  i/*-h2/jM4-i  a  une  seule  racine,  i/o  =  — A  4- V^/i* — i, 
comprise  à  Tintérieur  de  G,  c'est-à-dire  de  module  inférieure  i;  le 

résidu  correspondant  de  la  fonction  — ; ; est 


1 


On  a  donc,  par  le  théorème  des  résidus, 

Z**'^       dx  .2         I  lit 

ï=  /       z  =  ^'^^-  —  =    , 

J^       cosx-^h  i  2v^A*— I        /A»— I 

Exercice  V.  —  Intégrer  la  fonction  -e'  le  long  du  contour  d'un 
rectangle  dont  les  côtés,  parallèles  aux  axes,  ont  pour  équations 

x-a,       iF=  — X,       y  —  \       r  =  — ^  (>*>o), 

en  faisant  tendre  X  vers  -h  oo. 

Si  a  <  o,  le  rectangle  ne  comprend  aucun  point  critique  de  -e^,  et 

l'intégrale  est  nulle;  si  a>o,  le  rectangle  comprend  le  pôle  z  =o;  le 
résidu  correspondant  étant  -+-I1  Tintégrale,  prise  dans  le  sens  posi- 
tif, est  317^'. 

Je  dis  maintenant  que  l'intégrale  le  long  de  chacun  des  trois  der- 
niers côtés  tend  vers  zéro  pour  X  infini. 
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Car  : 

i»  Le  long  du  côté  a:  =  —  X,  on  a 

et 

mod  -  c«  =  mo  J  — ^ r-  «-^+'r  =    ,  <  -^r-  ; 

comme  la  longueur  du  côté  est  aX,  l'intégrale  correspondante  a  son 
module  inférieur  à  aX  -r-»  ou  2e""^,  quantité  nulle,  pour  X  1=00. 
2°  Le  long  du  côté  y  =:ih  X,  on  a 

5  =  X  db  «X 


et 


,1  e^         ^  e^ 

mod  -  tf-  =  ■  ■  <  -r-  » 


d'où,  pour  rintégrale  correspondante  I, 

r"  e^  I 

modI<  /       ,-'dx=  N-(«^ — «"'*)» 

quantité  qui  tend  bien  vers  zéro  pour  X  infini. 

L^intégrale  le  long  du  contour  se  réduit  donc  à  Tintégrale  le  long 
.  du  premier  côté  x=ia\  le  longdececôté,  on  a  a=:a-+- 1/,  dz-=idy, 
et  dés  lors,  par  ce  qui  précède, 


a 


•  e^-^iy  (  ^^*        S'        «>o, 

i  dy  = 


'  *J^  (     0  si        a  <  o. 

En  multipliantle  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fonction  sous 

le  signe    /   par  a  —  /y,  et  égalant  les  parties  imaginaires  dans  les 

deux  membres,  on  a 

/•"*■•    ^acosy-4-y  siny  ■    _  (  ^^        ^*        «  >  o> 
J_.     ^"^         ^M^T*  "^"l    o  si        a<o, 

équations  qu'on  peut  écrire,  en  mettant  le  signe  de  a  en  évidence. 

Finalement,  par  addi.tion  et  soustraction,  on  trouve  les  formules 
a  r\l-iy-dy=    r'y^^dy  =  ^e-'^        (a>o). 
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Exercice  VI.  —  La  fonction  ^  (-3)  étant  méromorphe  dans  tout  le 
plany  la  fonction  f{u)  y 

f(u)  =  (p(a  loga),        (a  =  consl.) 
peut-elle  être  uniforme  dans  tout  le  plan  de  la  variable  u1 

Les  points  critiques  possibles  de  f{u)  sont  (n«  100,  Remarque)  le 
point  £/  =  o,  critique  pour  logu,  et  les  points  e//,  où  la  valeur  de 
aXogu  est  celle  d^un  des  pôles  de  ^{z). 

En  un  de  ces  points  U(j  f{u)  devient  infinie,  et  son  inverse  reste 
évidemment  holomorphe  aux  environs  :  le  point  considéré  est  donc  un 
pôle  de/(w). 

Le  seul  point  de  branchement  possible  pour  f{u)  est  donc  a  z=  o. 

Lorsque  la  variable  u  tourne  une  fois  autour  de  ce  point,  dans  le 
sens  positif,  aloga  se  reproduit,  augmenté  de  laiziy  et  la  fonction 
tp(alog£/)  devient  <p(alog£/ -i- 2 aie/)  :  elle  change  donc,  en  général, 
de  valeur,  et  le  point  a  =  o  est  un  branchement. 

Pour  qu^il  en  soit  autrement,  il  faut  et  il  suffît  que  Ton  ait 

9(aloga)  =  o(aloga  -h  a  ait  t), 

quel  que  soit  a,  c^ est-à-dire  que  la  fonction  o{z)  admette  la  période 
2aTc«, 

Si  donc  ^{z)  admet  une  période  au),  et  si  a  est  égal  à  (d  :  ict,  la  fonc- 
tion <p(alog2<)  sera  uniforme  dans  tout  le  plan  de  la  variable  u\  le 
point  a  =  o  sera  pour  elle  un  point  singulier  essentiel. 

Par  exemple,  la  fonction  F(m), 

F(a)  =p(aloga;, 

sera  uniforme  si  a  est  égal  à  — — ^ — : — ^— î>  m^  et  m,  désignant  deux 
entiers,  quelconques  d^ailleurs,  et  acot,  au),  étant  les  périodes  de  pz. 

Exercice  VU.  —  Soient  a^y  a^,  , . .,  a^  des  quantités  de  somme 
nulle;  comprimer  rationnellement  en  pu  et  p' u  la  fonction  ellip- 
tique 

^(u  —  ai)(f{u  —  ai)  . . ,  ^{ft  —  a„) 
s*"  (  u  ) 

Soit  F(u)  cette  fonction;  son  seul  pôle  (à  des  périodes  près)  étant 
a  =  o,  et  le  résidu  correspondant  étant  nécessairement  nul,  on  a,  par 
la  formule  d'Hermite, 

F(ï^)  =  Ao4- Aip«  -h  Aip'w   ■:-.., -h  \n-iP^'*-*^  u, 
H.   -  II.  3i 
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les  A  désignant  des  constantes  a  déterminer.  Or,  en  exprimant  que 
F(a)  s^annule  pour  «  =  «!,«,,  . . . ,  ûr^-t»  ^^  trouve  évidemment 

pu           p'  u        ...         pin-t)  u 
pax        p'ax       


F(a)  =  A- 


I     pan^x     p'an-\     ...     p^'*-*'^/!-! 


k  étant  une  constante,  qu'on  déterminera  en  égalant  les  coefficients 
de  £/"'*  dans  les  développements  des  deux  membres  autour  du  pôle 
Il  =:  G.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  ce  calcul. 

Exercice  VIII.  —  Montrer  que  la  fonction  —^ —  est  elliptique,  et 
trouver  son  expression  en  pu  et  p' u. 

De  la  formule 
on  déduit 

et  Ton  en  conclut  immédiatement  que  la  fonction  proposée  admet  les 
périodes  aoii,  3<d,;  elle  est  donc  elliptique  :  son  ordre  est  trois,  car, 
dans  un  parallélogramme,  son  seul  pôle  est  le  pôle  triple  £/  =  o;  ses 
trois  zéros  sont  évidemment  les  demi-périodes  coi,  oit,  co,.  Elle  a  ain^i 
les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  pôles  que  p'  u^  et  ne  diiïere  dès  lors  de 
cette  fonction  que  par  un  facteur  constant.  Comme  d'ailleurs,  aux  en- 
virons de  u  —  o,  on  a 

3*  2  a  "2  ,  —  2 

=  —  -f  . . . ,        et        p  a  = f- . . . , 

(i^u        u^  '^  M» 

le  facteur  constant  est  —  i;  et,  par  suite, 

ara  M  , 

—7—  —  —  pu, 
or*  M  *^ 

Exercice  IX.  —  Intégrer  un  polynôme  entier  en  pu  et  p'  u. 

En  remplaçant,  dans  ce  polynôme,  p'*«  par  4p'"  —  é'atP"  —  oi»  ^" 
le  met  sous  la  forme 

P(pw)-f-p'wQ(pa), 
P  et  Q  étant  des  polynômes  en  pu.  L'intégrale    /  Q{pu)p' udu  se 
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calcule  immédiatemenl;  car,  par  le  changement  de  variable  puz=z  z, 
elle  devient  /  Q{z)dz,  c'est-à-dire  Tintégrale  d'un  polynôme  en  z. 
Reste  donc  à  calculer 

/  l*(pu)du        ou  j  p'"udti, 

m  étant  entier  et  positif. 

Au  lieu  d'avoir  recours  à  la  formule  d'Hermite,  on  procédera  comme 
il  suit.  On  a 

p'ii  =  6p*a-  -  ^'t, 

d'où,  par  dérivations  successives, 

=  Ap'a-4-Bpa-hC, 
A,  B,  C  étant  des  constantes;  et,  en  général,  on  aura 

p(î/»)a  =  P„^i(pa), 

P  étant  un  polynôme  entier,  d'ordre  /<  -h  1,  en  pu.  Les  relations  ainsi 
obtenues 

p'urrz^ptu  —  7  ^j»        p^"  u  =  Kp^u-+-V^pu -\- C,        ..., 

p(ï«>  a  =  P„^i  (pit), 

permettent  d'exprimer  successivement  p^i/,  p^u,  ...  en  fonction  li- 
néaire de  puy  p" u.  p^" u,  ...,  et  l'intégrale  /  p"Uidu  s'en  déduit 
immédiatement. 

Exemple.  —  Soit  à  calculer    /  p'^udu.  On  a,   par  ce  qui  pré- 
cède, 

p«»a  =  i2op'a  —  i%gipu  —  1-2^8, 
d'où 

p'«a  =  4p»a  — ^,pa  — ^s=  ^[p'^^-H  i8^,ptt  4- la^a]— ^tpa  — ^3 


et 


p»atfa=— p  a -h  j^iÇtt— -^ja-hconsl. 


Exercice  X.  —   Décomposer  en  éléments  simples   la  fonction 

I 
p'iu  —  pu 
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Les  zéros  du  dénominaleur  sonl  fournis  par  la  formule 
•2  a  =  ±:  a  -h  Période, 
d'où  Ton  tire,  en  prenant  successivement  le  signe;  —  et  le  signe  -h, 
3m  —  a/njOii  H- 2mta)ï         et         m  = -imi  (Oi -f- 2miii)j, 

ou,  en  négligeant  les  multiples  des  périodes, 

o./rtiWi-}- 2/njtos  ,  . 

Or  M  =  o  n'est  pas  un  pôle  de  la  fonction  donnée,  c'est  un  zéro  ;  les 
seuls  pôles,  évidemment  simples,  sonl  donc  les  huit  quantités 

î/wiooi-i-  2mj0), 

«-= 3 . 

nti  et  m,  prenant  les  valeurs  o,  i,  2,  le  système  o,  o  excepté.  Soit  a,- 

Tune  de  ces  quantités;  le  résidu  correspondant  de  la  fonction  proposée 

est 

I 

2p'(2ai)  — p'a,' 

et,  comme  on  a  trouvé 

2a/  —  —  a/-r-  Période, 

p'{20Li)  est  égal  à  —  p'a^;  le  résidu  est  donc  —  1  :3jj'a,  et  la  formule 
d'Hermite  donne 

j>2«  —  pu  ^  3p  a/^ 

On  détermine  la  constante  en  écrivant  que  la  fonction  s'annule  pour 
u:=o]  donc,  finalement, 


P'i 


77^^=-237s;i^^''-=''^-^^''^- 


Exercice  XI.  —  Calculer  les  intégrales 

u  du  C        du 


yu  du  Ç        di 


v/p  M  —  ea 
Pour  obtenir  la  première,  observons  que  /on  a  (n®  199) 

=  -, r: [p("  —  wa)  —  «al» 
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d'où,  en  posant,  pour  simplifier,  {e^ —  ^p)  («a—  ^y)  ^^  "^  ' 

—  _  e^ »-   /   u  p{u  —  tfia)  du^ 

et,  en  intégrant  par  parties, 

\      r     u  du                  n^  ^,  ^        r  V  /  V 

-7-     /    =  —  ^a «  Ç(w  —  Wa^  -^    /   Ç("  —  Wa)  « 


I  du 


/>a  seconde  intégrale  se  calcule  par  le  cliangemenl   de   variable 


^/z 


el  Ton  est  ramené  à  une  quadrature  classique  (Tome  I,  n<*  218). 

Exercice  XII.  —  Décomposer  p^ii  en  éléments  simples. 

Soient  2Wt,  2(o,  les  périodes  de  pw,  si  l'on  considère  p'iu  comme 
une  fonction  elliptique  aux  périodes  a»!,  2(0*,  ses  pôles  sont,  à  des 
périodes  près,  les  points  f/  zn  o,  a  =  toj,  w  =  a>,,  u  =z  wj,  dont  chacun 
est  évidemment  double.  On  a  d^ailleurs 

d'où  l'on  tire,  par  la  formule  d'Ilerinite, 

piu  =  -,[pif  -  -  p(  Il  —  toj  )  -f-  p(a  —  tùf)  -^  p(u  —  <j»3)]  -+-  consl. 

On  détermine  la  constante  en  faisant  ^^  =  o;  on  a  ainsi 

•7— Y  -f-Xa*-»-. .  .=  7  (  -;  H-  X'a*-h.. .-+-  ei-4-  e^-h  ^3-^-. . .  \  -h  consl., 

les  termes  non  écrits  s'annulant  pour  w  =  o.  Comme  e,  -h  «i  -i-  ^3  est 
nul,  la  constante  elle-même  est  nulle,  et  il  reste 

4p2W  z=  pu  -h  piu  —  (Oi)  -h  p(u  —  t^i)  -\-  p(  U  —  OJ3). 
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Exercice  XIII.  —  Étudier  les  fonctions  f{u)  et  ^{u)y 

D'une  manière  générale,  la  fonction  impaire  a i^iq-\-  a^^^Q-^  a^^^o 
est  (n*'  202)  elliptique,  aux  périodes  4(*>n  ^^t]  ses  pôles,  dans  un  pa- 
rallélogramme construit  sur  ces  périodes,  sonto,  2(U],  qcds,  2ci>„  pôles 
simples  (ibid.). 

Pour/(//)  et  o(a),  m  ==  o  n'est  pas  un  pôle,  car,  aux  environs  de  ce 

point,  on  a  (^«oMnr  -  -h...,  et  le  terme  en  — disparaît  dans /(«)  etç(«), 

parce  que  les  sommes  ^(«p —  ^y)  et  ^^«(ep—  ey)  sont  nulles.  On 

en  conclut  que /(w)  ei(f{u)  sont  des  fonctions  elliptiques  d'ordre  trois, 
aux  mêmes  pôles  (simples)  2&>o(. 

Étudions  de  plus  près  les  développements  de  /(w)  et  9{u)  autour 
de  M  =r  o. 

On  a,  en  utilisant  la  formule  du  binôme, 


I  1 

—         [i-h( —  e^M^-f-  CiM*-+-.  .  .  )J^ 


— 1 (  —  Ca  U*  -h  Cl  lA*  -H  Cj  M*  H-  .  .  .  ) 


—  ' — ^  (—  ^a  M*  -4-  Cl  w*  H- . . .  )* 


1 . 2 .  e£ 


I  i  / — cj        Ci\     ,       /c,        CiCa  I      j\     . 

d'où  Ton  tire  sans  difficulté,  en  tenant  compte  de  ea-H  ^§  4-  «y  =  o, 

/(«)=-    ^  W»  2  ^l(^?  -€y)-hU'(  )  -^.  .  .   , 

Le  point  «  nn  o  est  donc  un  zéro  simple  pour  f  (i/)  et  triple  pour 
/(u)  :  c'est,  par  suite,  le  seul  zéro  (à  des  périodes  près)  de /(«),  qui 
est  d'ordre  trois. 

D'après  cela,  le  quotient^— ^,  qui  n'a  pas  d'autres  pôles  que  les 
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zéros  de/(w),  admet  le  seul  pôle  i/  =  o,  qui  est  double;  et,  autour  de 
ce  point,  on  a 

11  n'y  a  pas  de  terme  en  -  ,  puisque  j- — ->  quotient  de  deux  fonctions 

impaires,  est  paire;  il  n'y  a  pas  de  terme  constant,  parce  que  les 
termes  en  là  et  u*  manquent  respectivement  dans  ^{u)  etf{u). 

On  en  conclut,  par  un  raisonnement  souvent  fait,  qu'on  a  identi- 
quement 


f^U)  \1/  (gj— g»)<ï'ioW-|-(gj—  gl)G'l0W-*-(gl— g3)3r5oW 

Exercice  XTV.  —  /exprimer  p-  en  fonction  de  pu. 

On  pourrait  partir  de  Téquation  qui  donne  p2u  en  fonction  de  pu] 
il  sera  plus  simple  de  profiter  du  résultat  précédent. 

Soit  pu  =:f)Wo,  «0  étant  donné;  les  valeurs  de  pfr  )  seront  évi- 
demment 

^'T'       i\T-^'^')'       pIt^^V'       p(t^'^')- 
Or  la  formule  finale  de  TExercice  XIII,  où  Ton  remplace  u  par  u^  et 
^ao("o)  par  Si^pUQ —  eau  donne  jd—  en  fonction  de  pu^,  les  radicaux 
ayant  la  détermination  qui,  pour  Uq^zo,  a  la  valeur  principale —  Si, 

Uq 

dans  cette  formule,  on  change  u^  en  1/9+ 2 (Oq,  les  fonctions  <3'^o(^o)  ^^ 
^Yo(^o)  changent  de  signe,  c3'ao(^o)  ^^t  inaltérée  (n<> 202)  :  donc,  enfin,  les 

quatre  valeurs  de  j3  -9  lorsque  p  u  est  donné,  sont  fournies  par  la  for- 
mule 


W   _    g|(g8  — g8)/pM  — gl-t-g«(g3  — g|)/p"  — g«H-g>(gi— gO\/pii  — gt 
'•*  (gj— g3)/pW  — gi-+-(g3— gl)v/pW  — gî-+-(«l  —  eî)/pW  — gj 

les  trois  radicaux  prenant  tous  les  signes  possibles,  mais  chacun  d'eux 
ayant,  au  numérateur,  le  même  signe  qu'au  dénominateur. 

Exercice  XV.  —   Trouver  la  relation  qui  lie  les  périodes,  2*)i  et 
20),,  de  puj  lorsque  g^  est  nul. 
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Soil  posé 


krci 


£  et  e*  sont  les  racines  cubiques  imaginaires  de  Tunité.  On  a,  puisque 
et,  par  suite,  en  vertu  des  formules  du  n^  ^k, 


Posons,  dans  la  seconde  intégrale,  y  —ztz;  nous  trouvons 


tOj: 


''"         zdz 


ce  qui  donne 

Telle  est  la  relation  cherchée;  réciproquement,  si  Ton  a  (02=  £ci)i,  je 
dis  que  g^  est  nul.  Car,  en  substituant  à  (Ut  cette  valeur,  dans  l'expres- 
sion de  gx  en  fonction  des  périodes  (n*>  185),  on  a 

60 


__  00  ^  I 


ce  qu'on  peut  écrire  aussi,  en  remplaçant  mt  et  m,  respectivement  par 
nti —  /?i|  et  —  /Wj, 

^*~a){^   (mi6«-t-/7ij)*  ~  to}E  ^   (//ii-t-êmj)^' 

on  en  conclut 

gx^  —  gt,        d'oJ        ^1=0.  c.  Q.  p.  n. 

La  relation  (o,=  sioi  peut  prendre  une  autre  forme  :  comme  on  a 

£*-h6-M  =0, 

on  aura  aussi 

coj  H-  a>i  (ï)j  H-  (o|  =  o. 

Exercice  XVI.  —  Peut-on  déterminer  la  constante  X  de  manière 
que  p{\u)  s  exprime  rationnellement  en  fonction  de  put 

Si  la  fonction  p(Xa)  est  rationnelle  en  j>u^  elle  admet  les  périodes 
9ci>|  et  2(1)}  de  -pu.  Réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie, 
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p(Xw),  fonction  elliptique  aux  périodes  2to,  et  2a),,  s'exprime  ration- 
nellement en  pu  et  p' u  :  comme  elle  est  paire,  il  est  clair  que  p' u  ne 
peut,  dans  Texpression  obtenue,  figurer  que  par  son  carré,  c'est-à-dire 
que  pC^u)  est  rationnel  en  pu. 

Tout  revient  donc  à  exprimer  que  p(^u)  admet  les  périodes  ato, 
et  ao)j,  c'est-à-dire  qu'on  a 

p(A#/  -h  aXw»)  —  f)(Xw); 

il  faut  et  il  suffit,  pour  cela,  que  sXcoi  et  aXuii  soient  des  périodes 
de  j)  1/.  On  a  donc,  en  désignanLpar  les  m  et  n  des  entiers,  quelconques 
d^ailleurs, 

(  Xii>i  = /n'u)|-+- n'wj, 

/  Xtoj=  m  (i>|-h  /i  Wj. 

On  en  déduit,  par  division, 

w,        /n'ii>i-h /l'coj  ,       ,  ,^  ,    , 

—  =  ou  m(of-h(n  —  m  )a)f co«— n  w;  —  o, 

u><         miùi-h  /iioi  *       ^  '         ■  ■ 

relation  quadratique  homogène,  à  coefficients  entiers,  entre  a)i  et  co,. 
Cette  relation  n'est  une  identité  que  si  m  =3  /i  -  m'=  /l'r^  o;  les  équa- 
tions (i)  donnent  alors  \=i  n  :  le  multiplicateur  X  est  donc  un  entier 
quelconque,  et  p(Xw)  s'exprime  rationnellement  en  pu.  C'est  la  mul- 
tiplication ordinaire. 

Si  la  relation  quadratique  n'est  pas  une  identité,  c'est-à-dire  si  les 
périodes  sont  liées  par  une  équation  du  type 

(2)  Aw^-f- BtoicojH- Gti>|  —  G. 

où  A,  B,  C  sont  des  entiers  premiers  entre  eux,  on  pourra  trouver 
une  infinité  de  multiplicateurs  X,  non  entiers,  répondant  à  la  question 
posée. 

Il  suffit  en  effet  de  prendre 

(3)  X  =  --   [Aewi-hpcoj], 

6  et  p  désignant  des  entiers  quelconques;  on  aura  aussi,  en  vertu 
de  (2), 

(4)  X-  -î-[(p-OB)to,-GO(o,], 

de  sorte  que  qXwj  et  aXwi  seront  bien  des  périodes  de  pu. 

Pour  que  le  rapport  des  périodes  de  pu  soit  imaginaire,  il  faut  que 
B* —  4AC  soit  négatif;  dès  lors  la  valeur  (3)  de  X,  où  Ton  remplace 
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— ^  par  sa  valeur  tirée  de  (2),  est  imaginaire,  c'est-à-dire  que  tous  les 

'  multiplicateurs  sont  imaginaires  :  de  là  le  nom  de  multiplication  com- 
plexe, donnée  à  la  propriété  dont  il  s'agit. 

Il  n'y  a  donc  multiplication  complexe  que  si  les  périodes  vérifient 
une  relation  du  type  (2);  on  peut  en  donner  de  suite  deux  exemples 
simples. 

i<»  Si  ^t  est  nul,  on  a  vu  (Exercice  XV)  que  Wj  =:£(«),,  g  étant  une 
racine  cubique  imaginaire  de  Tunité,  ce  qu'on  écrit  aussi 

aij-t-ci)|0jj-i-w|  =  o, 

relation  du  type  (2).  On  aura  un  multiplicateur  X  par  la  formule (3), 
où  Ton  fera 

A=i,         0  =  1,         p  =  o,         d'où         X=— 1  =  -. 

Ainsi  jd/ -9  o,  ^s]   doit  s'exprimer  rationnellement   en   fonction   de 

p{^i^y^i)  î  effectivement,  la  formule  d'homogénéité  (8)  du  n®  206, 
où  l'on  pose 

,  X  r=  e«        et        fft  =  o, 
donne 


P(^>  0,gl\  =E*P(W,0,  ^3 


2°  Si  gi  est  nul,  on  a  (n®  234,  Note) 
ou 

toj  -f-  (ij|  =  o, 

relation  du  type  (2).  Un  multiplicateur  X  sera  donné  par  (3),  où  Ton 
fera 

A  =  0  =  i,         p  =  o,         d'où         X  = -:  : 

effectivement,  si  l'on  pose,  dans  la  formule  d'homogénéité  At  pu^ 

X  =  —  I         et        ^s  =  o, 
on  trouve 

ï^\jy  ^î,  oj  =  — p(M,  ^,,0). 
Exercice  XVII.  —  Montrer  que  le  rapport  anharmo nique  des 
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quatre  tangentes  que  Von  peut  mener  à  une  cubique  plane  par  un 
de  ses  points  est  constant,  quel  que  soit  ce  point. 

Supposons  la  cubique  représentée  paramétrlquement  (n^*  215)  sous 
la  forme 

(,)  j.^  gpV-h^p</-4-Y  a'p'u^^'pu-^i ^ 

ap'u-^-  bpu  -^  c^         *^         ap' u  -h  bpu  -h  c 

et  soit  h  Targument  d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe.  Les 
quatre  tangentes  T,  T,,  T,,  T3,  menées  de  M  à  la  cubique,  touchent 

celle-ci    respectivement    (n®    219)    aux    points    d'arguments > 

H  u),,  —  -  -\-  wj,  —  — 1-  Cl):,;  soient  T  =  0  Téquation  cartésienne, 

en  X  et  y,  de  la  première;  Q  =  o  celle  d'une  seconde  droite,  quel- 
conque d'ailleurs,  passant  par  M.  Les  droiles  issues  de  M  auront  pour 
t'*quation  générale  Q  —  XT  r=z  o,  el  la  droite  T  correspond  à  X  =  00. 
Les  trois  autres  tangentes  Tj,  T,,  T,  correspondront  à  des  valeurs 
>.i,  X„  X,  de  X,  et  le  rapport  anharmonique  (T,  T,,  T,,jT,)  sera  égal 

cl   r ;:—  •  " 

Xi  — A, 

Calculons  maintenant  Xi,  X,,  X,. 

11  suffît,  pour  obtenir  X^,  d'écrire  que  la  droite  Q  —  XaT  r=  o  passe 

par  le  point  d'argument 1-  Wa  sur  la  cubique;  on  a  donc 

Aa  —  Y  ' 

en  supposant  les  coordonnées  courantes,  jc  et  y,  remplacées,  dans 

Q  etT,  par  leurs  valeurs  au  point  —  -^ — h  Wa.  Or,  si  Ton  substitue  à 

,r  et  y,  dans  Q'T,  leurs  valeurs  (i)  en  w,  on  obtient  une  fonction 
elliptique,  ç(m),  du  type 

ni'p'  u  -f-  n'pu  H-  /•' 
mp'U  -h  npu  -^  r 

les  777,  /7,  /*  étant  des  constantes;  les  seuls  pôles  possibles  de  ç(</)  sont 
les  zéros  du  dénominateur,  c'esl-à-dire  les  arguments  des  points  où  la 

droite  T  =:  o  coupe  la  cubique,  à  savoir  /i, > ;  les  zéros  pos- 
sibles de  cp(e/)  sont  de  même  les  arguments  des  points  où  la  droite 
Q  zn  o  coupe  la  cubique,  c'est-à-dire  h,  et  deux  quantités  de  somme 
égale  à  —  h.  Il  en  résulte  que  la  fonction  ç(//)  n'admet  que  le  pôle 
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double ,  et,  dès  lors,  en  vertu  de  la  formule  d'Hermîle.  elle  peut 

se  mettre  (n®  195)  sous  la  forme 

o( u)  =  ap(u-h  •;-]  4-  ^, 

a  el  b  étant  des  constantes. 

Cela  posé,  d'après  ce  qui  précède,  on  a 


>'«=?(—  :^^^0LJ  =  aea-hb, 


et  le  rapport  .r^ — .-  est  ég:al  à  -^ :  il  est  donc  indépendant  de  ^, 

c'est-à-dire  du  point  initial  M,  pris  sur  la  cubique.         c.  Q.  F.  D. 

Exercice  XVIII.  —  Montrer  que  si  «>(^, /)  est  fonction  holo- 
morphe  de  x  et  y  aux  environs  du  système  de  valeurs  x=ia,  y^zby 
l'équation  différentielle  en  y 


(I) 


n'admet  qu'une  solution  prenant  la  valeur  6,  pour  ^  =  a. 

D'après  le  théorème  de  Cauchy  (n*»'  322-32{i-)  l'équation  (i)  admet 
une  solution,  y{x)^  qui  se  réduit  à  b  pour  arzzrtr,  et  qui  est  fonction 
holomorphe  de  x  autour  du  point  a.  Supposons  qu'il  y  ait  une  seconde 
solution,  holomorphe  ou  non,  prenant,  pour  x:=ia^  la  valeur  6,  et 
représentons-la  par  y(x)-\-u{x)\  la  quantité  u{a)  sera  nulle  et  l'on 
aura 

d'où 

—  =  cp(j",  ^v-4-  u)—o(x,y). 

Le  second  membre  est  une  fonction  holomorphe  de  u  autour  du  point 
//r=o,  en  vertu  même  de  l'hypothèse  faite  sur  ^{Xf  y);  comme  il 
s'annule  pour  w  zr:  o,  quels  que  soient  j?  et  y,  il  contient  en  facteur 
une  puissance  entière  de  u  (n°  126),  et  l'on  a 

^  =  W^f^^ix^y.u), 
^{Xy  y,  u)ne  devenant  pas  infini  pour  (/  —  o,  du  moins  lorsque  x  et  y 
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ont  (les  valeurs  suffibamment  voisines  de  a  et  b.  Supposons  mainte- 
nant y  et  u  remplacés,  dans  <J/,  pary(^)  et  u{x)\  on  pourra  écrire 

ia  fonction /(j7)  demeurant  finie  aux.  environs  de  x-=.a.  Intégrons 
les  deux  membres  le  long  d^un  petit  arc  quelconque  partant  du  point  a, 
nous  avons 

-^^  [^7 't-  1  =  f'n^)  ^-- 

Le  second  membre  est  évidemment  fini,  le  premier  est  infini,  puisque 
fi(a)  est  nul;  Tégalité  est  donc  impossible. 
Dans  le  cas  où  m  serait  égal  à  i,  on  aurait 

.  .«■ 

relation  également  impossible. 

On  en  conclut  que  l'équation  (i)  ne  peut  admettre  d'intégrale,  î>e 
réduisant  à  b  pour  j:  =1=  a,  autre  que  l'intégrale  liolomorphe. 

Ce  théorème,  par  une  autre  démonstration,  s'étend  à  un  système 
difl'érenliel  canonique  d'ordre  quelconque. 


FIN    Dt    TOUË   SËCOXI). 


32595    PAUIS.  —  IMPRIMERIE  GAUTHIER-VILLARS, 
Quai  des  Grands-Auguslins.  .m. 


■ 

^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^1 

^^^^F 

^^rr^^W\'u---          ^^^^^^^H 

^^H 

il  '                                                                        ^^^^^^^^^^^^1 

■ 

1 

^B 

lu               ^^^^H 

^^^H 

^^H 

^^^B 

l\>jtt:                                                                                            i.H  ^^épîé'                    ^^^^1 

^H 

GÛURSAl                                                                                                               ^^1 

Cniirs  .                                                                                                                ^^^H 

^B 

;    diffrr\'n:rrl{r4.    fntéi'rftki  Jt^f^nith     I)é^^                     ^^^H 

^B 

uma*  Vf^luim                                                                                               ^H 

1 

PICARD    ÊmiU^                                                                                              ^^H 

^^^^^^^^^^^^^H  * 

....                                                                                                ^^^^H 

1 

pariLC.                           ip**r*j§mN^i  ^^^^^| 

r                         l'irit    ^  Imr^  r;j|tmifK«  t  lUJiJtç,  H,  i|il#t  4u  Cfto(t«-4tf«lt«lH^                            ^^^^H 

^L 

^  y ,^w  y  ^Bi^^^^J  a    .      '^^"^     '  '  ■         ^pw^ <r  ^     ^  v*^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^B 

,:^'> 


.#'  ^  V  -/ 


•f-Ax/ 


%  :M^^7 


K.  / 


